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1.0 SYSTEMES NON LINEAIRES: THEORIE LOCALE

1.1 QUELQUES CONCEPTS ET DEFINITIONS PRELIMINAIRES

1.1.1 Systémes différentel

Definition 1. On appele systéme différentiel un systéme de la form
X=f(X) ouf:E—R" (1.1)

n C — (dz1 dza dzg
E est un ouvert de R etX_(dt, T dt,...)

e Si f une application linéare on dit que le systéme (1.1) est linéare. Sinon on dit que le
systéme (1.1) est non linéare

e Si f ne dipend pas explicitement de t on dit que le systéme (1.1) est autonome et on note
X =f(X)

e Si f dipend pas explicitement de t on dit que le systéme (1.1) est non autonome et on

note X = f (X, t)

Example 2. Les systémes

r=x+1 .

est linéare autonome
y=2zx+y
T =x+Int .

est linéare non autonome
y=2x+y
T=a%+1 .

est non linéare autonome
y=22r+y
T = xy +sint _

est non linéare non autonome

y=2x+y*+t



Noton que la solution générale d’un équation différentiele & = f () est

/Ot ds—/f Yds = x(t) — (0 /f Yds = x(t /f

Definition 3. une fonction X définie sue un intervalle Ix C R a valeur dans R™ est appelée
solution de (1.1) lorsque les propriétes suivant sont vérifiées

i) X e OV (Ix),Ix #0

i) X = f(X)
Remark 4. La solution X(t) existe pour l’équation (1.1) si f intégrable

La continuité de f pour Uéquation (1.1) ne soit pas suffisant pour l'unicité de la solution

Example 5. soit l’équation

BN

z(0)=0

(1.2)

on a f(x) = +/|z| est continue en 0 donc sur R

Example 6. On remarque facilement que x(t) = 0 est une solution de (1.2) de plus on
i = \/_:>/\/_—dt:>2\/|a:—t+c:>|x| ~(t+e)

(t)”

z(0) = 0=c=0=|z|=

A

donc (1.2) admet deux solution puisque la fonction f n’est pas dérivable en 0

1.1.2 Differentiabilité
La notation de la fonction differentiable est un généralisation au fonction de plsieur variables
de la fonction dérivable au fonction d’une variable réelle

Definition 7. La fonction f : R — R" est différentiable en xq € R™ s’il existe une trans-

formation linéaire D f(xo) € L(R™) qui satisfait

lim |f(wo +h) — f(2o) — Df(x0)hl
|h| =0 Al

La transformation linéaire D f(xq) est appelée la dérivée de [ en xg.



if f:R"” — R" est différentiable en zy € R", alors les dérivées partielles, (%) 1,] =
J

1, ...,n, existent toutes en x( et pour tout x € R",
Df(zo)z =) = () x;

Ainsi, si f est une fonction différentiable, la dérivée D f est donnée par la matrice jacobienne

nxn

- [

dz;

Example 8. Trouver le dérivé de la fonction

ey \ [ vty
fa(@,y) 2 +y°
au point (1,2)
9 oh 1+
oz 0 y
Dfwy) = | o o | = )
3 1
Df(1,2) =
2 12

Definition 9. Supposons que Vi et V, sont deux espaces véctoriels normés avec normes ||.||;

et |||l respectivement. alors

Vi — TV,

est continue en xo € Vi si pour tout € > 0 il existe un § > 0 tel que v € Vi et ||z — x|, <6
implique que

||F(2) = F(xo)ll, <€

Et I est dit continue sur ’ensemble E C Vi s’il est continue & chaque point x € E. Si F

est continue sur E C Vq, on écrit F € C(E).

Definition 10. Supposons que f : E — R™ soit différentiable sur E. Alors si E € 1(E) si
la dérivée Df : E — L(R"™) est continue sur E.



Theorem 11. Supposons que E est un sous-ensemble ouvert de R™ et que f : E — R™.

Alors f € CYE) si les dérivées partielles, (gg{’]) 1,7 = 1,...,n,, existent et sont continues

sur F.

Remark 12. Pour E un sous-ensemble ouvert de R™, les dérivées d’ordre supérieur D* f(z)

d’une fonction f : E — R"™ sont définies de maniére similaire et on peut montrer que

3kf- .o .
m avec 1,11y ...y Jk = 1,...,77,,

f € CK(E) si et seulement si les dérivées partielles

existent et sont continues sur E. De plus, D*f(xo) : E x E — R" et pour (v,y) € E x E

D) ) = Y L (o,
0 Y aleaxh 0) Lj1 Yz

Ji,j2=1

Des formules similaires sont valables pour D¥ f(xq) : (E X ... x E) — R"

Remark 13. Une fonction f : E — R" est dite analytique dans ’ensemble ouvert E C R™ si
chaque composante f;(x),j =1,...,n, est analytique dans E, c’est-a-dire si pour j =1,...,n
et x0 € E, f;(x) a une série de Taylor qui converge vers f(x) dans un voisinage de xo dans

E.

Exercise 14. Montrer que le probléme

admet au moins deux solutions différentes st 0<a < 1 et une unique solution si

a=1.

Exercise 15. I- Soient f : R?> — R? une application de classe C! et g : R? — R?

Uapplication définie par
g(u,v) = f (cosu + sinwv, sin u + cos v, e“‘“)

a. Montrer que g est de classe C!.

b. On suppose que f est différentiable au point M = (1,1,1) de R?® et que sa



différentielle en ce point est

1 3 4
2 -1 3

Df(M) =
. . . . T T
Déterminer la différentielle de g au point P = <§, 5) .
2) Calculer la dérivée de fonction suivante

x — 4x%y?
flz,y) = .
—y+ 22y +y

a) Trouver les zéros de la fonction c’est-a-dire les les points X, € R? "ou f(X,) =

0.
b) Calculer Df (0,1) X et D*f(0,1) X

1.2 LE THEOREME FONDAMENTAL DE L’EXISTENCE-UNICITE

Definition 16. Supposons que f € C(FE) ou E est un sous-ensemble ouvert de R"™. Alors

x(t) est une solution de l’équation différentielle (1.1) sur un intervalle I

o six(t) est dérivable sur I

e ¢t si pour toutt € I,X(t) € E et

sur un intervalle 1
o sity € I, x(ty) = o

o ct x(t) est une solution de l’équation différentielle (1.1) sur l’intervalle I.



Definition 17. Soit E un sous-ensemble ouvert de R™. On dit qu’une fonction f : F — R"
satisfait une condition de Lipschitz sur E s’il existe une constante positive K telle que pour

tout v,y € &/
[f(x) = f)l < K|z —y|.

La fonction f est dite localement Lipschitzienne sur E si pour chaque point xo € E il existe

un voisinage de xo, Ns(xo) C E et une constante Ko > 0 telle que pour tout z,y € N.(zo)

|f(x) = f(y)] < Kolz —yl.

Par un voisinage d’un point ro € R™ .

Remark 18. N_.(zg) c’est la boule ouverte de centre xq et de rayon e

No(zg) ={x € R" : |z — x| < €}.

dans R

No(xg) =20 —e,29 + €] .

Example 19. la fonction x — f(x) = 2% est de classe C* sur R mais f n’est pas lipschitzi-

enne puisque on a pour k> 0,z =k+ 1, y=Fk:

|(k+1)* = (k)| =2k+1>k|k+1—k|l =k

Lemma 20. Soit E un sous-ensemble ouvert de R"™ et soit f : E — R"™ . Alors, si f € C1(E),

f est localement Lipschitzienne sur E.



1.2.1 Meéthode de Picard des approximations successives

Cette méthode est basé sur le fait que X (¢) est une solution du probléme de la valeur initiale

X = f(X)

si et seulement si X (¢) est une fonction continue qui satisfait I’équation intégrale

+ /Ot F(X (5))ds

Les approximations successives de la solution de cette équation intégrale sont définies
par la suite de fonctions
Uo t) = Zo
0 . (1.3)
ur1(t) = o + fo f(ux (s))ds

pour k=0,1,2,...

Example 21. Trouver la solution du probléme

g=1+y()
y(0) =0
par la méthode de pécard.
Solution 22. On a la formule

Yesa(t) = fotf Yk (s))ds

done

yi(t) = fy fyo (s))ds = [y ds =t
yat) = [y F(yr (s))ds = [ (s+1)ds = 3t (t +2)
ys(t) = [} fyz (8))ds = [5 (s (s+2) +1)ds = Lt (1> + 3t +6)

Yot) =t + 52+ 33+ .. =€ —1



Dans ce qui suite on définie sur un espace des fonctions continues sur un intervalle

I =[—a,a];C(I). La norme sur C'(I)

lull = sup fu()

La convergence dans cette norme équivaut a une convergence uniforme.

Definition 23. Soit V' un espace véctoriel normé. Alors une suite {u,} C V est appelée une

suite de Cauchy si pour tout € > 0 il existe un N tel que k,m > N implique que
lug — uml| < e.

L’espace V' est dit complet si toute suite de Cauchy dans V' converge vers un élément dans

V.
Remark 24. Si [ = [—a,a], alors C(I) un espace véctoriel normé complet.

Theorem 25. (Le théoréme de lexistence-unicité fondamentale). Soit E un sous-ensemble
ouvert de R™ contenant xq et supposons que f € C*(E). Alors il existe un a > 0 tel que le
probléme de la valeur initiale

& = f(z)

.%’(to) = 29

(1.4)

a une solution unique x(t) sur l'intervalle [—a, a).

Proof. L’existence: Puisque f € C'(E), il résulte du lemme qu’il existe un voisinage

N.(zo) C E et une constante K > 0 telle que pour tout z,y € N.(x),
[f(z) = F(y)] < Koz —yl.
Soit b = 5. Alors la fonction continue f(z) est bornée sur I’ensemble compact
No={x € R" : |x — xo| < b}.

Soit
M = max|f(z)].

xE€Ny



Soit les approximations successives wuy(t) définies par (1.3). En supposant alors qu’il existe

un a > 0 tel que wuy(t) soit défini et continu sur [—a, a] et satisfait

max |ug(t) — x| < b (1.5)

z€[—a,a)

il s’ensuit que f(ug(t)) est définie et continue sur [—a,a] et donc que

ugs1(t) = o —|—/0 flug (s))ds

est défini et continu sur [—a, a] et satisfait

hmﬁ%wdgAUW@Wﬁég%WMAdﬁﬂﬁﬁMa

pour tout t € [—a,al. Ainsi, en choisissant 0 < a < % , il suit par récurrence que ug(t)

est défini et continu et satisfait (1.5) pour tout ¢ € [—a,a] et k = 1,2, 3, ....de plus, puisque
pour tout ¢t € [—a,a] et k = 0,1,2,3,...,ux(t) € Ny, il résulte de la condition de Lipschitz

satisfaite par f que pour tout ¢t € [—a,a]

IN

/Um wumw<K/ml ) — 1o ()|

< Ka max |uy(t) — x| < Kab

|ua(t) — il

z€[—a,al
de plus, en supposant que
max [u;(t) = u;-1(0)] < (Kap ™ (1.6)
re|[—a,a

pour un entier j > 2, il s’ensuit que pour tout ¢ € [—a, al

IN

(1) = u;(1))]

/u% wﬂ<mw<K/w] —uy (9))]
< Ka max |uy(t) — uj (1)) < (Ka) b

te[—a,al

Ainsi, il s’ensuit par récurrence que (1.6) est vrai pour j = 2,3, .... En posant o« = Ka et en

choisissant 0 < a < % , on voit que pour m >k > N et t € [—a,a]
m—1 e’}
[ () = ur()] = Y fujaa () = us (O] <Y fuga () — w(8)]
=k j=N

< . =
< E a;b 7
j=N

10



Cette derniére quantité s’approche de zéro lorsque N — oco. Donc, pour tout ¢ > 0 il existe

un N tel que m, k > N implique que

[t — w]] < max fup(t) — up(t)]
te[—a,al

c’est-a-dire que {uy} est une suite de Cauchy de fonctions continues en C'([—a, al). Il résulte
du théoréme ci-dessus que uy(t) converge vers une fonction continue u(¢) uniformément pour
tout t € [—a,a] comme k — oco. Et puis en prenant la limite des deux cotés de I’équation

(1.3) définissant les approximations successives, on voit que la fonction continue

u(t) = lim ug(t) (1.7)

k—o0

satisfait ’équation intégrale
t
u(t) = xo +/ f(u(s))ds (1.8)
0

pour tout ¢ € [—a,a]. Nous avons utilisé le fait que l'intégrale et la limite peuvent étre
interchangées puisque la limite en (1.7) est uniforme pour tout ¢ € [—a,a]. Alors comme
u(t) est continue, f(u(t)) est continue et par le théoréme fondamental du calcul, le membre

droit de ’équation intégrale (1.8) est différentiable et

pour tout ¢t € [—a,al. De plus, u(0) = z( et de (1.5) il s’ensuit que u(t) € N.(z9) C E pour
tout ¢t € [—a,al. Ainsi u(t) est une solution du probléme de valeur initiale (1.4) sur [—a, a].
Reste & montrer que c’est la seule solution.

L’unicité: Soient u(t) et v(t) deux solutions du probléme de valeur initiale (1.4) sur
[—a, a]. Alors la fonction continue |u(t) — v(¢)| atteint son maximum en un point ¢; € [—a, al.

Il s’ensuit que

[¢]
o —vl < ténixa]lu —(t)] = 0 )ds| < [ 1) = Fo o)l ds
lt]
< K [ >)|3Kat;n[_3>;]|u<t>—v<t>|smnu—vn

Mais Ka < 1 et cette derniére inégalité ne peuvent étre satisfaites que si |[u —v|| =
Ainsi, u(t) = v(t) sur [—a,a]. Nous avons montré que les approximations successives (1.3)
convergent uniformément vers une solution unique du probléme de la valeur initiale (1.4) sur

Vintervalle [—a, a] ot a est tout nombre satisfaisant 0 < a < min (&, =). O

11



Remark 26. Ezactement la méme méthode de preuve montre que le probléme de la valeur
initiale

X = f(X)

X(to) = Xo

a une solution unique sur un certain intervalle [ty — a,to + al.

Exercise 27. Trouver la solution le probléme de valeur initiale

z(0)=0
(0) =1

par la méthode de Picard.

1.3 L’ INTERVALLE MAXIMAL D’EXISTENCE

Le théoréme fondamental d’existence-unicité a établi que si f € C'(E) alors le probléme de

la valeur initiale

X = f(X)
X(to) :XO

(1.9)

a une solution unique définie sur un intervalle (—a, a). Dans cette section, nous montrons
que (1.9) a une solution unique z(t) définie sur un intervalle maximal d’existence («, [3). De
plus, si § < oo et si la limite

x1 = lim x(t)
t—B~

existe alors 7, € F , la frontiére de E. La frontiére de I’ensemble ouvert F, E=FE \F ou
E désigne la fermeture de E. Par contre, si la limite ci-dessus existe et 2; € F, alors 5 = oo

, f(z1) = 0 et z, est un point d’équilibre de (1.9). Les exemples suivants illustrent ces idées.

Example 28. Le probléme de la valeur initiale

a la solution x(t) = ﬁ définie sur son intervalle maximal d’existence (c, 3) = (—oo, 1).

De plus, lim z(t) = co.

t—1—

12



Example 29. Le probléme de la valeur initiale

a la solution z (t) = /1 —t définie sur son intervalle maximal d’existence (a, ) = (—o0, 1).

La fonction f(z) = % € CYE) ot E = (0,00) et £ = {0}. Notez que 111}1 z(t)=0¢eE.
t—1—

Lemma 30. Soit E un sous-ensemble ouvert de R™ contenant zo et supposons f € C*(E).
Soient uy(t) et us(t) des solutions du probléme de valeur initiale (1.9) sur les intervalles I
et Iy. Alors 0 € Iy N Iy et si I est un intervalle ouvert contenant 0 et contenu dans I, N I,

il s’ensuit que w(t) = ua(t) pour tout t € I.

Theorem 31. Soit E un sous-ensemble ouvert de R" et supposons que f € C'(E). Alors
pour chaque point vy € E, il existe un intervalle mazximal J sur lequel le probléme de valeur
initiale (1.9) a une solution unique, x(t); c’est-a-dire si le probléme de valeur initiale a une
solution y(t) sur un intervalle I alors I C J et y(t) = z(t) pour tout t € I. De plus,

Uintervalle maximal J est ouvert; ie , J = (a, ).

Proof. Par le théoréme fondamental d’existence-unicité, le probléme de la valeur initiale
(1.9) a une solution unique sur un intervalle ouvert (—a,a). Soit («, 3) 'union de tous les
intervalles ouverts I tels que (1.9) a une solution sur /. On définit une fonction x(t) sur
(o, B) comme suit: Etant donné t € (o, §), t appartient a un intervalle ouvert I tel que
(1.9) a une solution u(t) sur I; pour cela donné ¢ € I définissons z(t) = u(t). Alors z(t) est
une fonction bien définie de t puisque si t € I; N Iy o I; et I sont deux intervalles ouverts
quelconques tels que (1.9) a des solutions uy(t) et us(t) sur I; et I respectivement , puis par
le lemme u;(t) = us(t) sur U'intervalle ouvert I3 N I. De plus, z(t) est une solution de (1.9)
sur («, ) puisque chaque point t € («, ) est contenu dans un intervalle ouvert I sur lequel
le probléme de valeur initiale (1.9) a une solution unique u(t) et puisque z(t) est d’accord
avec u(t) sur I. Le fait que J soit ouvert découle du fait que toute solution de (1.9) sur
un intervalle (o, 5]. peut étre continuée de maniére unique a une solution sur un intervalle

(a, 4+ a). avec a >0 . O

13



Theorem 32. . Soit E un sous-ensemble ouvert de R" contenant xy, soit f € C'(E), et
soit («a, B) Uintervalle maximal d’existence de la solution x(t) du probléme de valeur initiale
( Supposons que [ < oo. Alors, étant donné tout ensemble compact K C FE, il existe en

t € (a,p) tel que x(t) ¢ K.

Proof. Puisque f est continue sur ’ensemble compact K, il existe un nombre positif M tel
que |f(x)] < M pour tout = € K. Soit z(t) la solution du probléme de valeur initiale (1.9)
sur son maximum intervalle d’existence (a, ) et supposons que < oo et que z(t) € K

pour tout t € (a, 5). Nous montrons d’abord que lim z(t) existe. Si a < t; < ty < (3 alors
s

—

olt) ~a(t)] < [ £ (sD]ds < M~

t1

Ainsi & mesure que t; et ty s’approchent 5 par la gauche, |z(t;) — z(t2)| — 0 qui, par le

critére de Cauchy de convergence dans R™ implique que lim z(t) existe. Soit x; = lim x(t).
t—pB~" t—pB"

Alors 1 € K C E puisque K est compact. Ensuite, définissons la fonction u(t) sur («, g

par

z(t) pourt € (a,p)
u(t) =
1 pour t=[3

Alors u(t) est différentiable sur (o, 8]. En effet,

u(t) = xo +/O f(u(s))ds

ce qui implique que

c’est-a-dire que u(t) est une solution du probléme de valeur initiale (1.9) sur («,]. La
fonction u(t) est appelée la suite de la solution z(t) a (a,]. Puisque z; € E, il découle
du théoréme fondamental d’existence-unicité que le probléme de valeur initiale z = f(z)
avec z() = x1 a une solution unique x(¢) sur un intervalle (8 — a, 8 + a). Par le lemme

ci-dessus, x1(t) = u(t) sur (8 — a,3) et x1(5) = u(S) = x1. Donc, si nous définissons

u(t) pourt € (a,f]
z1(t)  pour t€(B,8+a)

v(t) =

14



alors v(t) est une solution du probléme de valeur initiale (1.9) sur («, 5 +a). Mais cela
contredit le fait que («, 3) est I'intervalle maximal d’existence pour le probléeme de valeur

initiale (1.9). Donc si < 0o, on déduire que il existe t € («, 3) tel que x(t) ¢ K. O

Si («, ) est l'intervalle maximal d’existence pour le probléme de valeur initiale (1.9)
alors 0 € (o, 3) et les intervalles [0, 3) et («, 0] sont appelés respectivement les intervalles
maximaux d’existence a droite et & gauche. Essentiellement, la méme preuve donne le résultat

suivant.

Theorem 33. . Soit E un sous-ensemble ouvert de R™ contenant xq, soit f € CY(FE), et
soit (0, 8) lintervalle mazimal d’existence de la solution x(t) de la valeur initiale probléme

(1.9). Supposons que 5 < co. Alors étant donné tout ensemble compact K C E, il existe en

t € (0,0) tel que z(t) ¢ K.

Corollary 34. . Sous l’hypothése du théoréme ci-dessus, si f < oo et si

x1 = lim x(t)

t—B~
existe alors xq1 € E.
x(t) pourt € |a,p
Proof. Si z; = lim x(t), alors la fonctionu(t) = Q @, f) O
t—pB~ X1 pour t=[3

est continue sur [0, 5]. Soit K l'image de I’ensemble compact [0, 5] sous 'application

continue u(t); c’est a dire.,
K ={z e R" /z = u(t) pour un certain t € [0, ]).}

Alors K est compact. Supposons que z; € E. Alors K C E et il résulte du Théoréme

33 qu’il existe t € (0,5) tel que z(t) ¢ K. C’est une contradiction et donc x; ¢ E. Mais

puisque z(t) € E pour tout ¢ € [0, 3), il s’ensuit que x; = lim x(t) € E. Donc 7, € £ \ E;
t—B~

c’est-a-dire, 1 € E .

15



Corollary 35. . Soit E un sous-ensemble ouvert de R™ contenant xy, soit f € C'(E), et
soit [0, B) Uintervalle maximal d’existence de la solution x(t) du probléme de valeur initiale

(1.9). Supposons qu’il existe un ensemble compact K C E tel que

{y e R" Sy = x(t) pour certainst € [0,5)} C K.

Il s’ensuit alors que B = co; c’est-a-dire que le probléme de valeur initiale (1.9) a une solution

x(t) sur [0,00)

Theorem 36. . Soit E un sous-ensemble ouvert de R™ contenant xq et soit f € C'(E).
Supposons que le probléme de valeur initiale (1.9) ait une solution x(t,x¢) définie sur un
intervalle fermé [a,b]. Alors il existe un 6 > 0 et une constante positive K telle que pour

tout y € Ns(xg) le probléme de la valeur initiale

(1.10)

a une solution unique x(t,y) définie sur |a,b| qui satisfait

|I(t7 y) - l’(t, Jfo)l < |y - J}0| eKt

et

lim z(t,y) = x(t, xo)

Yy—xo

uniformément pour tout t € [a,b].

Lemma 37. . Soit E un sous-ensemble ouvert de R" et soit A un sous-ensemble compact
de E. Alors si f: E — R™ est localement Lipschitz sur E, il s’ensuit que f satisfait une

condition de Lipschitz sur A.

Proof. (du théoréme 36). Puisque [a, b] est compact et que z(t, zo) est une fonction continue
det, {r € R" /z = x(t,xo) et a < t < b} est un sous-ensemble compact de E. Et puisque E

est ouvert, il existe un € > 0 tel que I’ensemble compact O
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A={zeR"/ |z —x(t,x)| <ecand a <t < b}

est un sous-ensemble de E. Puisque f € C*(F), alors que f est localement Lipschitizienne

dans FE; puis par le lemme ci-dessus, f satisfait une condition de Lipschitz

|f(y) — f@)] < K|y — |

pour tout z,y € A. Choisissez § > 0 si petit que § < € et § < e K=, Soit y € Ns(z)
et soit x(¢,y) la solution du probléme de valeur initiale (1.10) sur son intervalle d’existence
maximale (o, 5). Nous montrerons que [a,b] C («, 3).

Supposons que 5 < b. Il s’ensuit alors que z(¢,y) € A pour tout t € («, [3) car si ce n’était
pas vrai alors il existerait un t* € («, 8) tel que z(t,z9) € A for t € (a,t*) et z(t*,y) € A.

Mais alors

/0 F(x (5,9)) — Fa (s, 20))ds

z(t,y) — (b, x0)| = |y —wol +

It
< |y — x| +K/ |z (5,9) — (s, 20)]
0
pour tout ¢ € (a,t*]. Et puis par le lemme de Gronwall, il s’ensuit que
‘I’(t,y) - l'(t,.To)‘ < ’y — ;U0| eK‘t*| < 5€K(bfa) <e

puisque t* < 5 < b. Ainsi x(t*,y) est un point intérieur de A, une contradiction. Ainsi,
x(t,y) € A pour tout t € (a, 5). Mais alors par le théoréeme 32, («, ) n’est pas I'intervalle
maximal d’existence de z(t,y), une contradiction. Ainsi b < 3.

11 est également prouvé que o < a. Ainsi, pour tout y € Ns(zo), le probléme de valeur
initiale (1.10) a une solution unique définie sur [a,b]. De plus, si 'on suppose qu’il y a en
t* € [a,b) tel que z(t,y) € A pour tout t € [a,t*) et z(t*,y) € A, une répétition de ce
qui préceéde argument basé sur celui de lemme de Gronwall conduit & une contradiction et

montre que x(t,y) € A pour tout ¢t € [a,b] et donc que
|$(t,y) - x(t7$0)| < |y - x0| eKt
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et
lim z(t,y) = x(t, xo)

Yy—xo

uniformément pour tout ¢ € [a, b].

Exercise 38. Trouver l’intervalle maximal de l’existence («, 3) pour les problémes

de valeur initiaux sutvants et st o > —o00 ou [ < oo discutent de la limite de la

solution t — o ou t— 3~ respectivement:

i = 22 T=a2—4 i =23
2 (0)=xo z(0)=0 | 20 =x>0"
i = z? i’—i i—i
1 2 2
y=y+ o U= Y =2
z(0)=1y(0)=1 z(0)=1,9(0) =1 z(0)=1,y9(0) =1

2. Pour x (0) = 2 trouver l’intervalle mazximal de l'existence I (2) = («,3)

3. 8t a > —00 ou [ < oo montrer que

lim ¢, (2) € E ou lim ¢, (2) € E.

t—at t—p~
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1.4 LE FLOT DEFINI PAR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

Definition 40. Soit E un sous-ensemble ouvert de R" et soit f € C'(E). Pour xy € E, soit
o(t, zg) la solution du probléme de valeur initiale (1.10) défini sur son intervalle mazximal

d’existence I(xg). De plus pour t € I(xg), l'ensemble des ses application p, défini par

@i(z0) = p(t, 7o)

est appelé le flot de 'équation différentielle (1.1) ou le flot défini par l’équation différentielle
(1.1).

Example 41. Considérons [’équation différentielle

avec f(z) = -5 € CY(E) et E = {z € R/z > 1}. La solution de cette équation différentielle

et de la condition initiale x(0) = x¢ est donnée par

o(t, xo) = \/x%—2x0+2t—|—1—|—1

sur son intervalle mazimal d’existence I(xq) = (:Eo — %m% — %, oo)

T2 — 2w +2t+1>0

La région €2 pour ce probleme est illustrée a la figure .

XL

La région §2
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Theorem 42. Soit E un sous-ensemble ouvert de R" et soit f € CE). Alors Q est un

sous-ensemble ouvert de R x F et ¢ € C*(Q).

Proof. Si (tg, zo) € 2 et to > 0, alors selon la définition de I'ensemble €2, la solution z(t) =
¢ (t,z9) du probléme de valeur initiale (1.10) est définie sur [0,%p]. Ainsi, comme dans la
démonstration du théoréme 32, la solution x(t) peut étre étendue a un intervalle [0, ¢y + €]
pour certains £ > 0; c’est-a-dire que (¢, ) est défini sur U'intervalle fermé [to — e, ¢y +¢]. 1l
découle alors du théoreme 36 qu'il existe un voisinage de zq; Ns(z0), tel que p(t,y) est défini
sur [to — &,to + €] X Ns(z9); c’est-a~dire (to — €,tg + €) x Ns(zo) C 2. Par conséquent, 2 est
ouvert dans Rx E. Tl découle du théoréeme 36 que ¢ € C1(G) ou G = (tg — €,t9 + &) X Ng(z0) -
Une preuve similaire pour ¢ty < 0, et puisque (t, zo) est un point arbitraire dans (2, il s’ensuit

que p € C1(Q) O

Remark 43. Le théoréme /2 peut étre généralisé pour montrer que si f € C"(E) avecr > 1,

alors ¢ € C"(Q) et que si f est analytique dans E, alors ¢ est analytique dans €.

Theorem 44. . Soit E un ensemble ouvert de R™ et soit f € CY(FE). Alors pour tout

xo € E, sit € I(xg) et s € I(p,(xg)), il s’ensuit que s+t € I(xo) et

Sps+t(370) = ps(py())

Proof. Supposons que s > 0,t € I(zg) et s € I(p,(zg). Soit lintervalle maximal I(zg) =

(o, B) et définissons la fonction x : (o, s +t] — E par

(t) o(r,z)  ifa<r<t
o(r —t,o,(x)) if t<r<s+t.

[]

Alors z(r) est une solution du probléme de valeur initiale (1.10) sur («a,s + t]. D’ou

s+t € I(xy) et par unicité des solutions

Psri(T0) = X(s+1) = (s, (t,70)) = ps((20)
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Si s = 0, I’énoncé du théoréeme suit immédiatement. Et si s < 0, alors on définit la

fonction x : [s +t,5) — FE par

o(r, 0) ift<r<pf
o(r —t,p(zo)) if s+t<r<t.

x(t) =

Alors z(r) est une solution du probléme de valeur initiale (1.10) sur [s+¢, 5) et le dernier

énoncé du théoréme découle de 'unicité des solutions comme ci-dessus.

Theorem 45. . Sous les hypothéses du théoréme 42, si (t,xq) € Q alors il existe un voisinage
U de xq tel que {t} x U C Q I s’ensuit alors que l’ensemble V' = ¢, (U) est ouvert dans E
et

P (@ (1) =z,VeeU

o (o (x) =y VyeV

Proof. Si (t,z0) € §2 alors si suit comme dans la démonstration du théoreme 42 qu'’il existe
un voisinage de xg, U = Ns(zo), tel que (t—¢,t+e)x U C §; ainsi, {t} xU C Q. Pour x € U,
soit y = ¢,(z) pour tout ¢t € I(x). ensuite —t € I(y) puisque la fonction h(s) = p(s +t,y)
est une solution de (1.1) sur [—¢,0] qui satisfait h(—t) = y; c’est-a-dire que ¢_, est défini
sur ensemble V' = ¢, (U). Il découle alors du théoréeme 44 que ¢_,(¢,(z)) = ¢o(z) = «
pour tout x € U et que ¢,(¢_;(y)) = po(y) = y pour tout y € V. Il reste a prouver que V
est ouvert. Soit V' C V* le sous-ensemble maximal de E sur lequel ¢_, est défini. V* est

*

ouvert et ¢_, : V* — I est continu car par le théoréme 42, ¢, est continu. Par conséquent,
I'image inverse de ’ensemble ouvert U sous Papplication continue ¢_,, c’est-a-dire ¢, (U),

est ouverte dans E. Ainsi, V est ouvert dans E. O

Definition 46. Soit E un sous-ensemble ouvert de R™, soit f € C*(E), et soit p, : E — E
le flot de l’équation différentielle (1.1) définie pour tout t € R. Alors un ensemble S C E
est appelé invariant par rapport au flot ¢, si p,(S) C S pour tout t € Ry et S est appelé
positivement invariant (ou négativement) par rapport au flot ¢, si p,(S) C S pour toutt > 0

(out <0).
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Example 47. Montrer que S = {(x, y) eR? Yy = ’sz} est invariant par rapport au flot p,

du systéme
T =—x
j=y+a’
(#(0),5(0)) = (C1, C2)
La solution générale de x = —x, est

r(t)=2(0)e " =Ce’

on a donc j =y + (Cre™)?, la solution de § =y, est y = oe'

2

a'el = (Cle’t)2 — o =C% " 5 a= —%e3t +a
donc :

02
Yy = (—?16_:% + a) el
% 1 o

y(0) = Cy— (—?—i-a) =Cy —a= §C’1 + Cy

alors

c? 1
Yy = <—?16 3t -+ 5012 + Cg) €t

donc le flot du systéme est

xe !

¢, (z,y) =
(—%e‘y + ’”—; + y) et

soit (r,y)e S — y = _T:CQ donc

( _352) xe ! xe t
gpt 1‘7— = =
3 _a? 3ty a? | -t ot 1,2 -2t
< 3¢ Tt 5+ 3 )e Te
on a —3ae™? = —1 (ze™") donc ¢, (S) C S
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1.5 LINEARISATION

Definition 48. . Un point 1y € R" est appelé un point d’équilibre ou point critique de (1.1)
si f(zg) = 0.

Un point d’équilibre xqo est appelé un point d’équilibre hyperbolique de (1.1) si aucune des
valeurs propres de la matrice D f(xg) ont une partie réelle nulle.

Le systéme linéaire

i = Az (1.11)
avec la matrice A = D f(xq) est appelé la linéarisation de (1.1) en x.

Remark 49. tout point d’équilibre xo peut étre ramené a l’origine par un simple changement

de variable X =z — xg

Si 2o = 0 est un point d’équilibre de (1.1), alors f(0) = 0 et, par le théoréme de Taylor,

£(x) = DF(O)z + 5 D*F(0)(r,2)+

Il s’ensuit que la fonction linéaire D f(0)z est une bonne premiére approximation de
la fonction non linéaire f(x) prés de x = 0 et il est raisonnable de s’attendre & ce que le
comportement du systéme non linéaire (1.1) prés du point x = 0 sera approchée par le

comportement de sa linéarisation & x = 0.

Definition 50. On dit que deux systémes autonomes d’équations différentielles tels que
(1.1) et (1.11) sont topologiquement équivalents dans un voisinage de l’origine s’il existe
un homéomorphisme H : U — V qui transforme de la manier bijective les trajectoires du
systéme (1.1) en U en celle du systéme (1.11) en V et préserve leur orientation temporelle
en ce sens que si une trajectoire est dirigée de x1 a xo en U, alors sa l'image est dirigée de
H(xy) vers H(xy) en V.

-St ’homéomorphisme H préserve la paramétrisation par le temps, alors les systémes (1.1)

et (1.11) sont dits topologiquement conjugués dans un voisinage de [’origine.

Example 51. Soient A et B deux matrices somblables (A = pBp™!), alors les systémes

i = Ax et © = Bx sont topologiquement équivalents
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En effet

&= Ar =pBp 'z
On choisit y = p~tx = h(x) donc

r=py=y=p ‘e =p 'pBp ' =Bp 'z =By

et la solution

y=H(x)=p lw=pletug =ppe™ptug = Py

donc
H(eAtJJ) :pfleAtx — eBtpflx — eBt (H(I)) S Ho 6Az& — 6Bt o H
Application
-1 -3 2 0
A p— , pu—
-3 -1 0 —4
et
11 —4 0 i 1
A _ 2 2 _ po—l
1 -1 0 2 : —3
1
donc la base de de A est , la base de B est la base canonique et Le
1 -1

homéomorphisme H(x) = pz est simplement une rotation de 45 °

Y,

Figure 1
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1.6 LE THEOREME HARTMAN-GROBMAN

Theorem 52. Soit E un sous-ensemble ouvert de R™ contenant ['origine, soit f € C'(E),
et soit @, le flot du systéme non linéaire (1.1). Supposons que f(0) = 0 et que la matrice
A = Df(0) n’a pas de valeur propre avec une partie réelle nulle. Alors il existe un homéomor-
phisme H d’un ensemble ouvert U contenant l’origine sur un ensemble ouvert V' contenant
lorigine tel que pour chaque xo € U, il existe un intervalle ouvert Iy C R contenant zéro tel
que pour tout xo € U et t € I

Hop,(0) = ™ H ()

c’est-a-dire que H transforme les trajectoires de (1.1) au voisinage de l'origine sur les tra-

jectoires de (1.11) au voisinage de l'origine et préserve la paramétrisation par le temps.

Exercise 53. Montrer que l’application continue H : R*> — R? définie par

e
H(z,y) = 22
y+

3
a un inverse continu H' : R? — R? et que le non linéaire systéme X = f(X(t))

avec

—X
flx,y) = )
y+ax

est transformé en systéme linéaire X = AX avec A= Df (0) par H c’est-a-dire si

Y = H(X), montrer que Y = AY .

Exercise 54. Montrer que l’application continue H : R? — R3 définie par

T

H(z,y,2)=| y+2°
2

+a:
Z —
3
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a un inverse continu H' : R®* — R® et que le non linéaire systéme X = f(X(t))

avec
—Z

f(a:,y,z) = _y+172
z + x?

est transformé en systéme linéaire X = AX avec A= Df (0) par H c’est-a-dire st

Y = H(X), montrer que Y = AY .

1.7 LE THEOREME DU VARIETE STABLE

Definition 55. (Sous-espaces invariants). Les sous-espaces stables et instables de la linéari-
sation de f au point d’équilibre x* sont les trois sous-espaces linéaires F,, E, parcourus
par les sous-ensembles de vecteurs propres (éventuellement généralisés) de D f (x*) dont les

valeurs propres ont des parties réelles < 0,> 0, = 0 respectivement.

Definition 56. -On appele variété stable aux voisinage d’un point d’équilibre hyperbolique

x* du systéme non linéaire
T = f(x) (1.12)
I’ensemble S qui vérife les propriétes suivantes
e S est une tangante en x* au sous espace stable E

e S positivement invariant pour ¢, (¢, c’est le flot de (1.12)
o tlim @, (C) = z* pour tout C € S

donc on a

S(x*) = {:U cv(z®): lim ¢, (z) =2 et v, () € v (z*),Vt > O}

t——+o0

- On appele variété instable (local) auz voisinage d’un point d’équilibre hyperbolique x* du

systéme non linéaire (1.12) 'ensemble U qui vérife les propriétes suivantes

e U est une tangante en x* au sous espace instable F,

o U négativement invariant pour @, (p, c’est le flot de (1.12)
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o limyp, (C) = x* pour tout C € U

t—o0

donc on a

Ux*) = {:L‘ cv(z): lim g, (x) =2" et v, (z) €Ev(z"),Vt < O}

t——o0

Definition 57. Les variétés globales stables et instables de x* sont définies par

Ws (z") = Usop, (S)
Wy (z%) = Uiow; (U)

Example 58. on considére le systéme

gy=—y+a ,(2(0),y(0),2(0)) = (C1,Cy, C3)
2 =z4 22

trouver les variétés stables et instables et les sous-espaces stables et instables de ce systéme

au voisinage (0,0,0).

Solution 59. (0,0,0) c’est l'unique point d’equilibre du systéme

-1 0 0
Df(0,0,0) = 0 -1 0 |,
0 0 1

Les valeurs propres
A = —1 < 0 valeur prppre double — A\ < Qvariété stable
Ay = 1 > 0 valeur propre simple — Ao > Quariété instable

Les sous-espaces stables et instables (propres)
Ey={v=(zy,2) €R*: Df(0,0,0)v = Iv}
donc

E, = ((0,0,1)) =lax z

Es = ((1,0,0),(0,1,0)) = plan (x,y)
Le flot du systéme
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La solution du & = —x, x(0) = C}, est

z(t)=Cre™?
pour léquation y = —y + 2% avec x (t) = Cre™*

j=—y+ (Cre™)”
la solution générale de cette derniére équation est
y(t) =ae ™' — C2e

on utilise la condition intial y(0) = Cy on trouve

a=Cy+CF

donc y est de la forme

y(t) = (Co+Ch) et = Cie™

pour la 3éme équation on a

z=z+ (Cle_t)2

la solution générale de cette équation est

1
2 (t) = ke' — 50126’%

on utilise la condition intial z(0) = C3 on trouve
L
donc
Lo\ ¢+ Lo o
z(t)=(Cs+ -C7 ) e — =Cfe
3 3
et le floy du systéme est

Cle_t
0, (C1,Ca,C3) = | (Cy+C? et — C2e2
(Cy+5CY) et — 1CFe™™
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La variété stable: on a

1
lim ¢, (z) = (0,0,0) — C3 = —5012

t—+o0

donc
S(x*) = {(Ch Cy,C3) €ER? : O = —%012}

La varité instable: on a

1
lim ¢, () = (0,0,0) - C3 = —=

t——00 3

Cy

donc

U(JZ*) = {(01,02703) € R3 : Ci=0Cy = O}

X3
u X2
X

10 !
1
:
1 S

Figure 1

Theorem 60. (Le théoréme de la variété stable). Soit E un sous-ensemble ouvert de R"
contenant lorigine, soit f € CY(E), et soit @, le flot du systéme non linéaire (1.12). Sup-
posons que f(0) = 0 et que Df(0) a k valeurs propres & partie réelle négative et n—k valeurs

propres a partie réelle positive. Il existe alors une variété stable a dimensions k et une variété

instable de dimension n — k de (1.12) en 0
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1.8 STABILITE ET FONCTIONS LYAPUNOV

1.8.1 Stabilité de I’équilibre

Definition 61. Soit x* un point d’équilibre du systéme (1.12).

o * est dit stable si pour tout ¢ > 0, on peut trouver un § = 6(¢) > 0 tel que chaque fois
|z —2*|| <0 = [lgy(z) — 27| <&, VE =0
o =¥ est asymptotiquement stable si et seulement si x* est stable et
i [ (x) — "] = 0.

o ¥ est appelé instable s’il n’est pas stable.

£
A

Lol

>
k §%

Stable Asymptotiquement stable

Remark 62. -Un point d’équilibre x* d’un systéme différentiel est dit asymptotiquement
stable s’il est stable et s’il existe un voisinage V' de x* tel que toute trajectoire traversant V.
convergent vers x* lorsque t tend vers ['infini.

-La notion de stabilité asymptotique est plus forte que la notion de stabilité.

-La stabilité asymptotique impose que la limite des trajectoires lorsque t — 400 soit le
point d’équilibre, tandis que la stabilité neutre (stable mais pas asymptotiquement stable)
impose seulement que les trajectoires restent dans un voisinage du point d’équilibre sans

nécessairement tendre vers ce point.
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Corollary 63. Supposons que que toutes les valeurs propres de A = D f(z*) ont des parties

réelles strictement néqgatives. Alors x* est asymptotiquement stable.

Corollary 64. Supposons que x* est un point d’équilibre tel que A = D f(z*) a au moins

une valeur propre avec une partie réelle positive. Alors x* est instable.

La linéarisation du systéme (1.12) au voisinage d’un équilibre x* est I’équation (?7)

e 1* est dit linéairement stable si x = 0 est un équilibre stable de son linéarisation, et de
méme dans les cas asymptotiquement stables et instables.

e 1" est linéairement asymptotiquement stable si et seulement si toutes les valeurs propres
de Df(z*) ont une partie réelle négative;

e z* est linéairement stable si et seulement si aucune valeur propre de Df(z*) n’a de
partie réelle positive, et tout les valeurs propres purement imaginaires ont des multiplicités

algébriques et géométriques égales

Example 65. foyer stabe is asymptotiquement stable

Spiral - Asymptotcally Stable

Xz

Theorem 66. (Liapunov). Soit E un sous-ensemble ouvert de R" contenant x*, soit U
un voisinage de z* et posons Uy = U\{z*}. Supposons que f € C'(E) et que f(z*) = 0.
Supposons en outre qu’il existe une fonction valuée réelle V€ C'(E) satisfaisant V(z*) = 0
et V(x) >0 six # x*. Alors

1. Si la dérivée de V' le long des orbites est négative en Uy, c’est-a-dire

V(z) = %V(% (@) =YV (@) <0.Va € VO
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Alors x* est stable.

2. st la dérivée de V' le long des orbites est strictement négative,

Vi(x)=VV.f(x) <0,Yx e U0

alors x* est asymptotiquement stable.

3. si la dérivée de V' le long des orbites est positive,

V(x)=VV.f(x)>0,Vx € U0

alors x* est instable.

Example 67. Soit le systéeme

i=(r—2)°
( ) (1.13)
y=y’
Etudier la stabilité des points d’équilibre au sens Lyapunov
On a (2,0) est un point d’équilibre de systéme
on fait le changement de variable w = x — 2,y = v donc le systéme
= u?
(1.14)
0 =03
on a
0
Df(0,0) =
0 0

donc (0,0) est un point d’équilibre non hyperbolique pour le systéme et le théoréme de G-H
ne s’applique pas, on utilise la fonction de Lyapunov.
Soit la fonction quadratique

V(z,y) =24y

est une fonction définie positive c’esta dire V(0,0) = 0 et V(z,y) > 0 si (x,y) # (0,0) et

ona

u3

V@»ZVmeﬂo:(2u2v> | =2t 2t >0
v
sur R2\_{(0,0)}, L’origine est donc un point d’équilibre instable de systéme (1.14) et par

suite (2,0) est un point d’équilibre instable de systéme (1.13).
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Example 68. Donner des conditions suffisantes sur les paramétres des équations de Lorenz

i=0(x—y)
Y=rr—y—x2

2= —bz+xy

pour que toutes les orbites convergent vers le point (0,0,0) (l'origine est dite globalement
asymptotiquement stable).
Soit
V(X) = Cy2® + Coy® + C32°

avec C1,Cy, C3 sont des constantes positives

En calculant V(x) = DV (z) f(z), on trouve

6 (z—y)
V(X) = ( 2C1x 2Cy 205z ) T — Y — T2
—bz + 2y
= 20012% 4 (205 — 20,) xyz + (2rCy — 20C,) vy + (—2C,) y* + (—2bCs) 22

St on pose
(203 - 202) - 0
(27“02 - 2501) = 0
0 < 0
on trouve
C
7":5—,03:(]2>0,b>0
Cy
et

V(X) = 20022 — 2C5y° — 2bC32% < 0

sur R3\_{(0,0,0)} ,l’origine est asymptotiquement stable
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Remark 69. Considérons l’équation différentielle du second ordre
T+q(x)=0

ot la fonction continue q(x) satisfait xq(z) > 0 pour x # 0. Celte équation différentielle

peut étre écrite comme le systéme

L’énergie totale du systéme

sert de fonction de Liapunov pour ce systéme.
V(z) = q(z)y +y (—q(z)) = 0.

Les courbes de solution sont données par V(x) = ¢; c’est-a-dire que l’énergie est constante
sur les courbes ou trajectoires de solution de ce systéme; et l’origine est un point d’équilibre

stable.

1.9 SELLES, N(EUDS, FOYERS ET CENTRES

Dans cette section on considére le systéeme non linéare

&= Ple,y) (1.15)

Y= Q(l’,y)

Si on pose

rP=a’+y’et = arctan 2
x

et , alors on a
e = xx + Yy
et .
b (%) :yx—j:y:yx—iy
L+2 2242 72
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donc
20 = yr — Y

Il s’ensuit que pour r > 0, le systéme non linéaire (1.15) peut s’écrire en termes de coordon-

nées polaires comme

T = x&+yy =rcosfP (rcosf,rsinf) + rsin Q) (r cosd, rsinf)

120 = gx— iy =rcosfQ (rcosd,rsinb) —rsinOP (rcosh,rsinb)

Donc

dr _ r(cos@P (rcosf,rsinf) 4 sin6Q (rcosf,rsind))
d)  cosfQ (rcosf,rsinf) —sin@P (rcosf,rsin )

Definition 70. L’origine est appelée un centre pour le systéme non linéaire (1.15) s’il existe
un 0 > 0 tel que chaque courbe solution de (1.15) dans le voisinage Ns(0)\{0} est une courbe

fermée avec 0 dans son intérieur.
Example 71. Ecrire le systéme
T=—y—ay
U=z + 2?

en coordonnées polaires. Pour r >0 on a

ri4yy  —wy — 2y + xy + 2y 0

r r

) L 2 3 2 2
D o— ] 2yx::c +x +2y +zy 14250
T T

pour v > —1. Ainsi, le long de toute trajectoire de ce systéme dans le demi-plan v > —1,
r(t) est constant et O(t) augmente sans borne comme t — oo. l'origine est appelée un centre

pour ce systéme non linéaire.
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Definition 72. L’origine est appelée center-foyer pour (1.15) s’il existe une suite de courbes
de solution fermées 'y, avec I',, 11 a l'intérieur de T'), tel que I';, — 0 lorsque n — oo et telle

que toute trajectoire entre I'y, et I',,.1 speral vers I';, ou 'y 41 lorsque t — £00

=N\

(a)

Example 73. Consédérons le systéme

&= —y+a/2?+y?sin (@)
=+ y\/22 + y?sin ( —I;erz)

En coordonnées polaires, nous avons

pour v > 0. Clairement, 7 = 0 pour r = - ; c’est-a-dire que chacun des cercles r = =
nm nm

est une trajectoire de ce systéeme. De plus, pour nm < % < (n+ w7 <0 sin est impair
et 7 > 0 si n est pair; c’est-a-dire que les trajectoires entre les cercles r = # spiralent vers
lintérieur ou vers l'extérieur l'un de ces cercles. Ainsi, ['origine est un foyer-centre pour ce

systéme non linéaire selon la définition ci-dessus.

Definition 74. L’origine est appelée foyer stable pour (1.15) s’il existe un & > 0 tel que pour
0<rg<detlelR, r(try,by) — 0 et|d(t,ry,00) — +oo lorsque t — +o0.

On Uappelle un foyer instable si r(t,rg,00) — 0 et |0(t,10,00)| — +00 lorsque t — —cc.

Toute trajectoire de (1.15) qui satisfait r(t) — 0 et |0(t)| — oo lorsque t — +oo est dite

spirale vers l’origine lorsque t — +00



Example 75. Consédérons le systém

&= —y+ 23 + 9’
y=x+y*+ 2y

En coordonnées polaires, nous avons

la solution de ce systéme avec la condidition r(0) = 0,6(0) = 6y, est

To

1
r(t) = ——-—, t< =,
() V1 — 2tr2 2r3

0(t) =t +0

Nous nous que r(t) — 0 et |0 (t)] — oo. sit — —oo. donc lorigine est un foyer instable

pour ce systéme non linéaire.

Example 76. Consédérons le systéme

& =—y— 23— 19°

j=x—y —a%y

En coordonnées polaires, nous avons

la solution de ce systéme avec la condidition r(0) = 0,6(0) = 6y, est

|
rt) = —— ot O =t+ 0,

1+ 2tr2 2rg’

Nous nous que r(t) — 0 et |0 (t)] — oo. sit — 400. donc lorigine est un foyer stable pour

ce systéme non linéaire.
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Definition 77. L’origine est appelée neeud stable pour (1.15) s’il existe un § > 0 tel que
pour 0 < ro <o et €R, r(t,ro,0y) — 0 sit — oo and tlggo 0(t, o, 00) existe; c’est-a-dire
que chaque trajectoire dans un voisinage de l'origine s’approche de l’origine le long d’une
ligne tangente bien définie spiralent lorsque t — oo.

L’origine est appelée un neeud instable si r(t,r9,00) — 0 lorsque t — oo and tlirgo
0(t,ro,00) existe pour tout rq € (0,9) et 8 € R. [origine s’appelle un neud propre pour

(1.15) si c’est un neeud et si chaque rayon passant par l'origine est tangent o une trajectoire

de (1.15).

Definition 78. L’origine est une selle (topologique) pour (1.15) s’il existe deux trajectoires
'y, et I's qui se rapprochent de 0 lorsque t — 400 et deux trajectoires I's et T'y qui se
rapprochent de 0 lorsque t — —oo et s’il existe a 6 > 0 tel que toutes les autres trajectoires
qui commencent dans le voisinage de [’origine Ns(0) — {0} laissent N5(0) lorsque t — +oo.

Les trajectoires spéciales I'y, ...,y sont appelées séparatrices.

Theorem 79. (Bendixson): Soit E un sous-ensemble ouvert de R* contenant [’origine et
soit [ € CY(E). Si l'origine est un point critique isolé de (1.15), alors soit chaque voisinage
de l'origine contient une courbe de solution fermée avec 0 & lintérieur, soit il existe une

trajectoire approchant 0 lorsque t — +o00.

Theorem 80. Supposons que E est un sous-ensemble ouvert de R? contenant l'origine et
que f € CY(E). Si lorigine est un point d’équilibre hyperbolique du systéme non linéaire
(1.15), alors lorigine est une selle (topologique) pour (no) si et seulement si l'origine est
une selle pour le systéme linéaire

@ = Az (1.16)
avec A = D f(0).

Theorem 81. Soit E un sous-ensemble ouvert de R? contenant l'origine et soit f € C?*(E).
Supposons que l'origine soit un point critique hyperbolique de (1.15). Alors l'origine est un
neeud stable (ou instable) pour le systéme non linéaire (1.15) si et seulement si ¢’est un neud
stable (ou instable) pour le systéme linéaire (1.16) avec A = Df(0). Et l’origine est un foyer
stable (ou instable) pour le systéme non linéaire (1.15) si et seulement si c¢’est un foyer stable

(ou instable) pour le systéeme linéaire (1.16) avec A = D f(0).
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Theorem 82. Soit E un sous-ensemble ouvert de R? contenant ’origine et soit f € C'(E)
avec f(0) = 0. Supposons que l'origine soit un centre du systéme linéaire (1.16) avec A =
Df(0). L’origine est alors soit un centre, un centre-foyer ou un foyer pour le systéme non

linéaire (1.15).

Theorem 83. Soit E un sous-ensemble ouvert de R? contenant l'origine et soit f analytique
dans E avec f(0) = 0. Supposons que l'origine soit un centre du systéme linéaire (1.16) avec

A = Df(0). Alors lorigine est soit un centre, soit un foyer pour le systéme non linéaire

(1.15).

Definition 84. Le systéme (1.15). est dit symétrique par rapport & laze des x s’il est
invariant sous la transformation (t,y) — (—t, —y); il est dit symétrique par rapport & l'aze

des y s’il est invariant sous la transformation (t,z) — (—t, —x).

Example 85. le systéeme
T=—y—ay
= x + 2°
est symétrique par rapport a l'axe x, mais pas par rapport a l'axe y.
Theorem 86. Soit E un sous-ensemble ouvert de R? contenant ’origine et soit f € C'(E)
avec f(0) = 0. Si le systéme non linéaire (1.15) est symétrique par rapport a l'aze x ou
y—axis, et si l'origine est un centre pour le systéme linéaire (1.16) avec A = Df(0), alors

Uorigine est un centre pour le systéme non linéaire (1.15).

1.10 POINTS CRITIQUES NON HYPERBOLIQUES DANS R?

On suppose que 'origine est un point critique isolé du systéme planaire

#=Play) (1.17)

y= Q(x,y)

ou P et () sont analytiques dans un voisinage de l'origine. Dans cette section nous

donnons quelques résultats pour le cas ou la matrice A a une ou deux valeurs propres nulles,

mais A # 0.
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Definition 87. Un secteur qui est topologiquement équivalent au secteur représenté sur la
figure 1 (a) est appelé un secteur hyperbolique. Un secteur qui est topologiquement équivalent
au secteur représenté sur la figure 1 (b) est appelé un secteur parabolique. Et un secteur qui

est topologiquement équivalent au secteur représenté sur la figure 1 (c) est appelé un secteur

elliptique.

ey ¥ 4

Figure 1. (a) A hyperbolic sector. (b) A parabolic sector. (¢) An elliptic
sector.

Definition 88. Un wvoisinage de l'origine se compose d’un secteur elliptique, d’un secteur
hyperbolique, de deux secteurs paraboliques et de quatre séparatrices. Ce type de point critique

est appelé un point critique avec un domaine elliptique.

Example 89. le systéme
T =1y
Y= —a3 + 4y
a un secteur elliptique a l'origine. Le portrait de phase de ce systéme est illustré a la figure

2. Chaque trajectoire qui s’approche de l'origine le fait tangente a l'axe des x.

.*‘I
/
/

\\NV*/
N7

Figure 2. A critical point with an elliptic domain at the origin.
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Definition 90. Un autre type de point critique non hyperbolique pour un systéme plan est
un neeud-selle. Un nceeud-selle se compose de deux secteurs hyperboliques et d’un secteur
parabolique (ainsi que de trois séparatrices et du point critique lui-méme).
Example 91. le systéme

i = z?

y=y
a un neeud-selle a lorigine;, ce systéme est facile a discuter puisqu’il peut étre résolu ex-

plicitement pour
y(t) = yoe'

Le portrait de phase de ce systéme est illustré a la figure 3.

I\

Figure 3. A saddle-node at the origin.

Definition 92. Un autre type de comportement qui peut se produire & un point critique non
hyperbolique est un cusp. Un Cusp se compose de de deux secteurs hyperboliques et de deux

séparatrices.

Example 93. le systéme



a un Cusp. Le portrait de phase de ce systéme est représenté sur la figure 4.

-

A

Figure 4. A cusp at the origin.

On considére d’abord le cas o la matrice A a une valeur propre nulle, ¢’est-a-dire lorsque

det A = 0, mais trA # 0. Dans ce cas, le systéme (1.17). peut étre mis sous la forme

T = pa(@,y

(=9) (1.18)
J=y+qy)

ol py et o sont analytiques dans un voisinage de 'origine et ont expansions qui com-

mencent par des termes du second degré en x et y.

Theorem 94. Soit l'origine un point critique isolé pour le systéme analytique (1.18). Soit
y = p(z) la solution de l’équation y + qo(z,y) = 0 dans un voisinage de lorigine et soit le
développement de la fonction () = pa(x,(x)) dans un voisinage de x = 0 ont la forme
Y(x) = apx™ + ... oum > 2 et ap, # 0. Alors

(1) pour m impair et a,, > 0, l'origine est un instable neud,

(2) pour m impair et a,, <0, l'origine est une selle (topologique) et

(8) pour m pair, l’origine est un neeud-selle.

Example 95. pour le systéme
i =22+ y?
j=y—a’
omay—12—y=12— ¢(x) =122 Y) = px,0(x)) =22+ 2* on a m = 2 pair donc

lorigine est un neud-selle.
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Considérons ensuite le cas ot A a deux valeurs propres nulles, c’est-a-dire det A = 0,

trA =0, mais A # 0. Dans ce cas, le systéme (1.17). peut étre mis sous la forme "normale"

i o=y (1.19)

g = apx"[14 h(z)] + byl + g(2)] + y*R(x, y)

ou h(z),g(x) et R(x,y) sont analytiques dans un voisinage de l'origine,h(0) = ¢(0) = 0,k >
2,ar #0etn>1.

Theorem 96. Soit k =2m + 1 avec m > 1 dans (1.19). et soit A = b, +4(m + 1)ay. Alors
Si a > 0, lorigine est une selle (topologique).
Si ap < 0, lorigine est
(1) un foyer ou un centre si b, =0 et aussi si b, #0 etn >m ou sin=m et A <0,
(2) un neeud si bn # 0, n est un nombre pair et n < m et aussi si b, # 0, n est un
nombre pair, n =m et A > 0 et
(8) un point critique avec un domaine elliptique si b, # 0, n est un nombre impair et

n <m et aussi si b, # 0, n est un nombre impair, n =m et A >0.

Theorem 97. Soit k = 2m avec m > 1 dans (1.19). Alors origine est
(1) une cusp si b, =0 et aussi si b, #0 et n>m et
(2) un neud de selle si b, # 0 et n < m.
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