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 التحليل

  .حساب اƃتŽاضل وتطبƀƒاتƊ: اƃوحدة اƕوƃى 

  .اƃنƌاƒات: اƃبحث اƕول 

  .مبرƋنات Ƒż اƃنƌاƒات

ƅfتكن اƅداƅتان g,ىƆŷ تانžّرŸمƅاD Í تكنƅوM L , limنſترض أنّ .أŷداداً ƔƂƔƂţة, ( ) , lim ( )
x a x a
f x M g x L

 
= =

  :œذٍ تتƂţق اƅخواص اƅتاƔƅةŷند

))1 lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a
f x g x f x g x M L

  
é ù+ = + = +ê úë û  

  )Ɣمكن تŸمƔم ƍذƋ اƅمبرƍنة Ɔŷى مŠموع ŷددٍ منتƌٍ من اƅدّوال(

))2 lim . ( ) . lim ( ) . :
x a x a

f x f x M   
 
é ù = = Îê úë û   

))3 lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a
f x g x f x g x M L

  
é ù- = - = -ê úë û  

))4 lim ( ). ( ) lim ( ). lim ( ) .
x a x a x a
f x g x f x g x M L

  
é ù = =ê úë û  

  )Ɣمكن تŸمƔم ƍذƋ اƅمبرƍنة Ɔŷى Šداء ŷدد منتƌٍ من اƅدوال(

)) 1 1 1
5 0lim ( )

( ) lim ( )x a

x a

L
g x g x L



= = ¹  

))6 0

lim ( )( )
lim ( )

( ) lim ( )
x a

x a

x a

f xf x M
L

g x g x L






= = ¹  

))7 *lim ( ) lim ( ) ( )
nn

n

x a x a
f x f x M n

 

é ùé ù = = Îê úê úë û ë û
  

)) ( )8 0 0lim ( ) lim ( ) ( , )
x a x a

f x f x M M f x
 

= = ³ ³  

  :مƚحظات

)إذا كانت  1) )p x  اً كانتƔأ ƌإنž دودţ رةƔكثa Î   ناƔدƆžlim ( ) ( )
x a
p x p a


=.  

)إذا كانت  2) )f x  ة وƔدودţ ةƔة كسرƅداf
a DÎ  ّإنžlim ( ) ( )

x a
f x f a


=.  

limإذا كان  :مƚحظات ( )
x a
f x


=   ّإنž  

1 3 5 7lim ( ) : , , , ...nn

x a
f x n


é ù = =ê úë û   

2 2 4 6 0lim ( ) : , , , ... , ( )nn

x a
f x n


é ù = = ³ê úë û    
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  :ة اƗحاطةمبرƋن

)مبرƋنـــــة f,مŠـــــاƛً، وƅـــــتكن  ƅDـــــƔكن  :1( g  ـــــىƆŷ نƔتžّـــــرŸن مƔتـــــƅدا{ }\D a ـــــانƂƂّţوت :( ) ( )f x g x£  ـــــاً كـــــانƔأ
{ }\x D aÎ.تانƔاƎنƅإذا كانت ا :lim ( ) , lim ( )

x a x a
f x L g x M

 
= LموŠودتƔن كان  = M£.  

)مبرƋنـــة ,مŠـــاƛً، وƅـــتكن  ƅDـــƔكن  :2( ,f g h  ـــىƆŷ ـــةžرŸث دوالّ مƜثـــ{ }\D a ـــقƂّţـــة :وتƅاţ Ɠـــž{ }\x D aÎ 

)اƅمتراţŠــــــة  ) ( ) ( )g x f x h x£ limإذا كانــــــت اƅنƎاƔتــــــان . £ ( ), lim ( )
x a x a
h x g x

 
موŠــــــودتƔن ومتســــــاوƔتƔن وƔƁمتƎمــــــا  

limكان  اƅمشتركة  ( )
x a
f x


= .  

)مبرƋنة f,مŠاƛً، وƅتكن  ƔƅDكن  :3( g  ىƆŷ نƔتžّرŸن مƔتƅدا{ }\D a.  

)إذا كان -1 ) ( )g x f x£  وكانlim ( )
x a
g x


= žlimإنّ  ¥+ ( )

x a
f x


= +¥.  

)إذا كان -2 ) ( )g x f x³  وكانlim ( )
x a
g x


= žlimإنّ  ¥- ( )

x a
f x


= -¥.  

aوتبƂى اƅمبرƍنات اƅسابƂة صţƔţة من أŠل  = aأو  ¥+ = -¥.  

 :مبرƋنة
0

1
sin

lim
x

x

x
=.  

21مساţة اƂƅطاع اƅداœري تساوي  :تذكرة 

2
r x  ثƔţ ،r رة ، وœداƅطر اƁ نصفx طاعƂƅة اƔزاو.  

  :نƂبل بصţّة اƅمبرƍنات اƅتاƔƅة :حاƙت ŵدم اƃتƒƒŶن

ƅ,fتكن  g  ƓƂƔƂţ ددŷ وارŠ Ɠž نƔتžّرŸن مƔتƅداa  ٍذœندŷ:  

0  0  
-¥
  

+¥
  

+¥
  

Î  Î   Î   lim ( )
x a
f x


 

-¥
  

+¥

  

-¥
  

-¥
  

+¥

  
-¥  +¥  

M Î 
  

lim ( )
x a
g x


  

-¥
  

+¥
  

-¥
  ?  

+¥
  

-¥  +¥  M+  lim ( ) ( )
x a
f x g x


é ù+ê úë û

  

?  ?  
+¥
  

-¥
  

+¥
  

0<
  

0>
  

0<
  

0>
  

.M  lim ( ). ( )
x a
f x g x


é ùê úë û  

+¥  -¥  -¥  +¥  
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-¥
  

-¥
  

+¥
  

-¥  -¥  +¥  +¥  
Î 
  

Î 
  

Î   lim ( )
x a
f x



  

-¥
  

+¥
  

-¥
 

0M <
  

0M >
  

0M <
  

0M >
  

-¥  +¥  
*M Î 

  

lim ( )
x a
g x



  

?  ?  ?  +¥  -¥  -¥  +¥  0  0  
M


  

( )
lim

( )x a

f x

g x

  

 ƓنŸوت(   .أننا ƛ نستطŶƔ إŷطاء اŠƅواب مباشرة ?(

  

  :تذكرة

1

1 1 0

1

1 1 0

0

0

: ( )

...
lim lim : ( ),( )

...
: ( )

n n n

n n n n

n mm m mx x
mor orm m m

x x

or n m

a x a x a x a a x a
n m a b

bb x b x b x b b x

n m

-
-

-+¥ +¥
-

-¥ -¥

ìï+¥ -¥ >ïïï+ + + + ïï= = = ´ ¹íï+ + + + ïïï <ïïî

 

  .مبرƋنات Ƒż اƃنƌاƒات

1 lim x

x
e

+¥
ù = +¥úû                                      

1 lim ln
x

x
+¥

ù = +¥úû  

2 0lim x

x
e

-¥
ù =úû                                          0

2 lim ln
x

x
>



ù = -¥úû  

3 0 0lim , lim :
x n

n xx x

e x
n

x e+¥ +¥
ù = +¥ = ³úû

        
3 0

ln
lim , lim

lnx x

x x

x x+¥ +¥
ù = = +¥úû  

0

2 lim ln
x

x
>



ù = -¥úû                                      0

4 0lim ln
x

x x
>



ù =úû  

0

1
5 1lim

x

x

e

x

-ù =úû                                       0

1
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ln( )
lim
x

x

x
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 Ƒثانƃبحث اƃستمرار: اƙا  

a، وƅتكن Iداƅة مŸرžّة Ɔŷى مŠال مſتوح  ƅfتكن  :تŶرƒف  IÎ  ّول إنƂن ،f  نـدŷ ة مستمرةƅداa  ـط إذا كـانƂžإذا و
lim ( ) ( )
x a
f x f a


=.  

  :مƚحظات

  .كل كثƔرة ţدود تكون مستمرة Ɔŷى  .1

2.  Ɠž توىţال مŠى أي مƆŷ ة مستمرةƔة كسرƅكل داf
D.  

f,إذا كانت كل من  .3 g  ندŷ ة مستمرةƅداa وكان ،c  طةƂنƅند اŷ ة مستمرةƔدوال الآتƅمن ا Ɯًإن كž ،ًدداً ثابتاŷa:  

f g+  ،f g-  ،.c f  ،.f g  ،f
g

)Ɣţث   ) 0g a ¹.  

lim، وكانت bمستمرة ŷند  fإذا كانت  .4 ( )
x a
g x b


žإن =

 
.  

)مستمرة ŷند  f، وكانت  aمستمرة ŷند  gإذا كانت  .5 )g a ّإنž ،f g ندŷ مستمرةa.  

,sinاƅداƅتان  .6 cos  ىƆŷ مستمرتان.  

  اƃداƃة اƃمشتƀة: اƃبحث اƃثاƃث 

:ƅتكن  :تŶرƒف  , ( )f D x f x    الŠى مƆŷ ةžرŸة مƅداD. ةƅاţ Ɠž
0
x  منD ىƆŷ رّفŸن،{ }

0
\D x 

داƅة نسبة اƅتƔżر ŷند 
0
x اƍنرمز Ɠتƅا ،

0
,f x

D  ةżƔصƅبا
0

0

0

,

( ) ( )
( )

f x

f x f x
x

x x

-
D =

-
žإذا كان ƎƅذƋ اƅداƅة نƎاƔة  .

إƅى  ƔƂƔƂţxة ŷندما تسŸى 
0
x  ƓžD رمزƅة باƔاƎنƅا Ƌذƍ ىƅرمزنا إ ،

0
( )f x¢  ةƅداƆƅ مشتقƅدد اŸƅة اƔاƎنƅا Ƌذƍ ناƔوأسم

f  ندŷ
0
x.ولƂذٍ نœندŷة  وƅداƅإن اf  ندŷ ةƔƁاƂاشت

0
x.   

:ƅتكن  :تŶرƒف , ( )f D x f x    الŠى مƆŷ ةžّرŸة مƅداD.ولƂة  نƅداƅإن اf  ƓœزŠ الŠى مƆŷ ةƔƁاƂاشتI 

 Ɠž توىţمD ند كلŷ ةƔƁاƂإذا كانت اشت ،x  منD ةƂمشتƅة اƅداƅرّف اŸذٍ نœندŷو ،f بأنƎا تƆك اƅداƅة اƅتƆŷI  Ɠى  ¢
)ƔƁمة اŸƅدد اƅمشتق  Iمن  xتƂرن بكل  )f x¢  ندŷx . أي( )x f x¢.  

  : خواص

 .ƓƎž مستمرة Ɔŷى ƍذا اƅمŠال IاشتƂاƔƁة Ɔŷى  fإذا كانت اƅداƅة *

داƅة مستمرة ŷند  fإذا كانت *
0
x ضروري أن تكونƅس من اƔƆž  

xاشتƂاƔƁة ŷند  
0.  

*
( ) ( ) ( )

0 0

0
0

lim
h

f x h f x
f x

h

+ -
¢ =

  

  

  : تذكرة

( ) ( ) ( )lim ( ) lim ( )
x a x a
f g x f g x f b

 
= =
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)إذا كانت اƅداƅة  )x f x  ندŷ ةƔƁاƂاشت
0
x  مماسƅل اƔإن مžƓنţمنƅ  ةƅداƅا( )y f x=  طةƂنƅند اŷ

0 0 0
( , )M x y 

منƍ ƌو 
0
( )f x¢ .ƓƎž مماسƅة اƅادŸأما م :

0 0 0
( ) ( )( )y f x f x x x¢= + -.  

وƔمر من نƂطة مƆŸومة  mإن مŸادƅة مستƔƂم مƌƆƔ  :تذكرة
0 0 0
( , )M x y  Ɠƍ

0 0
( )y y m x x- = -.  

  

Ŷرابƅث اţبƅن : اƔتƔددŷ نƔتƅمركب داƅ ةƂمشتƅة اƅداƅة( اƆسƆسƅدة اŷاƁ(  

)Ɔŷى كل مŠال مţتوى Ɠž اشتƂاƔƁة  hواƅداƅة  IاشتƂاƔƁة Ɔŷى مŠال مſتوح  gإذا كانت اƅداƅة : Ɓاŷدة )g I  ةƅداƅإن اž
h g :( )( ) ( )( )h g x h g x=  الŠمƅى اƆŷ ةƔƁاƂاشتI  Ɠƍ اƎƁاƂدة اشتŷاƁو

( ) ( ) ( )( ) ( )h g x h g x g x
¢ ¢ ¢= .  

  :Ɓواŷد اƛشتƂاق

  مشتق Ɓوة داƅة : اƂƅاŷدة اƗوƅى 

IاشتƂاƔƁة Ɔŷى مŠال مſتوح  gإذا كانت اƅداƅة  Í   ةƅداƅوكانت اf  شكلƅمن ا( ) ( )( ) :
r

f x g x r Q= Î 

اشتƂاƔƁة Ɔŷى 
1
I IÍ  إنž( ) ( )( ) ( )

1

.
r

f x r g x g x
-

¢ ¢=.  

  مشتق اƅدوال اƅمثƆثƔة اƗساسƔة ƅداƅة: ƔةاƂƅاŷدة اƅثان

IاشتƂاƔƁة Ɔŷى مŠال مſتوح  gإذا كانت اƅداƅة  Í   ةƅداƅوكانت اf شكلƅمن ا  

( ) ( ) ( )( ). cosf x g x g x¢ ¢=  ( ) ( )( )sinf x g x=  

( ) ( ) ( )( ). sinf x g x g x¢ ¢= -  ( ) ( )( )cosf x g x=  

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
( )( )

2

2
1. tan

cos

g x
f x g x g x

g x

¢
¢ ¢= + =  

( ) ( )( )tanf x g x= 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
( )( )

2

2
1. cot

sin

g x
f x g x g x

g x

¢
¢ ¢= - + =  

( ) ( )( )cotf x g x=  

)مشتق اƅداƅة اƗسƔة ƅداƅة ، من اƅشكل : اƂƅاŷدة اƅثاƅثة ) ( )g x
f x e=  

IاشتƂاƔƁة Ɔŷى مŠال مſتوح  gإذا كانت اƅداƅة  Í   ةƅداƅوكانت اf  شكلƅمن ا( ) ( )g x
f x e=  اƎƂإن مشتž

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
g x

f x g x e g x f x¢ ¢ ¢= =.  

)مشتق اƅداƅة اƆƅوŻارتمƔة ƅداƅة ، من اƅشكل : اƂƅاŷدة اƅرابŸة ) ( )lnf x g x=  

IاشتƂاƔƁة Ɔŷى مŠال مſتوح  gإذا كانت اƅداƅة  Í   ةƅداƅوكانت اf  شكلƅمن ا( ) ( )lnf x g x=. إنf  ةƔƁاƂاشت

)Ɣكون ƆŷI  ƌƔžى كل مŠال مţتوى Ɠž اƅمŠال  ) 0g x )ومشتƎƂا  < ) ( )
( )
g x

f x
g x

¢
¢ =.  

عϠوϡ لϠجميع 
 
 
 

تϡ التحميل من موقع عϠوϡ لϠجميع 
http://www.3lom4all.com 



    Δ ح ف  6|  ص
 

  ΎيرولΎكبلل Δثاثلا ΎΕيضΎيرلا Ώتكل يرظنلا صخلملا

 

  .تطبƂƔات اƛشتƂاق Ɠž اشتƂاق دوال ŷددƔة متنوŷة: اƅبţث اƅخامس 

D,داƅة ŷددƔة اشتƂاƔƁة Ɔŷى اƅمŠال  ƅfتكن : تŸرƔف  a bù é= ú êû ë ƅا Ɠة نسمƅدا( ): :f D x f x¢ ¢    مشتقƅا
  .fاƗول Ɔƅداƅة 

fإذا كانت  اشتƂاƔƁة Ɔŷى مŠال مſتوح  ¢
1
D  ةƅداƅا Ɠنسم( )( )1

: :f D x f x
¢¢¢ ¢   ةƅداƆƅ Ɠثانƅمشتق اƅاf.  

fا كانت إذ اشتƂاƔƁة Ɔŷى مŠال مſتوح  ¢¢
2 1
D DÍ  ةƅداƅا Ɠنسم( ) ( )( )3

2
: :f D x f x

¢¢¢    ثƅثاƅمشتق اƅا
)وƍكذا نستطŶƔ تŸرƔف ...Ɔƅfداƅة )4

f  ،( )5
f ،..،( )n

f  ةƅداƆƅ ةƔƅمتتاƅات اƂمشتƅاf  Ɠكما نسم( )n
f  مشتق منƅا

)اƅمرتبة  )*n n Î   ةƅداƆƅf.  

  :تطبƂƔات اƅمشتق

  :تماس خطƔن بƔانƔƔن-1

 ًƛأو – ƓانƔم وخط بƔƂتماس مست :  

)مستƔƂماً مŸادƅتƔƅd  ƌكن  )
1
f x mx l= اشتƂاƔƁة ، وƅتكن  fخطاً بƔانƔاً ƅداƅة  C، وƔƅكن +

1 1
( , )A x y  طة منƂن

Ÿدّث بمţمƅمستوي اƅذٍ اœندŷ انسŠم متƆ : مƔƂمستƅكون اƔƅ Ɠžكاƅزم واƜƅشرط اƅاd  ةƅداƆƅ ƓانƔبƅخطّ اƆƅ ًمماساf  طةƂنƅا Ɠž
A  وƍ( )

1
&f x m A d C¢ = Î .  

  :تماس منţنƔƔن بƔانƔƔن ƅداƅتƔن –ثانƔاً 

إذا كان 
1
C  ةƅداƅ ًاƔانƔخطاً ب

1
f و

2
C  ةƅداƅ ƓانƔبƅخطّ اƅا

2
f تانƔƁاƂما اشتƍƜن .كƔƔانƔبƅن اƔخطƅول إن اƂن

1 2
,C C 

متماسّان Ɠž اƅنƂطة 
1 1
( , )A x y  ط إذا كانƂžإذا و:  

1 2
A C CÎ  1و 2

,C C  طةƂنƅا Ɠž ًن مماساً مشتركاƜبƂƔA  

إذن Ɣكون 
1 2
,C C  طةƂنƅا Ɠž متماسّان

1 1
( , )A x y ط إذا كانƂžإذا و  

1 1 2 1 1 1 2 1
( ) ( ) & ( ) ( )f x f x f x f x¢ ¢= =  

  .من شروط تماس خطƔن بƔانƔƔن ƅداƅتƔن نستنتş أن ƆƅخطƔّن اƅبƔانƔƔن مماساً مشتركاً Ɠž نƂطة تماسƎّما: مţƜظة مƎمة

2-Ɠّخطƅب اƔرƂتƅا Ɠž اقƂشتƛف اƔتوظ:  

  :ŸƔُطى باƁƜŸƅة žaإنّ اƅتƂرƔب اƅخطƆƅ Ɠّداƅة Š Ɠžوار ƆƅنƂطة  aاشتƂاƔƁة ŷند  fإذا كانت اƅداƅة : تŸرƔف

( ) ( ) ( ) ( )( )f x L x f a f a x a¢» = + -  

  أو باƅصżƔة اƅمكاœžة

( ) ( ) ( )f a h f a f a h¢+ » +  

hوكƆما كانت ƔƁمة  x a=   .صƔżرة كان ƍذا اƅتƂرƔب ƔŠداً  -
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  :توظƔف اƛشتƂاق Ɠž إŠƔاد مŸدƛت اƅتƔżر-3

ždxإننا نسمt  Ɠداƅة تابŸة Ɔƅزمن  xإذا كانت 

dt
  .Ɠžt اţƆƅظة  xمŸدّل تƔżر  

  .توظƔف اƅمشتƂات Ɠž دراسة تƔżرات داƅة ŷددƔة :اƅبţث اƅسادس 

  اطّراد داƅة ŷددƔة -1

  :اشتƂاƔƁة Ɔŷى مŠال ما ŷندœذٍ  fإذا كانت اƅداƅة : مبرƍنة

1é ùê úë û  تكونƅ Ɠžكاƅزم واƜƅشرط اƅاf دƔكون متزاƔ و أنƍ الŠى مƆŷ ًة تماما( ) 0f x¢ Ɔŷى ƍذا اƅمŠال، وأƛ تنŸدم  ³
  .Ɔŷى أي مŠال ŠزƓœ من ƍذا اƅمŠال

2é ùê úë û  تكونƅ Ɠžكاƅزم واƜƅشرط اƅاf  كونƔ و أنƍ الŠى مƆŷ ًصة تماماƁمتنا( ) 0f x¢ Ɔŷى ƍذا اƅمŠال، وأƛ تنŸدم  £
  .Ɔŷى أي مŠال ŠزƓœ من ƍذا اƅمŠال

نƂصد بدراسة اطراد داƅة ŷددƔة تŸرف اƅمŠاƛت اƅتƓ تكون اƅداƅة متزاƔدة تماماً ƎƔƆŷا أو متناƁصة تماماً :  1مţƜظة
اƅمبرƍنة اƅسابƂة ŷن طرƔق دراسة إشارة اƅمشتق اƗول،  وƔمكن أن تŠرى ƍذƋ اƅدراشة باƛستſادة من. ƎƔƆŷا أو ثابتة ƎƔƆŷا

  .وتنظƔم Šدول بƎذƋ اƅدراسة إذا طƆب ذƅك

a,من اƅنمط  Iمستمرة Ɔŷى مŠال  fإذا كانت اƅداƅة :  2مţƜظة bé ùê úë û  أو,a bé éê êë ë  أو,a bù ùú úû û  أو,a bù éú êû ë  دةƔوكانت متزا
a,تماماً Ɔŷى اƅمŠال اƅمſتوح  bù éú êû ë 

  .IمتزاƔدة تماماً Ɔŷى اƅمŠال  fكانت 

  .إذا استبدƅنا اƅتناƁص اƅتام باƅتزاƔد اƅتام Ɠž اŸƅبارة اƅسابƂة وتبƂى ƍذƋ اƅخاصة صţƔţة

  :اƔƂƅمة اƅكبرى اƅشامƆة واƔƂƅمة اƅصżرى اƅشامƆة ƅداƅة

  .DاƅمŸرžة Ɔŷى  ƅfتكن اƅداƅة : تŸرƔف

  ول إنƂن( )
0

f x ƅ ةƆمة كبرى شامƔƁ Ɠƍ ةƅداƆf ط إذاƂžما كانت : إذا وƎمx DÎ  كان( ) ( )
0

f x f x£. 

  ول إنƂن( )
0

f x  ةƅداƆƅ ةƆرى شامżمة صƔƁ Ɠƍf ط إذاƂžما كانت : إذا وƎمx DÎ ان ك( ) ( )
0

f x f x³. 

، ƔƆžس ƎƅذƋ اƅداƅة ƔƁمة كبرى شامƆة، وكذƅك إذا ŷaند  ¥+إƅى  aمŸرžة Š Ɠžوار  fإذا سŸت داƅة : مţƜظة مƎمة
  .، ƔƆžس ƎƅذƋ اƅداƅة ƔƁمة صżرى شامƆةŷaند  ¥-إƅى  aمŸرžّة Š Ɠžوار  fسŸت داƅة 

 Ŷسابƅث اţبƅاً : اƔƆţرى مżصƅم اƔƂƅكبرى واƅم اƔƂƅا.  

  .تŸرƔف اƔƂƅم اƅكبرى واƔƂƅم اƅصżرى مƔƆţاً  

  .ŷنصراً من  ، وƔƅكن من  ƅة اƅمŸرžة Ɔŷى مŠموŷة ŠزƔœة اƅدا ƅتكن 

من  أƔاً كان : بƔţث Ɣضمّ  إذا وƂžط إذا وŠُد مŠال مſتوح  ƔƁمة كبرى مƔƆţاً Ɔƅداƅة  نƂول إن  
  .، žإن 

 أƔاً كان : بƔţث Ɣضمّ  إذا وƂžط إذا وŠُد مŠال مſتوح  ƔƁمة صżرى مƔƆţاً Ɔƅداƅة  نƂول إن  

  .، žإن من 

1-

fD
0
xD

(1¢¢( )
0

f xf
1
D

0
xx

1
D D( ) ( )

0
f x f x£

(2¢¢( )
0

f xf
1
D

0
xx

1
D D( ) ( )

0
f x f x³
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  .مţتوى Ɠž مŠموŷة اƅتŸرƔف  Ɣƅس من اƅضروري أن Ɣكون اƅمŠال : مţƜظة

إن اƔƂƅم اƅكبرى اƅشامƆة ƔƁ Ɠƍم كبرى مƔƆţة، . درسنا سابƂاً اƔƂƅم اƅكبرى اƅشامƆة واƔƂƅم اƅصżرى اƅشامƆة: مţƜظة
  .وƅكن اŸƅكس ƔŻر صƓž.(ŢƔţ اţƅاƅتƔن خذ (وكذƅك تكون اƔƂƅم اƅصżرى اƅشامƆة ƔƁم صżرى مƔƆţة،

ţ Ɠžاƅة ƅدƔنا داƅة متزاƔدة تماماً أو متناƁصة تماماً Ɔŷى مŠال مſتوح، ƛ توŠد ƎƅذƋ اƅداƅة Ɔŷى ƍذا اƅمŠال : مţƜظة
  .ƔƁم كبرى مƔƆţاً وƔƁ ƛم صżرى مƔƆţاً 

  .مبرƍنات اƔƂƅم اƅكبرى مƔƆţاً واƅصżرى مƔƆţاً 

 مŠاƛً مſتوţاً تنتمƓ إƌƔƅ  ، ونƂطة من  تكن ، وƅداƅة مŸرžة Ɔŷى مŠموŷة  ƅتكن : مبرƍنة

 Ɠž توىţترض أن .ومſى  نƆŷ ةƔƁاƂذٍ  اشتœندŷ:  

ƔƁمة كبرى  ، كانت Ɔŷى اƅمŠال  وكان  Ɔŷى اƅمŠال  إذا كان  
  .مƔƆţاً Ɔƅداƅة 

ƔƁمة  ، كانت Ɔŷى اƅمŠال  وكان  Ɔŷى اƅمŠال  إذا كان  
  .صżرى مƔƆţاً Ɔƅداƅة 

ƔƁمة كبرى  ، إذا كانت نƂطة من  وƅتكن . داƅة اشتƂاƔƁة Ɔŷى مŠال مſتوح  ƅتكن : برƍنةم
  .كان  مƔƆţاً أو صżرى مƔƆţاً Ɔƅداƅة 

  .ƔƁمة كبرى أو صżرى مƔƆţاً  ƅتكون  اشتƂاƔƁة ŷند  Ɣƅس باƅضرورة أن تكون اƅداƅة : مţƜظة

  .اƅتكامل وتطبƂƔاتƌ: اƅوţدة اƅثانƔة 

Ɨث اţبƅدد: ول اţمƅر اƔŻ تكاملƅا.  

إذا وƂžـط إذا  Ɔƅداƅـة  داƅـة أصـƔƆة Ɔŷـى اƅمŠـال  نƂـول إن . داƅـة مŸرžـة Ɔŷـى مŠـال  ƅتكن : تŸرƔف 
  .žإن  ، وأƔاً كان  اشتƂاƔƁة Ɔŷى اƅمŠال  اƅداƅة : تƂţق 

  ـال  إذا كانتŠمƅى اƆŷ ةƔƆة أصƅـة  داƅداƆƅ ـىƆŷ ةƔƆصـƗـدوال اƅـة اŷموŠـذٍ مœندŷ ،  ـةƅداƆƅ 

ثابت كƓſƔ، وƓƍ مŠموŷة ƔŻر منتƔƎة تختƆف كل داƅة أصـƔƆة منƎـا  Ɣţث  Ɠƍ من اƅشكل 
 .ŷن اƗخرى بƔƂمة اƅثابت 

  : مƎſوم اƅتكامل ƔŻر اƅمţدد

ƍــƓ مــن اƅشــكل  žــإن مŠموŷــة اƅــداوال اƗصــƔƆة Ǝƅــا Ɔŷــى  داƅــة مســتمرة Ɔŷــى مŠــال  إذا كانــت : تŸرƔــف 
  .ونرمزƍا  ţدد Ɔƅداƅة وتسمى اƅتكامل ƔŻر اƅم 

 Ɠتكامل،  نسمƅة،  إشارة اƆمكامƅة اƅداƅتكامل،  اƅر اƔżة  متƅداƆƅ ةƔƆة أصƅتكامل ، داƅثابت ا.  

  :اƅخواص اƗساسƔة Ɔƅتكامل ƔŻر اƅمţدد

  .:  ƅدƔنا Ɔŷى  داƅة مستمرة Ɔŷى مŠال  ţ Ɠžاƅة  

1
1
DD

2

1
D = 

3

fD
0
xD,a bù éú êû ë0

x

Df,a bù éú êû ë
(1¢¢( ) 0f x¢ >

0
,a xù éú êû ë( ) 0f x¢ <

0
,x bù éú êû ë( )

0
f x

f

(2¢¢( ) 0f x¢ <
0
,a xù éú êû ë( ) 0f x¢ >

0
,x bù éú êû ë( )

0
f x

f

f,a bù éú êû ë0
x,a bù éú êû ë( )

0
f x

f( )
0

0f x¢ =

f
0
x( )

0
f x

fI Í FIf

FIx IÎ( ) ( )F x f x¢ =

FI Í fIf

( )x F x c+c

c

fI Í I

( )F x c+f( ) ( )f x dx F x c= +ò
òfxFfc

( )1fI Í I( )( ) ( )f x dx f x
¢
=ò
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  .:  ا Ɔŷى ƅدƔن ţ Ɠžاƅة داƅة ذات مستƂة مستمرة Ɔŷى مŠال  

  :ƅدƔنا Ɔŷى  مستمرتƔن Ɔŷى مŠال  وداƅتƔن  ţ Ɠžاƅة ثابت  

  

  

  :Šدول Ɓواŷد اƅتكامل ƔŻر اƅمţدد ƅبŸض اƅدوال اƅشƔƎرة 

  اƅتكامل   مţƜظات

 ƓſƔثابت ك    

    ثابت 

    

  ثابت 
  

  ثابت 

 

  ثابت 

 

  ثابت 

 

  ثابت 

 

  ثابت 

  

  وƔمكن أن نكتب

 
   

 

  

 

  
 

( )2I Í I( ) ( )f x dx f x c¢ = +ò
( )3k,f gI Í I

( ) ( ). .k f x dx k f x dx=ò ò
( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dxé ù+ = +ê úë ûò ò ò

( )f x dxò
c0.dx c=ò
0m ¹.m dx mx c= +ò
1n ¹ -11

1
.n nx dx x c

n

+= +
+ò

0a ¹( ) ( )1
cos . sinax b dx ax b c

a
+ = + +ò

0a ¹( ) ( )1
sin . cosax b dx ax b c

a
+ = - + +ò

0k ¹( ) ( )2 1
sec . tankx dx kx c

k
= +ò

0k ¹( ) ( )2 1
csc . cotkx dx kx c

k
=- +ò

0k ¹1
.kx kxe dx e c

k
= +ò

0k ¹( )
( )

01
0

0

ln :
. :

ln :

x c x
dx x

x c xx

üì ïï + > ïïï ï= ¹í ýï ï- + <ï ïïî ïþ
ò

1
0. ln :dx x c x

x
= + ¹ò

0 1,a n¹ ¹-

( ) ( )
( )1

.

n

n ax b
ax b dx c

a n

+
+ = +

+ò

( ) 0g x ¹( )
( ) ( ). ln
g x

dx g x c
g x

¢
= +ò

( ) ( )
.

g x
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ƓƆتكامƅا Ɠنţمنƅا:  

  .منţنƔاً تكامƔƆاً  Ɔƅداƅة  Ɔŷى اƅمŠال  Ɣدŷى اƅخط اƅبƔانƅ Ɠكل داƅة أصƔƆة : تŸرƔف

žنţصل Ɔŷى ƔƁمة اƅثابـت  نŸوض  اƅمار باƅنƂطة  ŠƔƙاد اƅمنţنƓ اƅتكامƆƅ ƓƆداƅة : مţƜظة 
  .اƅتكامƓƆ اƅمطƆوب žنţصل Ɔŷى مŸادƅة اƅمنţنƓ ثم نŸوضƎا Ɠž اƅمŸادƅة  

  

  

  

 Ɠثانƅث اţبƅض: اƔوŸتƅتكامل باƅة واœزŠتƅتكامل باƅا  

  :طرƂƔة تƔƔżر اƅمتţول Ɠž اƅتكامل ƔŻر اƅمţدد

 تأخـذ ƔƁمتƎـا žـƓ  ، نſتـرض أن داƅة Ǝƅا مشتƂة مسـتمرة Ɔŷـى  وƅتكن .مŠاƔƅن من  Ɣƅكن 

  ŷندœذٍ . ، تƂبل داƅة أصƔƆة Ǝƅا Ɔŷى  داƅة مستمرة وكذƅك ƅتكن .أي 

  

  :ţساب اƅتكامل بطرƂƔة اƅتكامل باƅتŠزœة

، ŷندœــذٍ ومشــتƂة كــل منƎمــا مســتمرة Ɔŷــى اƅمŠــال  اشــتƂاƔƁة باƅنســبة ƆƅمتƔżــر  إذا كانــت كــل مــن اƅــداƅتƔن 
  ومنƌ نستنتş أن داƅة أصƔƆة Ɔƅداƅة  Ɣكون اŠƅداء 

  

  أو

  

  :Ɯت من اƅشكلتسمى ƍذƋ اƁƜŸƅة اƅتكامل باƅتŠزœة وتستخدم ţƅساب اƅتكام

  

  .،  Ɣţث 

  .Ɠž اţƅاƅة اƅرابŸة Ɠž اţƅاƛت اƅثƜث اƗوƅى ، و نŸتبر 

  .تكامƜت اƅكسور اŠƅزƔœة: اƅبţث اƅثاƅث 

  :إƅى مŠموع كسور ŠزƔœة) ƓƆŸž(تſرƔق كسر بسƔط

مختſƆة أو  Ɣمكن أن تƆţل إƅى Šداء ŷوامل من اƅدرŠة اƗوƅى من اƅشكل  كل كثƔرة ţدود : مبرƍنة
  .مختſƆة أو مكررة من اƅشكل ) ممƔزƍا ساƅب(مكررة وŷوامل من اƅدرŠة اƅثانƔة Ɣ ƛمكن تƎƆƔƆţا

اƅداƅة اƅكسرƔة اƅبسƔطة Ɠƍ داƅة كسرƔة ţدودƔة،  درŠة بسطƎا أصżر تماماً من درŠة مƂامƎا ومكتوبة بأبسط : تŸرƔف
  ).أي Ɣ ƛوŠد ŷامل مشترك بƔن اƅبسط واƅمƂام ( شكل 

FI Í f

f( )
0 0
,x y( )

0 0
F x y=

c( )y F x c= +
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  .اŷتماداً Ɔŷى اƅكسور اŠƅزƔœة بسƔطة  تكامل داƅة كسر

  من اƅشكل)Šذور اƅمƂام بسƔطة وƔŻر مكررة(إƅى ŷوامل من اƅدرŠة اƗوƅى Ɣمكن تƔƆţل اƅمƂام : اţƅاƅة اƗوƅى 

  

  :كما ƔأتƓ نƂبل ƍ ƓžذƋ اţƅاƅة أنƔ ƌمكن تſرƔق اƅداƅة 

  

  .أŷداد ƔƂƔƂţة Ɣتم تƔƔŸنƎا Ɣţث 

 إƅــى  ، ونأخــذ اƅنƎاƔــات žــƓ اƅنــاتŷ şنــدما تســŸى  باƅمƂــدار  نضــرب طرžــƓ اƅمســاواة  ţƆžســاب 

  .žنţصل Ɔŷى 

 إƅــى  ، ونأخــذ اƅنƎاƔــات žــƓ اƅنــاتŷ şنــدما تســŸى  باƅمƂــدار  نضــرب طرžــƓ اƅمســاواة  وţƅســاب 

ثــم نكامــل طرžــƍ ƓــذƋ  ونŸوضــƎا žــƓ اƁƜŸƅــة  ، وƍكــذا نţصــل Ɔŷــى ƁــƔم اŷƗــداد žنţصــل Ɔŷــى 
Ɔŷ صلţنž ةƁƜŸƅى ا  

  

  .ثم نتابŶ اţƅل

، درŠة بسطƌ أكبر من درŠة مƂامƌ أو تساوƎƔا، ŷندœذٍ نƂسّـم اƅبسـط  إذا طƆب منا مكامƆة كسر صŢƔţ : مţƜظة 

  Ɔŷى اƅمƂام žنţصل Ɔŷى

  

، وŷندœــذٍ نــردّ اƅتكامــل )ƔƆŸžــة(داƅــة كســرƔة بســƔطة بــاƓƁ اƂƅســمة وتكــون  داƅــة ţدودƔــة و Ɣţــث خــارج اƂƅســمة 

Ɔƅ ـــددţمƅـــر اƔŻ ةƔكســـرƅـــة ا ƅول  داƗن ، اƔـــددţـــر مƔŻ نƔƆمـــوع تكـــامŠـــى مƅوف  إƅـــو مـــأƍـــة (و ƅتكامـــل دا

  .تكامل كسر من اƅنوع اƅذي درسناƋ واƅثانţ ( ƓدودƔة
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 Ŷرابƅث اţبƅدد: اţمƅتكامل اƅا.  

  .Ɣţث  اƅمستمرة Ɔŷى اƅمŠال  Ɔƅداƅة اƅخط اƅبƔانƔƅ  Ɠكن : تŸرƔف

  واƅمستƔƂمƔن اƆƅذƔن واƅمţور  مساţة اƅسطŢ اƅمţصور بــ

  .تسمى مساţة شبƌ اƅمنţرف اƅمنţنƓ  مŸادƅتƎما 

  وƅتكن داƅة مستمرة Ɔŷى اƅمŠال  ƅتكن : تŸرƔف اƅتكامل اƅمţدد 

   ŷندœذٍ نŸرّف  Ɔŷى  داƅة أصƔƆة ƅــ  

  .باƁƜŸƅة 

  :خواص اƅتكامل اƅمţدد 

ــ وƅــƔكن  داƅــة مســتمرة Ɔŷــى مŠــال  ƅــتكن  ƔƂƔƂţ ًــدداŷ ــدادŷƗــاً كانــت اƔــذٍ أœندŷ ،ًــال  اŠمƅمــن ا 

  :žإن

  

  

  

  

  

  :ŷندœذٍ  داƅتƔن مستمرتƔن Ɔŷى اƅمŠال  إذا كانت  
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  :اƅتكامل اƅمţدد باƅتŸوƔض

أي  تأخـــذ ƔƁمƎـــا žـــƓ مŠـــال  وƅنſتـــرض أن .داƅـــة ذات مشـــتق مســـتمر Ɔŷـــى مŠـــال  ƅـــتكن : مبرƍنـــة
  :كان من  أƔاً كان اŸƅددان  ŷندœذٍ . داƅة مستمرة Ɔŷى  ثم ƅتكن . 

  

  :اƅتكامل اƅمţدد باƅتŠزœة

  Ÿžندƍا مشتق مستمر Ɔŷى اƅمŠال  إذا كان ƅكل من اƅداƅتƔن 

  

  .تطبƂƔات اƅتكامل: اƅبţث اƅخامس

 ƛًمستوٍ  –أو Ţة سطţساب مساţ:  

  žإن اƅمساţة إذا كان اƅسطž Ţوق : اţƅاƅة اƗوƅى -

   

  žإن اƅمساţة إذا كان اƅسطŢ تţت : اţƅاƅة اƅثانƔة -

  

  žإن اƅمساţة إذا كان اƅسطƂƔ ŢطŶ : اţƅاƅة اƅثاƅثة -

  

  اƅسطŢ مţصور بƔن خطƔن بƔانƔƔن: اţƅاƅة اƅرابŸة -

  Ɣţث مستمرتƔن Ɔŷى اƅمŠال  ƅداƅتƔن 

  žإن اƅمساţة أƔاً كان  
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  :ţساب Šţم مŠسم دورانƓ –ثانƔاً 

  نطƂة اƅمţددة باƅخط إذا دارت اƅم: طرƂƔة اƂƅرص-

  ţول اƅمţور واƅمستƔƂمƔن  واƅمţور 

  žإنƔ ƌتوƅد ŷن ƍذا اƅدوران مŠسمٌ Ɣسمى مŠسماً دورانƔاً ŸƔطى Šţمƌ باƅدستور 

  

  ƆƅتابƔŸن  إذا دارت اƅمنطƂة اƅمţددة باƅخطƔن: طرƂƔة اƂƆţƅة-

    واƅمستƔƂمƔن  Ɣţث

  :ŸƔطى باƅدستور žإن Šţم اƅمŠسم اƅناتŷ şن ƍذا اƅدوران ţول 

  

  :ţساب طول منţنٍ أمƆس –ثاƅثاً 

مشــتق  إذا كــان Ɔƅداƅــة  أمƆــس Ɔŷــى  نƂــول إن  اƅمســتمرة Ɔŷــى  منţنــƓ اƅداƅــة  ƅــƔكن : تŸرƔــف
  .مستمر Ɔŷى 

  ، وƅنſترضاƅمستمرة Ɔŷى  منţنƓ اƅداƅة  Ɣƅكن : تŸرƔف

  Ɠنţمنƅوس  أن اƂƅطى طول اŸƔ ٍذœندŷ سƆمن  أم   

  .باƅصżƔة 

  

  

  

  

  )من اƅمرتبة اƅثانƔة Ɔŷى اƗكثر(اƅمŸادƛت اƅتſاضƔƆة اƅخطƔة:  اƅبţث اƅسادس 

  .اƅمŸادƅة اƅتſاضƔƆة Ɠƍ كل مŸادƅة تţوي مشتƂاً واţداً Ɔŷى اƁƗل Ɔƅداƅة اƅمƎŠوƅة : تŸرƔف

  :كلتكون اƅمŸادƅة اƅتſاضƔƆة خطƔة إذا أمكن إرŠاƎŷا إƅى اƅش: اƅمŸادƅة اƅتſاضƔƆة اƅخطƔة

  

مـرة متتاƔƅـة žـƓ  اشـتƂاƔƁة  نسـمţ ƓـƆƅ ƜًمŸادƅـة اƅتſاضـƔƆة اƅسـابƂة كـل داƅـة : ţل اƅمŸادƅة اƅتſاضƔƆة
  .وتƂţق مŶ مشتƂاتƎا اƅمŸادƅة اƅتſاضƔƆة اƅمſروضة اƅمŠال 

اƅتſاضــƔƆة ƍــو اƅصــżƔة اŸƅامــة Ɔƅــدوال اƅتــƓ تمثــل مŠموŷــة ŠمƔــƆţ Ŷــول اƅمŸادƅــة : اţƅــل اŸƅــام ƆƅمŸادƅــة اƅتſاضــƔƆة اƅخطƔــة
  .اƅمدروسة
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  .ƍو أţد Ɔţول اƅمŸادƅة اƅتſاضƔƆة اƅمدروسة: اţƅل اƅخاص ƆƅمŸادƅة اƅتſاضƔƆة

  .ونسمţ Ɠل مŸادƅة تſاضƔƆة إŠƔاد ƎƆţا اŸƅام

ƍــو تشــكƔل مŸادƅــة تſاضــƔƆة مــن مŸادƅــة ŠبرƔــة تţتــوي Ɔŷــى ثابــت كſƔــƓ أو أكثــر وƔــتم باشــتƂاق : تشــكƔل مŸادƅــة تſاضــƔƆة 
اƅمرات Ɣساوي ŷدد اƅثوابت اƅكƔſƔة، ثم نţذف ƍذƋ اƅثوابت من اƅمŸادƅة اŠƅبرƔة ومشتƂاتƎا žنţصـل بـذƅك اƅمŸادƅة ŷدداً من 

  .Ɔŷى اƅمŸادƅة اƅمطƆوبة

  :نماذج من مŸادƛت تſاضƔƆة بسƔطة

 ًƛة  -أوƅادŸمƅا  اƎƆţو.  

  .وƎƆţا  اƅمŸادƅة  –ثانƔاً 

ثابتـان  Ɣţـث  وţل ƍذƋ اƅمŸادƅة  Ɣţث  اƅمŸادƅة  –ثاƅثاً 
  .اختƔارƔان

  .ثابت كƔţ ƓſƔث  وƎƆţا ƍو  اƅمŸادƅة اƅتſاضƔƆة  –رابŸاً 

  :ونمƔز ţاƅتƔن اƅمŸادƅة  –خامساً 

  .وƎƆţا  žنţصل Ɔŷى اƅمŸادƅة  : اţƅاƅة اƗوƅى

  .وƎƆţا  žنţصل Ɔŷى اƅمŸادƅة  : اţƅاƅة اƅثانƔة

  .Ɣةاƅدوال اŸƅددƔة ورسم خطوطƎا اƅبƔان: اƅوţدة اƅثاƅثة 

  .اƅمستƔƂمات اƅمƂاربة: اƅبţث اƗول 

  :اƅمستƔƂم اƅمƂارب اƅموازي Ɔƅمţور -

أو مـن  ţƔوي مŠـاƛً مـن اƅشـكل  Ɣţث  اƅمŸرžة Ɔŷى  اƅخط اƅبƔانƆƅ Ɠداƅة  Ɣƅكن : تŸرƔف
تســـاوي  إذا كانــت نƎاƔــة . مŸادƅتــƌ  مســتƔƂماً موازƔــاً Ɔƅمţــور  ، وƅــƔكن اƅشــكل 

  .موازٍ ƅــ مستƔƂم مƂارب Ɔƅخط  ، ƆƁنا إن أو إƅى  إƅى  اƅصſر ŷندما تسŸى 

  :اƅمستƔƂم اƅمƂارب اƅموازي Ɔƅمţور -

ــاً Ɔƅمţــور  ƅــƔكن : تŸرƔــف Ɣماً موازƔƂمســت  ƌتــƅادŸكن  مƔــƅــة  وƅداƆƅ ƓــانƔبƅخــط اƅــة اƔاƎإذا كانــت ن ،
مسـتƔƂم  Ƃـول ŷندœـذٍ إن ن. مـن اƔƅمـƔن أو مـن اƔƅسـار إƅـى  ŷندما تسŸى  أو  تساوي  اƅداƅة 

  .موازي ƅــ  مƂارب Ɔƅخط 

نــدرس إشــارة  اƅمــوازي Ɔƅمţــور  باƅنســبة إƅــى مƂاربــƆƅ  ƌداƅــة  ƅتƔŸــƔن اƅوضــŶ اƅنســبƆƅ Ɠخــط اƅبƔــانƓ : تــذكر 
  :ونمƔز ţاƅتƔن  اſƅرق 

  .ŶƂƔ تţت  žإن   

  .ž ŶƂƔوق  žإن   
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1 2
sin cosy c x c xw w= +

1 2
,c c

0 :y ay a¢ + = Î . axy c e-=c

: ,y ay k a k¢ + = Î 

0a =y k¢ =y kx c= +

0a ¹y ay k¢ = - +ax k
y ce

a

-= +

x x¢

CfD Í D,aù é+¥ú êû ë
,aù é-¥ú êû ëDx x¢y b=( )( )f x b-

x+¥-¥: y bD =Cx x¢

y y¢

Dy y¢x a=Cf

f+¥-¥xax a=

Cy y¢

CfDx x¢

( )f x yD-

(1( ) 0f x yD- <CD

(2( ) 0f x yD- >CD
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  :اƅمƂارب اƅماœل

 ţƔـوي مŠـاƛً مـن اƅـنمط  Ɣţـث  Ɔƅداƅـة اƅمŸرžـة Ɔŷـى  Ɔƅداƅـة  اƅخط اƅبƔـانƔƅ Ɠكن : تŸرƔف

ــــƔكن  أو  ƅو ،  ƌتــــƅادŸماً مƔƂــــرق  مســــتſƅإذا كــــان ا
  .مƂارب Ɔƅخط  ƆƁنا إن اƅمستƔƂم  أو  إƅى  نƎاƔة تساوي اƅصſر ، ŷندما تسŸى  

  الجبر
  .الاحتمالات والإحصاء: الوحدة الأولى

  :الاƙحتم

  : اƃمŽاƒƋم اƕساسƒة Ƒż اƙحتمال

  ـــار ƍـــو تŠربـــة Ɣمكـــن إŠراؤƍـــا أو اســـتŸراض ƅظـــاƍرة طبƔŸƔـــة أو اŠتماƔŷـــة نƆŸـــم مســـبƂاً مŠموŷـــة  :اƙختب
 ).ƅكننا ƛ نƆŸم اƅنتŠƔة اƅتƓ سنţصل ƎƔƆŷا ŷند إŠراء اƅتŠربة ( نتاƎŠœا اƅممكنة 

  نةƒŶƃضاء اż: ختبـار ، سـنƜƅ ممكنـةƅا şœنتـاƅـة اŷموŠـو مƍ رفţƅـا بـاƎƅ رمز  ـرض مـنżƅا اƍـددţƔو ،
منتƔƎة أو ƔŻر منتƔƎة ؛ وƅكن سنƂتصر Ɠž دراستنا Ɔŷى اţƅاƅة اƅتـƔ Ɠكـون ƎƔžـا  اƛختبار ، وƁد تكون 

 ةƔƎة منتŷموŠم. 

  حدثƃضاء  :اž ناصرŷ ددŷ كونƔ ندماŷ ضـاءž ـة مـنƔœزŠ ـةŷموŠأي م ƌدث بأنţƅرّف اŸاً نƔƎنة منتƔŸƅا
,,...,، نرمز إƅى اţƗداث بţـروف كبƔـرة  اƔŸƅنة  CBA . رمزƅونرمـز بـا    ŶـƔمŠ ـةŷموŠـى مƅإ

 .، ونسمž ƌƔضاء اţƗداث اţƗداث ، أي ŠمŶƔ أŠزاء 

  زةƒأحداث مم: 

  اţƅدث اƗكƔد 1.

  اţƅدث اƅمستƔţل 2.

  )ƍو ţدث وƔţد اŸƅنصر ( اţƅدث اƅبسƔط 3.

  ƍما ţدثان ƂƔتضƓ وƁوع أţدƍما ŷدم وƁوع الآخر أي: اţƅدثان اƅمتناƔžان.4

ƔكاŒž ) متناƔžان  Bو Aاţƅدثان (  A B   

  وƁوع الآخر أيƍما ţدثان وƁوع أţدƍما Ɣكاŷ Œžدم : اţƅدثان اƅمتتامان .5

ƔكاŒž ) متضادان  Bو Aاţƅدثان (  B A A\     

  حداثƕى اƄŵ اتƒƄمŶƃا: 

žضاء اƔŸƅنة اƅمرتبط بتŠربة مـا ، وƅـƔكن  ƅتكن  P ـداث مţƗضـاء اž ـكƆمرتبطـة بتƅـداث اţƗـة اŷموŠ
 Bأو ƍAو اţƅدث اƅذي ƂƔـŶ إذا وƂžـط إذا وƁـŶ أţـد اţƅـدثƔن  Bو AاŠتماع ţدثƔن : اŠتماع ţدثƔن  1  :نŸرّف اŸƅمƔƆات Ɔŷى اţƗداث كما ƔأتƓ . اƅتŠربة

 Ƌما ورمزƍƜأو كA B.  

CfD Í D,aù é+¥ú êû ë
,aù é-¥ú êû ëD( ) ( )*: : ,y g x mx p m pD = = + Î Î 

( ) ( )f x g x-x+¥-¥DC
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2  نƔدثţ ŶاطƂن : تƔدثţ ŶاطƂتA وB  ـدثانţƅا ŶـƁـط إذا وƂžإذا و ŶـƂƔ ـذيƅدث اţƅو اƍA وB  ٍآن Ɠـž
 Ƌاً ورمزŸمA B.  

3  نƔدثţ رقž : دثţƅاA  رقžB  ŶƁط إذا وƂžإذا و ŶƂƔ ذيƅدث اţƅو اƍA  ŶƂƔ مƅوB  ƋورمزBA \  

  حتمالƙة اƃكن : داƔƅ  تـرض أنſنƅختبار ، وƛ نةƔŸƅضاء اž  تمـالţـة اƅدا Ɠـة، نسـمƔƎـة منتŷموŠم
كل داƅة منطƎƂƆا žضاء اţƗداث    ƔƁ ال وتأخذŠمƅا Ɠž اƎم,  0  :وتƂţق اƅشرطƔن  1

1  P   1.  

2  إذا كان A B   كان     P A B P A P B   

وŷندœذٍ نسمƓ اƅثƜثƔة   P, ,   ضž ًاƔƎاً منتƔƅتماţاءاً ا.  

ƌــƅ مكونــةƅطة اƔبســƅــداث اţƗت اƛتمــاţمــوع اŠســاوي مƔ ــدثţ تمــالţــدنا أن اŠو. Ɠƅتمــاţضــاء اž ــنŷ ــولƂن   P, ,    ƌحتمـــال إنـــƙة ) منـــتظم ( متســـاوي اƔطة متســـاوƔبســـƅـــداث اţƗا ŶـــƔمŠ ـــط إذا كانـــتƂžإذا و

باƅصżƔة  Aوŷندƍا ŸƔطى اţتمال ţدث . اţƛتمال    n A
P A

n
 .  

  .نذكر ببŸض اƅمبرƍنات Ɠž اţƛتمال اƅتƓ درستƎا Ɠž دراستك اƅسابƂة

 Ɠƅتماţضاء اž Ɠž  P, ,    دثانţƅاً كان اƔة أƔخواص الآتƅق اƂţتتA وB :  

 P   0 1  

   P A P A  1 2  

   A B P A P B   3  

     P A B P A P A B\   4  

       P A B P A P B P A B   5   

  :اƙحتمال اƃمشروط

Ɣƅكن  : اƙحتمال اƃشرطƑ تŶرƒف  P, ,    ًاƔƎاً منتƔƅتماţضاءاً اž ، كنƔƅوB  قƂţƔ ًدثاţ P B  ، ŷندœذٍ  0
ــاً كــان اţƅــدث  Ɣأ ،A  مــن    تمــالţــرف اŸن ،A  ــوعƁمشــروطاً بوB  تمــالţأو ا ،A  مــاً أنƆŷB  ƌبأنــ ŶــƁــد وƁ

  اƅمƂدار

    B

P A B
P A

P B
 

  

  

  

عϠوϡ لϠجميع 
 
 
 

تϡ التحميل من موقع عϠوϡ لϠجميع 
http://www.3lom4all.com 



    Δ ح ف  18|  ص
 

  ΎيرولΎكبلل Δثاثلا ΎΕيضΎيرلا Ώتكل يرظنلا صخلملا

 

Ɣƅكن  :مبرƋنة   P, ,    كنƔƅاً، وƔƎاً منتƔƅتماţضاءاً اžB  قƂţƔ ًدثاţ P B    ، ŷندœذٍ ، تكون اƅداƅة0

   B B
P A P A: , ,     0 1  

  .Bداƅة اţتماƔƅة، تسمى داƅة اţƛتمال اƅمشروط باţƅدث 

 ŝőنتا:  1  ما كانتƅ
B
P  خصوصƅا ƌŠى وƆŷة وƂƂţتمال مţƛة اƅخواص دا ŶƔمŠ إنž تمالţة اƅدا:  

   B B
P A P A  1 1  

       B B B B
P A A P A P A P A A  

1 2 1 2 1 2
2   

2  نƔـــــدثţƅ مركـــــبƅتمـــــال اţƛـــــدة اŷاƁ : إذا كـــــانA  وB  Ɠƅتمـــــاţضـــــاء اž ن مـــــنƔـــــدثţ  P, ,    وكـــــان ،
 P A  و 0 P B    :كان  0     B

P A B P B P A       A
P A B P A P B  3  إذا كانــت Ɯًمــثž ، ــداثţƗمــن ا ƌٍــددٍ منتــŷ ــىƆŷ ــرةƔخƗخاصــة اƅم اƔمــŸمكــن تƔA  وB وC  ــداثاً مــنţأ    ،

وكان  P A  و 0 P A B  0  كان:  

        A B
P A B C P A B C P A B P C.        

4 ناƔدƅ تمالţƛمتساوي اƅضاء اſƅة اƅاţ Ɠž  

       B

P A B n A B
P A

P B n B
  

  

Ƒƃحتماƙل اƚƀستƙا.  

ţـدثƔن žـž Ɠضـاء اţتمـاB  Ɠƅو Aإذا كـان  :تŶرƒف   P, ,    نƔـدثţƅـول إن اƂن ،A وB  ًـاƔƅتماţن اƜƂمسـت
)إذا وƂžط إذا تƂţق اƅشرط  ) ( ) ( )P A B P A P B.=.  

)ţ Ɠžاƅة  )P B   أن Ɣكون Bو ƔAكاŒž اƛستƜƂل اţƛتماţƆƅ ƓƅدثƔن  0¹

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )B

P A B P A P B
P A P A

P B P B

.
= = =


  

žــž Ɠضــاء اţتمــاƓƅ  :مبرƋنــة   P, ,    ــدثانţƅإذا كــان ا ،A وB  ــدثانţƅــاً كــان اƔƅتماţن اƔƆƂمســتA وB¢ 

  .مستƔƆƂن اţتماƔƅاً أƔضاً 

  : اƙثبات 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A B P A P A B\¢ = = - *   
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)مستƜƂن اţتماƔƅاً žإن  Bو AوƗن  ) ( ) ( )P A B P A P B.=  ةƁƜŸƅا Ɠž وضŸن(   نŠد  *(

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P A P B P A P B P A P B. .1é ù¢ ¢= - = - =ê úë û  

  .مستƜƂن اţتماƔƅاً  ¢Bو žAاţƅدثان 

  :نتŞƒتان 

 Ɠƅتماţضاء اž Ɠž  P, ,    

  .مستƔƆƂن اţتماƔƅاً  Bو ¢AمستƔƆƂن اţتماƔƅاً كان اţƅدثان  Bو Aكان اţƅدثان  إذا 1)

  .مستƔƆƂن اţتماƔƅاً أƔضاً  ¢Bو ¢AمستƔƆƂن اţتماƔƅاً كان اţƅدثان  Bو Aإذا كان اţƅدثان  2)

  

  

Ƒƃحتماƙا Ŵƒتوزƃوا ƑőشواŶƃر اƒمتغƃا.  

Ɣƅكن  :تŶرƒف   P, ,    ًاƔƎاً منتƔƅتماţضاءاً اž .بأن ƓœشواŸƅر اƔżمتƅرف اŸنـة نƔŸƅضـاء اž اƎƂƆة منطƅدا ƌ
إƅـــى مŠموŷـــة اƂƅـــƔم اƅتـــƓ رمزنـــا ،  X، إذا رمزنـــا إƅـــى ƍـــذƋ اƅداƅـــة بـــاƅرمز ، ومســـتƂرƍا مŠموŷـــة اŷƗـــداد اƔƂƔƂţƅـــة 

 تأخــذƍا بــاƅرمز X  ƍناƔوأســم ، ƓœشــواŸƅــر اƔżمتƅم اƔــƁ ــةŷموŠا مX  وإذا كانــت ،r  اƍأخــذƔ Ɠتــƅم اƔــƂƅــدى اţإ
 ƓœشـــواŸƅـــر اƔżمتƅاX  أي ، r X   ـــدثţƅنـــا اžرŷ ، X r  ـــداثţƗـــة اŷموŠم ƌأخـــذ بأنـــƔ Ɠتـــƅطة اƔبســـƅا

 ƓœشواŸƅر اƔżمتƅا اƍندŷX  مةƔƂƅاr.  

ــــف  ƒرŶكن  :تƔــــ ƅ  P, ,    ًــــا ƔƎــــاً منت Ɣƅتماţضــــاءاً اž . كنƔــــ ƅوX  ــــى Ɔŷ ًاƔœشــــواŷ ًــــرا Ɣżمت ــــةŷموŠم  ƌمــــƔƁ
   nX r r r, , ..., 

1 2
  نسمƓ اƅداƅة .      X X

f X r f r P X r: :      

Ƒƃحتماƙانون اƀƃا  ƓœشواŸƅر اƔżمتƆƅX.  

 Ƒاضـــƒرƃا Ŵـــſتوƃـــف اƒرŶكن  :تƔـــƅ  P, ,    ًـــاƔƎـــاً منتƔƅتماţضـــاءاً اž . كنƔـــƅوX  ـــرƔżـــى متƆŷ ًاƔœشـــواŷ ًا 
 ƌمƔƁ ةŷموŠم   nX r r r, , ..., 

1 2
 Ɠƅتماţƛا ƌانونƁو ،

X
f .ددŸƅا Ɠذٍ نسمœندŷ  

       n

k k X X n X n
k

r p x r r f r r f r r f r. ...


     1 1 2 2

1

  

 ƓœشواŸƅر اƔżمتƆƅ ƓاضƔرƅا ŶƁتوƅاX  رمزƅبا ƌƔƅونرمز إ E X . أي:  

   n

k X k
k

E X r f r



1
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  :اƗحصاء

)إذا كانت  :تŶرƒف  )nx x x, , ...,
1 2

  :ŷندœذٍ نŸرف.Ɓراءة ƅمƂدار إţصاn Ɠœتمثل Ɣŷنة مكونة من  

-Ƒحسابƃمتوسط اƃدار  اƂمƅا ƌنة بأنƔŸƅا ƋذƎƅx  ةżƔصƅرف باŸمƅا:  
n

n

k
k

x x x
x x

n n

...
1 2

1

1

=

+ + +
= = å  

) تباƒن اƒŶƃنة- )nx x x, , ...,
1 2

xبأنƌ اƅمƂدار  
V  ةżƔصƅرف باŸمƅا:  

( ) ( ) ( ) ( )
n n

x k k
k k

V x x x x x x
n n

2 2 2
2 2

1 1

1 1

= =

= - = - = -å å  

)Ɣţث رمزنا باƅرمز  )x )أي إƅى اƅمتوسط اţƅسابƅ ƓمربŸات ƔƁم اƔŸƅنة  2 )nx x x, , ...,2 2 2

1 2
.  

) اƙنحراف اƃمƒŶاري ƒŶƄƃنة- )nx x x, , ...,
1 2

x، بأنƌ اƅمƂدار   x
Vs وƍو مƂدّر إţصاƂƔ ƓœـƔس مـدى تباŷـد اƔŸƅنـة . =

Ɠسابţƅا اƎن متوسطŷ.  

)إذا كانــت :تŶرƒــف ){ }k k
x y k n, : 1£ ــذٍ .Ɓــراءة ƅثناƔœــات مــن اƅمƂــادƔر اţƙصــاƔœة nتمثــل Ɣŷنــة مكونــة مــن  £ œندŷ

xyبأنƌ اƅمƂدار  تغاƒر ƋذƉ اƒŶƃنةنŸرف 
s  ةżƔصƅرف باŸمƅا:  

( )( )
n n

xy k k k k
k k

x x y y x y x y x y x y
n n

. . .
1 1

1 1
s

= =

= - - = - = -å å  

) ƍما اƅمتوسطان اţƅسابƔان ƔŸƆƅنتƔن yو Ɣţxث  )nx x x, , ...,
1 2

)و   )ny y y, , ...,
1 2

  .باƅترتƔب 

)إƅى اƅمتوسط اţƅسابŠƆƅ Ɠداءات  xyورمزنا باƅرمز  )n n
x y x y x y, , ...,
1 1 2 2

.  

  Ɣƅكن مƔƂاس اƅخطأ:  )دون برƋان(مبرƋنة

( )( ) ( )
n n

i i i i
i i

f x y ax b y
n n

2 2

1 1

1 1

= =

D= - = + -å å  

iاƗخطاء اƅمرتكبة ŷند تƂدƔر كل ƔƁمـة مُشـاƍدة أي اƅمتوسط اţƅسابƅ ƓمربŸات 
y  سـوبةţمƅمـة اƔƂƅبا( )if x . أخـذƔ ٍـذœندŷ

ŷaندما Ɣأخذ اƅمƂداران )  D*ونرمز إƎƔƅا باƅرمز ( أصżر ƔƁمة D  ƌƅاƅخطأ  b,  نƔمتƔƂƅاa b* *, ƓƆƔ ن كماƔتžرŸمƅا:  

xy

x

b y a x a* * *

2

s

s
= - =  

) وŷندœذٍ Ɣكون )y xy
r* 2 2

1sD = Ɣţ ،xyث  -

xy

x y

r
s

s s
=.  

)إذا كانــت  : تŶرƒــف ){ }k k
x y k n, : 1£ ŷندœــذٍ .Ɓــراءة ƅثناƔœـات مــن اƅمƂــادƔر اţƙصــاƔœة nتمثـل Ɣŷنــة مكونــة مــن  £

xyنŸرف مŸامل ارتباط اƔŸƅنة بأنƌ اƅمƂدار 
r  ةżƔصƅطى باŸمƅا:  
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( ) ( ) ( ) ( )
xy

xy

x y

x y x y
r

x x y y

. .
2 2

2 2

s

s s
-

= =

- -
 

Ɣţxyــــث 
s نـــــة ، وƔŸƅر اƔــــاżــــو تƍx y

,s s اƔŸمƅــــان اžراţنƛمــــا اƍ نƔنتـــــƔŸƆƅ ــــانƔر( )nx x x, , ...,
1 2

)و   )ny y y, , ...,
1 2

 

  .باƅترتƔب

)إذا كانــت  :تŶرƒــف ){ }k k
x y k n, : 1£ ŷندœــذٍ .Ɓــراءة ƅثناƔœــات مــن اƅمƂــادƔر اţƙصــاƔœة nتمثــل Ɣŷنــة مكونــة مــن  £
yي مŸادƅتƌ نŸرف مستƔƂم انţدار اƔŸƅنة بأنƌ اƅمستƔƂم اƅذ a x b* *=   :، Ɣţث  +

xy

x

b y a x a* * *,
2

s

s
= - =  

Ɣţxyــــث 
s نـــــة ، وƔŸƅر اƔــــاżــــو تƍx y

,s s  نƔنتـــــƔŸƆƅ ــــانƔارƔŸمƅــــان اžراţنƛمــــا اƍ( )nx x x, , ...,
1 2

)و   )ny y y, , ...,
1 2

 

)ƍمـــا اƅمتوســـطان اţƅســـابƔان ƔŸƆƅنتـــƔن  yو xباƅترتƔـــب، و )nx x x, , ...,
1 2

)و   )ny y y, , ...,
1 2

تُكتـــب مŸادƅـــة .باƅترتƔـــب 
  :مستƔƂم انţدار اƔŸƅنة باƅصżƔة اƅمتناظرة الآتƔة 

xy

y x

y y x x
r .

s s

æ ö- - ÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷çè ø
  

   :مƚحظة Ƌامة Şداً 

  :ŷادة نƂول إن 

 ويſ رتباطƙة  اƅاţ Ɠžxy
r 2

1

2
xyأو  ³

r .0 7³ 

 رتباط متوسطƙة  اƅاţ Ɠžxy
r 2

1 1

4 2
£ xyأو  >

r. .0 5 0 7£ £ 

 فƒŶرتباط ضƙة  اƅاţ Ɠžxy
r 2

1

4
xyأو  >

r .0 5<. 

-Ɯظنţ  ضاً أن إشارةƔأxy
r  من إشارة Ɠƍa   :ƅذƅك نƂول إن ) مƔل مستƔƂم اƛنţدار (  *

 ƑبƄرتباط سƙة  اƅاţ Ɠžxy
r  0 ، 

 ƑابŞƒرتباط إƙة  اƅاţ Ɠžxy
r  0. 

xyإن ţاƅــة -
r  xyأو  1

r  1  ــقžتوا*  0  ƌتــƅادŸــذي مƅم اƔƂمســتƅــى اƆŷ نتشــارƛابة اţــاط ســƂن ŶــƔمŠ ŶــƂأي ت ،
y a x b* *   ناƔدƅ كونƔارتباط تام، و.  

Ɣyمر مستƔƂم اƛنţدار - a x b* *   طةƂنƅدوماً من ا x y,.  
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  .اĞصفوفات واĞعادلات اĝطية: الوحدة الثانية 

  :اƃتحوƚƒت اƃسطرƒة اƕوƒƃة Ƅŵى اƃمصŽوżات

  ƅتكن اƅمصſوžة

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

1 2

. .

. .

. . . . . .

. .

. . . . . .

. .

j n

j n

i i ij in

m m mj mn

a a a a

a a a a

A
a a a a

a a a a

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

 

ŷijموداً ونرمزƍا اختصاراً بـاƅرمز  nسطراً و mذات 
A aé ù= ê úë û  ـثƔţ{ } { }1 2 1 2, , ..., , , , ...,i m j nÎ Î  إن كـل

  : ƔAسمى تţوƜًƔ سطرƔاً Ɔŷى اƅمصſوžة  AإŠراء مما ƔأتƆŷ Ɠى اƅمصſوžة 

iونرمزj  Ƌواƅسطر  iاƅمبادƅة بƔن اƅسطر  1) j«.  

Ɣţ0kث  kباŸƅدد  jضرب اƅسطر  2) ¹  Ƌونرمزj j
kR R.  

iونرمزi  Ƌثم إضاžتƌ إƅى اƅسطر  kباŸƅدد  jضرب اƅسطر  3) j i
R kR R+   

A,نƂـول ŷـن اƅمصـſوžتƔن  :اƃمصŽوżتان اƃمتكاőżتـان B خـƗـن اŷ şما تنـتƍـداţن إذا كانـت إƔتžمـا متكـاƎـدد إنŷ راءŠرى بـإ
Aمنتƌٍ من اƅتţوƜƔت اƅسطرƔة اƗوƔƅة ونكتب ŷندœذٍ  B.  

  ):أو اختصاراً اƃمصŽوżة اƃمدرŞة(اƃمصŽوżة اƃمدرŞة سطرƒاً 

ŷنصــراً راœــداً žــž ƓــƓ مصــſوžة Ɣســمى ) ƂƔُــرأ مــن اƔƅســار إƅــى اƔƅمــƔن(إن أول ŷنصــر ƔŻــر مŸــدوم žــƓ كــل ســطر : 1تŶرƒــف
Ƌسطر.  

  .Ɠž مصſوžة ƍو سطر Šمŷ ŶƔناصرƋ مŸدومة) اƅمŸدوم(اƅسطر اƅصſري  : 2تŶرƒف

  :اƅمصſوžة اƅمدرŠّة Ɠƍ مصſوžة تƂţق ما ƔأتƓ : 3تŶرƒف

(a نƔمƔ ىƅإ ŶƂƔ كل سطر Ɠž دœراƅنصر اŸƅا ƌƂسبƔ ذيƅسطر اƅا Ɠž دœراƅنصر اŸƅا.  

(b  ةƔرſصƅسطر اƗة تسبق اƔرſصƅر اƔŻ سطرƗا)دتŠإن و.(  

  .žإنƌ توŠد Ɔŷى اƁƗل مصſوžة مدرŠة مكاœžة Ǝƅا AأƔاً كانت اƅمصſوžة  :مبرƋنة

  .Şمل اƃمŶادƙت اƃخطƒة

  .تŶارƒف واصطƚحات

مƎŠوn  ƛًاƅمŸادƅة اƅخطƔة ذات  : ƒ1فتŶر 
1 2
, , ...,

n
x x x شكلƅة من اƅادŸكل م Ɠƍ:  

1 1 2 2
...

n n
a x a x a x b+ + + =  

Ɣţـــث 
1 2
, , ..., ,

n
a a a b ـــة ƔƂƔƂţ ثوابـــت . ثوابـــتƅتســـمى ا( )1 2, , ...,

i
i n a= ـــدţ ـــال ـــة، وƔســـمى أمث ƅادŸمƅود اb  ـــدţƅا

  .اƅثابت ƆƅمŸادƅة
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تسمى اƅصżƔة  :مƚحظة
1 1 2 2

...
n n

a x a x a x b+ + +   .ƆƅمŸادƅة اƅخطƔة) اƅنظامƓ(اƅشكل اƅمƔŸاري =

ţـــل اƅمŸادƅـــة اƅخطƔـــة  : 2تŶرƒـــف
1 1 2 2

...
n n

a x a x a x b+ + + ل ƍـــو إŠƔـــاد ƁـــƔم اƅمŠاƔƍـــ =
1 2
, , ...,

n
x x x  Ɠتـــƅا

  ).أي تŸŠل طرƎžا اƗول Ɣساوي طرƎžا اƅثانƓ( تƂţق ƍذƋ اƅمŸادƅة 

  .حل ŞمƄة اƃمŶادƙت اƃخطƒة

  :اƃمŶادƃة اƃخطƒة ذات مƌŞوƒƃن

)Ɣƅكن  ) ( )0 0, ,a b axوƅنتأمل اƅمŸادƅة اƅخطƔة  ¹ by c+ x,ذات اƅمƎŠوƔƅن  = y.  

  .بدƅƛة الآخر )اƅذي أمثاƔŻ ƌƅر مŸدومة(تƂبل ƍذƋ اƅمŸادƅة ŷدداً ƔŻر منتƌٍ من اƆţƅول، Ɣţث نţسب أţد اƅمƎŠوƔƅن 

  :مſاƔƍم أساسƔة

 ةƒخطƃت اƙادŶمƃة اƄمŞ:  

)مƎŠوn  Ɠƍ ƛًمŸادƅة خطƔة بــ  mنسمŠ ƓمƆة  )
1 2
, , ...,

n
x x x شكلƅت من اƛادŸة مƆمŠ كل:  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...

...

...

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =
+ + + =

+ + + =
    

)ونسمƔƁ Ɠم اƅمŠاƔƍل  )
1 2
, , ...,

n
x x x  ةƆمŠƅا Ƌذƍ تƛادŸة من مƅادŸق كل مƂţت ƓتƅةاƄمŞƄƃ ƚًح.  

 ةƆمŠƅا ƋذƎƅ ولƆţƅة كل اŷموŠم Ɠƍ ةƔت خطƛادŸة مƆمŠƅ ولƆţƅل أو اţƅة اŷموŠم.  

 وسƓتبار الآتŷƛن اƔŸنأخذ ب:  

  .اوŠد مŠموŷة اƆţƅول ŠƅمƆة اƅمŸادƛت اƅخطƔة: إن Ɓوƅنا ţُل ŠمƆة اƅمŸادƛت اƅخطƔة، ƔكاƁ Œžوƅنا

  :مƎŠوn  ƛًمŸادƅة خطƔة بــ  ţmل ŠمƆة 

  : مƎŠوn  ƛًــ مŸادƅة خطƔة ب ƅmتكن ŠمƆة 

( )
11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...

...
.........

...

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b
I

a x a x a x b

ìï + + + =ïïï + + + =ïïíïïïï + + + =ïïî

     

)ســنŠد Ɣžمــا ƔــأتƓ أنــƁ ƌــد Ɣكــون ŠƆƅمƆــة  )I  مــن ƌٍــر منتــƔŻ ــددŷ ــاƎƅ كــونƔ ــل أو أنţƅة اƆƔţــد، أو أن تكــون  مســتƔţــل وţ
  .اƆţƅول

)Ɣمكن باستŸمال اƅمصſوžات صƔاŻة اŠƅمƆة  )I Ɠشكل الآتƅى اƆŷ:  
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11 12 1 1 1 1

21 22 2 2 2 2

1 2

1 2

... ...

... ...

.

... ...

j n

j n

i i ij in j i

m m mj mn n m

a a a a x b

a a a a x b

a a a a x b

a a a a x b

é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú=ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê úë û ë û ë û

     

     
  

)اƅذي Ɣسمى اƅشكل اƅمصſوŠƆƅ ƓžمƆة  )I  ًكتب اختصاراƔو :.AX B=.  

mمــن اƅمرتبــة  ƔţAـث تســمى اƅمصـſوžة  n´ ة أمثــال اžوſـة مصـƆمŠƅ( )I ــولƎŠـا أمثــال مƎƔž مــودŷ مثــل كـلƔ ــثƔţ ،
)مŠاƔƍــل اŠƅمƆــة ) ŷمــود(مصــſوžة  Xوتســمى . واţــد Ƃžــط žــƓ اŠƅمƆــة )I . ــراً تســمىƔوأخB  ةžوſمــود(مصــŷ ( ــدودţƅا

)اƅثابتة ŠƆƅمƆة  )I.  

)وŷادةً نƂرن باŠƅمƆة  )I  ةŸموسƅة اžوſمصƅاH A Bé ù= ê úë û  ةƆمŠƆƅ( )I:  
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ê ú
ê úê úë û

    

    
  

ƓأتƔ ظ ماţƜمما سبق ن:  

  ةƆمŠƅت اƛادŸدد مŷ( )I ساويƔ ،m ةžوſمصƅدد أسطر اŷ وƍو ،A. 

  ةƆمŠƅل اƔƍاŠدد مŷ( )I ساويƔ ،n  ةžوſمصƅمدة اŷدد أŷ وƍوA. 

  :اŠƅمƆة اƅمتŠانسة واŠƅمƆة ƔŻر اƅمتŠانسة

  .Š ƓƍمƆة مŸادƛت خطƔة، اţƅد اƅثابت Ɠž كل منƎا مŸدوم: تŠانسةاŠƅمƆة اƅم

أي إن مصſوžة ţدودƍا اƅثابتة 

0

0

0

0

B

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û




AX.وتمثƎƆا اƅمŸادƅة اƅمصſوƔžة   O= ةŸموسƅا اƎتžوſومصH AOé ù= ê úë û.  

Bة مصـــſوžة اţƅـــدود اƅثابتـــة ƎƔžـــا Ɣƅســـت صـــſرƔة أي ƍـــŠ ƓمƆـــة مŸـــادƜƅت خطƔـــ: اŠƅمƆـــة ƔŻـــر اƅمتŠانســـة O¹  ـــاƎƆتمث
AX.اƅمŸادƅة اƅمصſوƔžة  B= ةŸموسƅا اƎتžوſمص ،H A Bé ù= ê úë û.  
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AX. اƅمبرƍنتان الآتƔتان تƂدمان مŠموŷة اƆţƅول ƅكل من اŠƅمƆة اƅمتŠانسة، واŠƅمƆة ƔŻر اƅمتŠانسة B=.  

ـــة ـــة ƔŻـــر اƅمتŠانســـة: ( 1مبرƍن ƆمŠƅـــة ا ƅاţ ( ـــتكن ƅ( )I  ـــة ƆمŠm  ـــة ذات Ɣـــة خط ƅادŸمn  ةŸموســـƅا اƎتžوſمصـــ ƛًـــوƎŠم
H A Bé ù= ê úë û.  

  ة نردŸموسƅة اžوſمصƅاH A Bé ù= ê úë û مدرجƅشكل اƅى اƅإ. 

  كنƔƅr  مثالƗة اžوſمصƅ ةœžة مكاŠة مدرžوſمص Ɠž دةœراƅناصر اŸƅدد اŷA. 

  كنƔƅr ، وƍـو دومـاً ƂţƔـق اƅمتراţŠـة ƆƅHمصـſوžة اƅموسـŸة ŷـدد اŸƅناصـر اƅراœـدة žـƓ مصـſوžة مدرŠـة مكاœžـة  ¢
r r¢ ³. 

  :ŷندœذٍ تتƂţق واţدة Ƃžط من اţƅاƛت الآتƔة

(1 r r n¢=   .Ɣžكون ŠƆƅمƆة ţل وƔţد ƍ ƓžذƋ اţƅاƅة.=

(2 r r n¢= ŠƆƅnمƆة ŷدد ƔŻر منتƌٍ من اƆţƅول بــ . > r-  ًاƔارƔاخت ƛًوƎŠم.  

(3 r r   )متناƁضة(اŠƅمƆة مستƆƔţة اţƅل. ¢¹

)ن ƅتك) ţاƅة اŠƅمƆة اƅمتŠانسة: ( 2مبرƍنة )I  انسة مكونـة مـنŠة متƆمŠm  ـة ذاتƔـة خطƅادŸمn  اƎتžوſمصـ ƛًـوƎŠم
HاƅموسŸة  AOé ù= ê úë û. ـةƅاţƅا Ƌـذƍ Ɠـž ًنا دومـاƔـدƅ ƌـظ أنـţƜة، نƂسـابƅنة اƍمبرƅباتباع خطوات اr r ، إذن نمƔـز Ƃžـط =¢
  :ţاƅتƔن 

(1 r n=. ريſصƅل اţƅو اƍ دƔţل وţ ةƆمŠƆƅ كونƔž
1 2

0...
n

x x x= = =   .ƍ ƓžذƋ اţƅاƅة =

(2 r n< . ول بــƆţƅمن ا ƌٍر منتƔŻ ددŷ ةƆمŠƆƅn r-  ًاƔارƔاخت ƛًوƎŠم.  

  :مţƜظة

 اƎƅ Ţل واضţ ريſصƅل اţƅن اƗ لţƆƅ ةƆابƁ ًدوما Ɠƍ انسةŠمتƅة اƆمŠƅا. 

  تƛادŸمƅدد اŷ إذا كانm  ر منżأصn من ا ƌٍر منتƔŻ ددŷ انسةŠمتƅة اƆمŠƆƅ إنž لƔƍاŠمƅدد اŷولƆţƅ. 

  :مƎŠوn  ƛًمŸادƅة خطƔة ذات  mطرƂƔة Żاوس ţƅل ŠمƆة 

  :تŸتمد ƍذƋ اƅطرƂƔة Ɔŷى اƅمبرƍنة الآتƔة

Hاƅمصſوžة اƅموسŸة ŠƅمƆة مŸادƛت خطƔة وكانت  Hإذا كانت : مبرƍنة žـإن  Hمصſوžة مدرŠـة مكاœžـة Ɔƅمصـſوžة  ¢
ŠHمƆة اƅمŸادƛت اƅخطƔة اƅمواƂžة Ɔƅمصſوžة    .HتكاŠ ŒžمƆة اƅمŸادƛت اƅخطƔة اƅمواƂžة Ɔƅمصſوžة  ¢

AX.اƅخطƔة  اƅخوارزمƔة الآتƔة توضŢ طرƂƔة Żاوس ţƅل ŠمƆة اƅمŸادƛت B= :  

  ةŸموسƅة اžوſمصƅنرد اH A Bé ù= ê úë û  مدرجƅشكل اƅى اƅإH ¢. 

  ةžوſمصƆƅ ةœžمكاƅة اŠمدرƅة اžوſمصƅا Ɠž دةœراƅناصر اŸƅا ƓصţنA  كنƔƅوr. 

 ا Ɠصţة نžوſمصƅا Ɠž دةœراƅناصر اŸƅH rوƔƅكن  ¢ ¢. 

  إذا كانr r ŷHندƍا ƔظƎر Ɠž اƅمصſوžة (، ¢¹ 0سطر ƔكاŒž اƅمŸادƅـة  ¢ c= ـثƔţ ،c ـددŷ  ،ـدومŸـر مƔŻ
 ).ƍ ƓžذƋ اţƅاƅة fوتكون اŠƅمƆة مستƆƔţة ومŠموŷة اƆţƅول تساوي 
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  إذا كانr r ŷHندœذٍ نكتب ŠمƆة اƅمŸادƛت اƅمواƂžة Ɔƅمصſوžة اƅموسŸة  =¢ ¢. 

 ضƔـوŸتƅـة اƂƔـة بطرŠناتƅت اƛـادŸمƅة اƆمŠ لţـىمـ(نƆŷƗا ƋـاŠدنـى باتƗطـاة ). ن اŸمƅـة اƆمŠƅـول اƆţ ـىƆŷ صـلţنž
Ɣţrث تكون وƔţد اţƅل ŷندما  r n¢= r، أو Ɣكون Ǝƅا ŷدد ƔŻر منتـƌٍ مـن اƆţƅـول žـţ Ɠاƅـة = r n¢= < 

nونƎƆţا بــ  r-  ًاƔارƔاخت ƛًوƎŠم. 

  

 عداد اĞركبةالأ: الوحدة الثالثة

  مركبƅدد اŸƆƅ بريŠƅشكل اƅى اƆŷ ًاƂت سابžرŸو  تƍ  ثƔţ. 

  رمزƅمركبة باƅداد اŷƗة اŷموŠث  رمزنا مƔţ  ة وƔƆƔتخƅدة اţوƅا 

  ددŸƆƅ ةƔŸƔطبƅوى اƂƅث ( اƔţ  ( Ɠƍ: 

  

  ديƂŸƅدد اŸƅق اžو  مراƍ  ٍذœندŷ: 

  

  )اŸƅدد اƅمركبوƓƍ طوƆƔة (                                 

 Ɠž دودţƅرات اƔل كثƔƆţة بأمثال تƔوامل خطŷ ىƅإ.  

 ƛًشكل  –أوƅة من اƔŸƔتربƅة اƅادŸمƅا  

  ƆƅمŸادƅة Ɯţن ƍما   

  وتكتب اƅمŸادƅة ŷندœذٍ باƅشكل  Ɣžكون   

  ƆƅمŸادƅة ƍ ƓžذƋ اţƅاƅة Ɯţن ƍما 

  .ƔƂƔة و أŷداد Ɣţ Ƃţث  اƅمŸادƅة اƅتربƔŸƔة من اƅشكل  –ثانƔاً 

  :ونمƔز اţƅاƛت الآتƔة  ţƆƅل نţسب ممƔز اƅمŸادƅة 

  كان ƆƅمŸادƅة Šذران  إذا كان  

  كان ƆƅمŸادƅة Šذران  إذا كان  

ــــة Šــــذران  إذا كــــان   ƅادŸمƆƅ ان  كــــانƔــــد Ƃŷ ــــذرانŠ مــــاƍو
  )الآخر بأخذ مراžق اŠƅذر اƗول ƍ ƓžذƋ اţƅاƅة ŷند مŸرžة أţد Šذري اƅمŸادƅة Ɣمكن مŸرžة اŠƅذر(متراƂžان وƔŻر ƔƔƂƔƂţن

  باƅشكل اŠƅبري اŠƅذران اƅتربƔŸƔان ŸƆƅدد اƅمركب 
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  إذا وƂžط إذا كان Šذر تربŸƆƅ ƓŸƔدد اƅمركب  نƂول إن : تŸرƔف

  Ɠƍ مŠموŷة ŠمŶƔ اŠƅذور اƅتربƔŸƔة ŸƆƅدد  ŷندœذٍ تكون اƅمŠموŷة .Šذراً تربƔŸƔاً ŸƆƅدد  Ɣƅكن :خاصة

  :نţل ŠمƆة اƅمŸادƛت اƅثƜثة اƅتاƔƅة ŸƆƅدد  ŠƔƙاد اŠƅذور اƅتربƔŸƔة :  مţƜظة ƍامة Šداً 

  

  .اƃتمثƒل اƌƃندسŵƖƃ Ƒداد اƃمركبة

  :صورة اŶƃدد اƃمركب

  طـــــةƂــــــدداً مركبـــــاً  كـــــل نŷ ابـــــلƂــــــدد مركـــــب  تŷ طــــــة  وكـــــلƂابـــــل نƂƔ

 .نرمز ƅذƅك باƅرمز  

  طـــــــــــةƂكـــــــــــل ن  Ŷموضـــــــــــƅا ƌـــــــــــŠابـــــــــــل متƂمســـــــــــتوي تƅا Ɠـــــــــــž ƌـــــــــــŠوكـــــــــــل مت 

ممثل اŸƅدد (  صورة اŸƅدد اƅمركب  ونƂول إن  ƂƔابل ŷدداً ƂŷدƔاً  
 ).اƅمركب 

  ) :اƃمركب(اƃمستوي اƀŶƃدي 

مــن  ، وبــاŸƅكس كــل نƂطــة  مــن اƅمţــور  ƍــƓ نƂطــة  صــورة كــل ŷــدد مركــب 
  .ـ ƅذƅك نسمƓ مţور اſƅواصل اƅمţور اƓƂƔƂţƅ مţور اſƅواصل Ɠƍ صورة Ÿƅدد مركب من اƅشكل 

مــن  ، وبــاŸƅكس كــل نƂطــة  مــن اƅمţــور  ƍــƓ نƂطــة  كــل ŷــدد مركــب  صــورة
  .ـ ƅذƅك نسمƓ مţور اſƅواصل اƅمţور اƅتخƓƆƔ مţور اƅتراتƔب Ɠƍ صورة Ÿƅدد مركب من اƅشكل 

  .نسمƓ اƅمستوي اƅمƔŸن بƎذƔن اƅمţورƔن اƅمستوي اƅمركب

  :اŵƕداد اƃمركبة وصورƋا كمتƌŞات Ƒż اƃمستوي

  œذٍ ŷند Ɣƅكن اŸƅددان 

  صورة مŠموع ƍذƔن اŸƅددƔن

 

إذن .ƍـƓ صـورة  ، و ƍـƓ صـورة  Ɣţث  Ɠƍ مŠموع صورتƎƔما ، أي 
 Ɠــž عƜضــƗــدة متــوازي اŷاƁ ســبţ ــكƅمســتوي وذƅا Ɠــž نƔــƎŠمت ŶمــŠ ــةƔƆمŸن بƔن مــركبƔــددŷ ŶمــŠ ــةƔƆمŷ مكــن أن نمثــلƔ

  .ŠمŶ اƅمتƎŠات
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  صورة طرح ƍذƔن اŸƅددƔن 

  

ذن Ɣمكــن أن نمثــل ŷمƔƆــة طــرح ŷــدد مركــب مــن ŷــدد مركــب إ ƍــƓ مŠمــوع صــورتƎƔما ، أي 
  .آخر بŸمƔƆة طرح متƌŠ من آخر Ɠž اƅمستوي

  صورة اŸƅدد 

  

إذن Ɣمكــن أن نمثــل ŷمƔƆــة ضــرب ŷــدد ƂƔƂţــƓ بŸــدد مركــب  ƍــو 
  .بŸمƔƆة ضرب ŷدد ƓƂƔƂţ بمتƓž ƌŠ اƅمستوي

 اتƎŠمتƅى اƅمركبة إƅداد اŷƗى اƆŷ اتƔƆمŷ لƂمكن نƔ ƌد أنŠمستوي مما سبق نƅا Ɠž دادŷƗا ƋذƎƅ ةƆممثƅا. 

  ـــــــددانŸƅكن اƔـــــــ ƅ  ،  ماƍمســـــــتوي  ،  وصـــــــورتاƅا Ɠـــــــž ،ـــــــب Ɣترتƅبا
 نŠد . 

  

وƍــــــــو Ɣكتــــــــب Ɔŷــــــــى اƅشــــــــكل  ƍــــــــو  ،  نƆŸــــــــم أن اƅشــــــــرط اƅــــــــƜزم واƅكــــــــاƅ Ɠžتــــــــوازي 
.  

ـــــــم أن اƅشـــــــرط اƅـــــــƜزم واƅكـــــــاƅ ƓžتŸامـــــــد  ƆŸـــــــو  ،  ونƍ  شـــــــكلƅـــــــى اƆŷ كتـــــــبƔ ـــــــوƍو
  

  :صورƋا كنƀاط Ƒż اƃمستوياŵƕداد اƃمركبة و 

  .باƅترتƔب Ɠž اƅمستوي  ،  وصورتاƍما  ،  Ɣƅكن اŸƅددان 

وƍــــو نſســـƌ طوƆƔـــة اŸƅــــدد  ŸƔطـــى باƁƜŸƅـــة  طـــول اƂƅطŸـــة اƅمســــتƔƂمة 
  أي  

  : اƃصƒغة اƕسƒة ŶƄƃدد اƃمركب

  :اƃشكل اƕسŶƃ Ƒدد مركب طوƄƒتƊ تساوي اƃواحد 

ƂţƔـق  ، ƔوŠـد ŷـدد ƂƔƂţـƓ  اƅواţـد طوƆƔتƌ تسـاوي  Ɣƅكن اŸƅدد اƅمركب 
 ونستطŶƔ كتابتƆŷ ƌى اƅشكل  و  

  .ونسمƌƔ اƅشكل اƗسŸƆƅ Ɠدد اƅمركب  باƅرمز  ƔƂƔƂţاً رمزنا إƅى اŸƅدد اƅمركب  إذا كان 

 ŝőحظات ونتاƚم:  
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  

  

  خاصةƅة اƅاţƅا Ɠž  دŠن 

  ƓƂƔƂţ ددŷ ل أيŠإن من أž 

  

  

 ت ƌتـــƆƔـــدد مركـــب كوŷ بمـــا أن كـــل ƌـــƂžومرا ƌوبـــƆƂتســـاوى مƔ ـــدţواƅـــد  ســـاوي اŠن ƌومنـــ

 

  

   : اƃتمثƒل اƌƃندسŶƄƃ Ƒدد اƃمركب 

Ɔŷــى داœــرة نصــف Ɓطرƍــا Ɣســاوي  بنƂطــة  žــƓ اƅمســتوي اƅمţــدث بمƆŸــم متŠــانس  نمثــل اŸƅــدد 

  .ا زاوƔة ƔƁاسƎ مŶ اƅمتƌŠ  بƔţث ƔصنŶ نصف اƂƅطر ) داœرة اƅوţدة( اƅواţد ومركزƍا مبدأ اţƙداثƔات 

  ددŸƆƅ ةƆممثƅطة اƂنƅتكن  اƅطة  وƂنƆƅ طة مناظرةƂن Ɠƍ  ورţمƆƅ نسبةƅبا. 

  ـــددŸƆƅ ـــة Ɔممثƅطـــة اƂنƅنمـــا اƔـــتكن   ب ƅطـــة  وƂنƅـــرة ا Ɣنظ Ɠـــƍ  ـــورţـــى م ƅنســـبة إƅبا
 .اţƙداثƔات

  ــاطƂنƅــداد  اŷƘƅ ــةƆممثƅــث  اƔţ  مبــدأ Ɠــž ƋطــراƁ ŶــاطƂتƔ Ŷمربــƅ ًتشــكل رؤوســا
 .ŷداد اƅتƓ تمثƎƆا ƍذƋ اƅنƂاط باŷƗداد اƅتشاركƔةونسمƓ اƗ. اţƙداثƔات

  اطƂنƅموماً اŷداد  وŷƘƅ ةƆممثƅث  اƔţ  منتظم ŶƆمضƅ ًتشكل رؤوسا
 .ضŸƆاً مرسوم Ɠž داœرة اƅوţدة ذي 

  :دستورا أوƄƒر 

 ƓƂƔƂţ ددŷ كلƅ ةƔثƆمثƅنسب اƅكتابة ا ŶƔنستط ƓƆƔ مركبة كماƅداد اŷƗمال اŸباست  

  ،  

ŶمŠƅد باŠنž   دŠطرح نƅر ، ثم باƆƔما دستورا أوƍو.  
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  :اŞƃداء واƀƃسمة 

  كان أƔاً كان اŸƅددان اƔƂƔƂţƅان 

  

  .وذƅك أƔاً كان  ومنƌ اƅدستور 

  كان كما أنƌ أƔاً كان اŸƅددان اƔƂƔƂţƅان 

  

 ŝőنتا:  

  ةƅاţ Ɠž  من şأن  نستنت. 

  Ţتصبƅ ƓŸƔى أس طبƅإ Ŷžرƅدة اŷاƁ مƔمŸمكن تƔ  اً كانƔأ. ƓاضـƔرƅراء اƂسـتƛن باƍوتبر
 ƓأتƔ كما: 

  .أƔاً كان  : اƅتاƔƅة  ƅتكن  ţ Ɠžاƅة 

  .صţƔţة žاƅخاصة  ƅدƔنا اصطţƜاً  ŷندما 

žــــƓ اƅنƂطــــة  وƂƅــــد أثبتنــــا صــــţة اƅخاصــــة . صــــţƔţة وضــــوţاً  اƅخاصــــة  ŷنــــدما 
  .اƅسابƂة

  ŷندƍا أي .ŷند ŷدد طبƅ  ƓŸƔنſترض صţة اƅخاصة 

  

  .أƔا كانت ƔƁمة  žنكون Ɓد أثبتنا صţة .ţƔة أƔضاً صţ إذن 

  ــدةŷاƂƅــى اƂــة  تبƅاţ Ɠــž ةţƔţنــدما  صــŷ ƌنــƗ  كــونƔ  مكــن أنƔو
 نكتب 

  

  .رڤوتكتب ƍذƋ اƅنتŠƔة بشكل مكاƍ Œžو دستور دوموا
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  :ر ڤدستور دوموا

  كان  وأƔاً كانت  أƔاً كانت 

  :مبرƋنة 

  .Ɠƍ ) باƅمƎŠول ( ل اƅمŸادƅة إن مŠموŷة Ɔţو . ŷدداً ƔƂƔƂţاً  Ɣƅكن 

ـــــو ضـــــربنا طرžـــــƓ اƅمســـــاواة  ƅ ـــــة ƔƂƔƂţƅا Ɠـــــž  ـــــددŸƅنا أن  باŠاســـــتنت  ŒžكـــــاƔ ـــــذاƍو
وƍـــƓ اƅنتŠƔـــة  ƍـــو مضـــاŷف صـــŸƆƅ ŢƔţـــدد  أي أن  

  .اƅمطƆوبة

  :اƃشكل اƕسŶƃ Ƒدد مركب 

  ƂţƔق  ƔوŠد ŷدد ž ، ƓƂƔƂţ)تƂţق من ذƅك(ƂƔابŷ ƌƆدد طوƆƔتƌ تساوي اƅواţد ƍو  كل ŷدد مركب ƔŻر مŸدوم 

وƍــو  وإذا رمزنــا  باƅشــكل  وƍــذا Ɣمكننــا مــن كتابــة اŸƅــدد اƅمركــب ƔŻــر اƅمŸــدوم  

  .زاوƔة اŸƅدد اƅمركب ونسمƓ .اƅشكل اƗسŸƆƅ Ɠدد اƅمركب

 ŝőنتا:  

 ةƂسابƅنة اƍمبرƅى اƅمساواة .استناداً إƅق اƂţط إذا كان تتƂžإذا و 

  

  ك إذا كانـــــتƅـــــدد ا وكـــــذŸƆƅ ـــــةƔـــــدوم زاوŸمƅـــــر اƔŻ مركـــــبƅ  ƓـــــƂƔƂţ ـــــددŷ ـــــة  ، كـــــان كـــــلŷموŠمƅمـــــن ا
 .أƔضاً زاوƔة ŸƆƅدد اƅمركب  

  دد مركبŷ مكن كتابة كلƔ  شكلƅدوم باŸر مƔŻ  ثƔţ 

  

  من اƁƜŸƅتƔن  تتƔŸن  إذن بţسب تŸرƔف 
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 Ƒسƕشكل اƃن باƒن مركبƒددŵ سمةſداء وŞ:  

 ،  Ɣƅكن اŸƅددان اƅمركبان ƔŻر اƅمŸدومƔن 

  : ƅنţسب اŠƅداء 

  

 ƓأتƔ كما şنتƔ سمةƂƅاصل اţو:  

  

  :نتŞƒة 

  كان  وكان  إذا كان اŸƅدد اƅمركب ƔŻر اƅصſري 

 Ɠندسƍ لƔتمث:  

Ɔŷى داœرة نصف Ɓطرƍا  بنƂطة  Ɠž اƅمستوي اƅمţدث بمƆŸم متŠانس  نمثل اŸƅدد اƅمركب 

  .زاوƔة ƔƁاسƎا  مŶ اƅمتƌŠ  بƔţث ƔصنŶ نصف اƂƅطر  ومركزƍا مبدأ اţƙداثƔات  Ɣساوي 

  

كما Ɠž  نمثل اŸƅدد  ،  Ɣƅكن اŸƅددان اƅمركبان ƔŻر اƅمŸدومƔن 
  .اƅرسم
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  :Ŷƃدد مركب  اŞƃذور من اƃمرتبة 

  .مŠموŷة اŷƗداد اƅمركبة اƅتƓ تƂţق  Ÿƅدد مركب  نƂصد باŠƅذور من اƅمرتبة 

بƔţــــــث  Šِــــــدَ وَوُ  ومنــــــƌ  أţــــــد ƍــــــذƋ اŠƅــــــذور كــــــان  žــــــإذا كــــــان اŸƅــــــدد 

žتصــــبŢ اƅصــــżƔة اŸƅامــــة  بƔţــــث  وƔوŠــــد  وبƂــــول آخــــر  

Ɨن اƂƅــƔم اƗخــرى ƅــƌ تكــرر  Ɣأخــذ Ƃžــط اƂƅــƔم  وƍنــا نŸŠــل  ŠƆƅــذر 
  .اŠƅذور نſسƎا

  

  

  :تطبƀƒات اŵƕداد اƃمركبة Ƒż اƌƃندسة اƃمستوƒة 

  .Ɔƅمţور متناظرتان باƅنسبة  و  صورتان Ɠž اƅمستوي اƂŸƅدي  و  ŸƆƅددƔن -

  و  صورتان Ɠž اƅمستوي اƂŸƅدي  و  ŸƆƅددƔن -

  

n

n
iz r e 

0 0

nz z
0

iz re n in ir e r e 
0

nr r
0

k  
n k   

0
2

n nr r
0

k  k

n n

   0 2

k
i
n n

n
k

z r e

 


      0 2

0
kn, , , ..., 0 1 2 1

zz M z M zx x
zz M z M z

عϠوϡ لϠجميع 
 
 
 

تϡ التحميل من موقع عϠوϡ لϠجميع 
http://www.3lom4all.com 



    Δ ح ف  34|  ص
 

  ΎيرولΎكبلل Δثاثلا ΎΕيضΎيرلا Ώتكل يرظنلا صخلملا

 

منتصف اƂƅطŸة  ŷندœذٍ اƅنƂطة . صورة اŸƅدد اƅمركب  واƅنƂطة  صورة اŸƅدد اƅمركب  ƅتكن اƅنƂطة -

 تمثل اŸƅدد  اƅمستƔƂمة 

  .Ɠž اƅمستوي اƂŸƅدي واƅتƓ تمثل اŷƗداد  ƅتكن اƅنƂاط -

  .ƓƎž تŸبر ŷن اƅزاوƔة  وزاوƔة اŸƅدد  بƔن زاوƔة اŸƅدد Ɠƍ اſƅرق  زاوƔة اŸƅدد 

واƅشرط .ƔƂƔƂţاً  Ɔŷى استƂامة واţدة أن Ɣكون اŸƅدد  اƅشرط اƜƅزم واƅكاƅ Ɠžتكون اƅنƂاط  :نتŞƒة 

  .تخƔƆƔاً بţتاً ƔŻر صſري أن Ɣكون اŸƅدد  مŶ  اƜƅزم واƅكاƔƅ ƓžتŸامد 

  

  ةالهندسة التحليلي
  القطوع اĞخروطية: الوحدة الأولى

 Őżمكاƃا Ŵطƀƃا:  

Őżمكاƃا Ŵطƀƃف اƒرŶكن  :تƔƅ  تكنƅمستوي ، وƅا Ɠž ماً ماƔƂمستF  ىƅإ Ɠتنتم ƛ طةƂن )F Ï .( Ɠنسم
مسـاžة تسـاوي بŸـدƍا ŷـن اƅمسـتƔƂم  FمŠموŷـة نƂـاط اƅمسـتوي اƅتـƓ تبŸـد ŷـن  ودƆƔƅـţF  ƌرƁـƁ ƌطŸاً مكاœžـاً م

    .
  

ŷمودƔـاً  Fاƅمار باƅنƂطـة  إن اƅمستƔƂم .  FومţرƌƆƔ  ƌƁ اƂƅطŶ اƅمكاŒž اƅذي دƔƅ ƅكن  :مبرƋنة وتŶرƒف
Vوإذا كانــت .  ƍــو مţــوƛ تنــاظر ƂƆƅطــŶ اƅمكــاƆŷ  Œžــى   Ɔŷــى اƅــدƔƅل  ƍFــƓ اƅمرتســم اƂƅــاœم Ɔƅمţــرق  ¢

FVéمنتصف اƂƅطŸة اƅمستƔƂمة  Vكانت اƅنƂطة  ù¢ê úë û  Œžمكاƅا ŶطƂƅطة من اƂن نسمŒžمكاƅا ŶطƂƅا ذروة اƎƔ.  

ƅFنţƜظ أوƛً أن  :اƗثبات Î  لƔƅدƅوأن ا  ىƅنسبة إƅمتناظر با.  

و Qوƅـتكن  نƂطة مـن اƂƅطـŶ اƅمكـاƅP  Œžتكن 
Q ¢  Ɠـــــ PوPنظƔرت ـــــى  ¢ ƅنســـــبة إƅـــــب با Ɣترتƅبا .

اƅتنــــاظر باƅنســــبة إƅــــى مســــتƔƂم ţƔــــاžظ Ɔŷــــى اƅتŸامــــد 
QQوƆŷى اƗطوال، إذن  ¢ QQو ^ PP¢ ¢= . 

FQوƅـــــدƔنا أƔضـــــاً  FP=  نƗ  ـــــةŸطƂƅـــــور اţم
PQéاƅمســتƔƂمة  ùê úë û  . إذنFQ QQ  QواƅنƂطــة  =¢

 Œžمكاƅا ŶطƂƅى اƅإ Ɠتنتم.  

  

FVمن ƎŠة أخرى ƅدƔنا باƅتŸرƔف  VV   .تنتمƓ إƅى اƂƅطŶ اƅمكاV  Œžإذن  =¢
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Őżمكاƃا ŴطƀƄƃ ةƃمختزƃة اƃادŶمƃا:   

نƂطـــة ƛ تƂـــF  ŶمســـتƔƂماً žـــƓ اƅمســـتوي، وƅـــتكن  ƅـــƔكن 
ومţرƁـ  ƌاƂƅطŶ اƅمكاŒž اƅـذي دƆƔƅـƔƅ ،  ƌكن  Ɔŷى 
F.  

منطبـــق  ƅOنختـــر ŠمƆـــة مţـــاور إţداثƔـــة متŸامـــدة مبـــدؤƍا 
 Oy، ومţـــــــور تراتƔبƎـــــــا ƂƅطـــــــŶ اƅمكـــــــاƆŷ Œžـــــــى ذروة ا

وبƔţـــث تكـــون إţـــداثƔات .  منطبــق Ɔŷـــى مţـــور تنـــاظر 
F  Ɠƍ( )p,0 ). ةƅاţ قžواƔ اورŠمƅرسم اƅاp 0>.(  

ƍ Ɠž  ƓƍyذƋ اţƅاƅة تكون مŸادƅة اƅدƔƅل  p= - .  

  

)تنتمƓ اƅنƂطة  )P x y,  Œžمكاƅا ŶطƂƅى اƅإ  شرطƅق اƂţط إذا تƂžإذا وFP PP   أي =¢

( ) ( ) ( )x y p x x y p
2 2 2

2 + - = - + +  

  بتربŶƔ اƅطرƔžن واƛختصار نŠد

( ) ( )x y p y p
2 2

2 + - = +  

x y py p y py p2 2 2 2 2
2 2+ - + = + +  

x py2
4= 

وƌƔƆŷ نستنتş أن اƅمŸادƅة اƔƂƅاسƔة ƂƅطŶ مكاŒž ذروتƓž ƌ مبدأ اţƙداثƔات، ومţور تناظرƍ Ƌو مţور اƅتراتƔب 
Ɠƍ:  

x py2
4=  

ŷpندما ) أو من ƎŠة اƅتراتƔب اƅموŠبة(وƔكون اƂƅطŶ مſتوţاً من اƆŷƗى أو مـن ƎŠـة (، ومſتوţاً مـن اƗسـſل<0
ŷpندما ) اƅتراتƔب اƅساƅبة 0<.  

نســمƓ وتــراً مţرƔƁــاً نســمƓ كــل ƁطŸــة مســتƔƂمة تمــر بمţــرق اƂƅطــŶ اƅمكــاŒž وƂƔــŶ طرžاƍــا Ɔŷــى اƂƅطــŶ وتــراً مţرƔƁاً،و 
žPQéـƓ اƅشـكل اƅمŠـاور اƅـوتر اƗساسـƓ اƅمţرƁـƍ Ɠـو .أساسƔاً اƅـوتر اƅمţرƁـƓ اƅـذي Ɣـوازي اƅـدƔƅل ùê úë û  ـقƂţƔ ƌـƅوطو

PQاƅمساواة  p4= Œžمكاƅا ŶطƂƅرسم ا Ɠž ƓساسƗوتر اƅد اƔſƔ.  

  
ƅ ƓاسـƔƂƅشـكل اƅـاد اŠƔمكن إƔ ـور وبشكل مماثلţبـل مƂƔات وƔـداثţƙـى مبـدأ اƆŷ ƌتنطبـق ذروتـ Œžمكـا ŶطـƁ ـةƅادŸم

)باختƔار اƅمţرق . مţور تناظر  Oxاſƅواصل  )F p, xومŸادƅة اƅدƔƅل  0 p= ، ثم باتبـاع اƅخطـوات اƅسـابƂة -
  :yاƂƅطــŶ نţصــل Ɔŷــى اƅشــكل اƔƂƅاســƓ الآتــƅ ƓمŸادƅــة  px2

أو مــن (وƔكــون اƂƅطــŶ مſتوţــاً مــن اƔƅمــƔن =4
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ŷpندما ) ƎŠة اſƅواصل اƅموŠبة ŷpندما ) أو من ƎŠة اſƅواصل اƅساƅبة(،ومſتوţاً من اƔƅسار <0 0<.  

  :ƅنƆخص Ɣžما ƔأتƓ اƅخواص اƅتƓ أثبتناƍا Ɣžما سبق

إن اƅخط اƅبƔانƅ Ɠكـل مـن اƅمŸـادƛت الآتƔـة ƍـو ƁطـŶ مكـاŒž ذورتـž ƌـƓ مبـدأ اţƙـداثƔات، وƂţƔـق اƅخـواص اƅمشـار 
Ƌور تناظرţوم ƌƆƔƅود ƌƁرţول مţ اƎƔƅإ:  

1 x py2
)، اƅمţرق  =4 )F p,0  لƔƅدƅة اƅادŸومy p=   .Oy، ومţور اƅتناظر -

2 y px2
)، اƅمţرق  =4 )F p, xومŸادƅة اƅدƔƅل  0 p=   .Ox، ومţور اƅتناظر -

  :اƃمŶادƃة اŶƃامة ƀƃطŴ مكاŐż محور تناظرƒ Ɖوازي أحد محوري اƗحداثƒات

  :اƃمحور ƒوازي محور اƃتراتƒب: اƃحاƃة اƕوƃى

)ƅنبţـــث ŷـــن اƅصـــżƔة اŸƅامـــة ƅمŸادƅـــة ƁطـــŶ مكـــاŒž ، ذروتـــƌ اƅنƂطـــة  )V x y,
0 0

، ومţـــور تنـــاظرƔ Ƌـــوازي مţـــور  
)واŸƁاً Ɔŷى مţور اƅتناظر اسـتنتŠنا أن إţـداثƓƔ اƅمţـرق ƍمـا  Fان مţرق اƂƅطŶ اƅتراتƔب ، ƅما ك )x y p,

0 0
+ 

Ɣţpث  y،وŷندœذٍ تكون مŸادƅة اƅدƔƅل 0¹ y p
0

= - Ɠشكل الآتƅا Ɠž ة (كماƅاţ Ɠžp 0>.(  

 

)مŸادƅـــة اƂƅطـــŶ اƅمكـــاž ŒžـــƓ اŠƅمƆـــة  )V i j, ,
 

  ƓـــƍX pY2
وƅكـــن دســـاتƔر . اســـتناداً إƅـــى مـــا رأƔنـــاƋ ســـابƂاً  =4

)اƛنتƂال من اŠƅمƆة  )V i j, ,
 

)إƅى اŠƅمƆة   )O i j, ,
 

  Ɠƍ  

y y Y x x X,
0 0

= + = +  

)وƌƔƆŷ تكون مŸادƅة اƂƅطƓž Ŷ اŠƅمƆة  )O i j, ,
 

 Ɠƍ  

( ) ( )x x p y y
2

0 0
4- = -  

)إذن اƅصــżƔة اƔƂƅاســƔة ƅمŸادƅــة اƂƅطــŶ اƅمكــاŒž اƅــذي ذروتــŷ ƌنــد  )x y,
0 0

  ƌتــƅادŸــذي مƅم اƔƂمســتƅا Ƌــور تنــاظرţوم
x x

0
= Ɠــƍ ،( ) ( )x x p y y

2

0 0
4- = žpــإذا كــان . - أو مــن ƎŠــة (كــان اƂƅطــŶ مſتوţــاً مــن اƆŷƗــى <0

p،وإذا كان ) اƅتراتƔب اƅموŠبة   ).أو من ƎŠة اƅتراتƔب اƅساƅبة(كان اƂƅطŶ مſتوţاً من اƗسſل >0
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  :اƃمحور ƒوازي محور اŽƃواصل : اƃحاƃة اƃثانƒة 

)ل ţƆƅاƅة اƅسابƂة نبرƍن أن اƅصżƔة اƔƂƅاسƔة ƅمŸادƅة ƁطŶ مكاŒž اƅذي ذروتـŷ ƌنـد بأسƆوب مماث )x y,
0 0

، ومţـور 
 ƌتƅادŸذي مƅم اƔƂمستƅا Ƌتناظرy y
0

= Ɠƍ  

( ) ( )y y p x x
2

0 0
4- = -  

žpإذا كان  p،وإذا كان ) أو من ƎŠة اſƅواصل اƅموŠبة(Ɣنكان اƂƅطŶ مſتوţاً من اƔƅم <0 0<  ŶطƂƅكان ا
  ).أو من ƎŠة اſƅواصل اƅساƅبة(مſتوţاً من اƔƅسار

  :اƃخƚصة

 ƌات ذروتƔداثţإ Œžمكا ŶطƁ وƍ ،ةƔت الآتƛادŸمƅكل من اƅ ƓانƔبƅخط اƅإن ا( )x y,
0 0

،وƂţƔق اƅخواص اƅمشار 
  :ل مţرƌƁ ودƌƆƔƅ ومţور تناظرƋ إƎƔƅا ţو 

( ) ( )x x p y y
2

0 0
4 1- = )، اƅمţرق  - )F x y p,

0 0
yومŸادƅة اƅدƔƅل  + y p

0
= ومţور  -

 ƌتƅادŸذي مƅم اƔƂمستƅو اƍ تناظرƅاx x
0

=.  

( ) ( )y y p x x
2

0 0
4 2- = )، اƅمţرق  - )F x p y,

0 0
xومŸادƅة اƅدƔƅل  + x p

0
= ومţور  -

 ƌتƅادŸذي مƅم اƔƂمستƅو اƍ تناظرƅاy y
0

=.  

Ɗطة منƀن Ƒż Őżمكا Ŵطƀƃ مماسƃخواص ا:  

، Ɣ  ƓžMمس اƂƅطd  ŶنƂول إن اƅمستƔƂم . طŶنƂطة من ƍذا اƁM ƂƅطŸاً مكاœžاً، وƅتكن  Ɣƅكن  :تŶرƒف
 ŶطƂƆƅ مماس ƌأو إن  ƓžM انƔƅتاƅشرطان اƅق اƂţإذا ت:  

  .Ɣ ƛوازي مţور تناظر اƂƅطd ŶاƅمستƔƂم  1

  .dواƅمستƔƂم  Ɠƍ اƅنƂطة اƅوƔţدة اƅمستركة بƔن اƂƅطM  ŶاƅنƂطة  2

ƂطŶ مكاƓž Œž نƂطة اƅتماس اƅمستƔƂم اƅناظم Ɔŷى اƂƅطŶ اƅمكاŒž نسمƓ اƅمستƔƂم اŸƅمودي Ɔŷى اƅمماس ƅ :تŶرƒف
  .ŷند ƍذƋ اƅنƂطة

Œžمكا ŶطƂƅ مماساتƅا اƎمة تتصف بƎة مƔندسƍ رة خاصةƂſƅا Ƌذƍ Ɠž نƍنبر.  

نƂطة من  ƅMتكن  Vوذروت  ƌومţور تناظرF  Ƌومţر  ƌƁدƌƆƔƅ اƅمستƔƂم  نتأمل ƁطŸاً مكاœžاً  :مبرƋنة
 Œžمكاƅا ŶطƂƅا ƌن ذروتŷ ةſƆمخت.  

ƓƍM نظƔرة  ƓžN نƂطة  ƂƔط  ƓžM  ŶطŶ اƅمكاd ƂƆƅ Œžإن اƅمماس  1  اƅمسƂط اƂƅاœم Ɔŷى  ¢

Ɠž ذروة اƂƅطƎž Ŷو اŸƅمود Ɔŷى مţور  ، أما اƅمماس ƂƆƅطŶ اƅمكاV  Œžة إƅى اƅذروة باƅنسب ƆƅMنƂطة 
  .  ƓžVاƅتناظر 

 FتŶƂ خارج اƂƅطŶ وتبŸد ŷن مţرƓžN  ƌƁ نƂطة  ƂƔطƂƆƅ  ƓžM  ŶطŶ اƅمكاd  Œžإن اƅمماس  2

FM، أي  Mمساžة تساوي بŸد اƅمţرق ŷن  FN=.  
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  :اƙثبات

، ومţور اƅتراتƔب ƎƔžا منطبق Ɔŷـى مţـور تنـاظر ذروة اƂƅطƅV  Ŷنختر ŠمƆة مţاور إţداثƔة متŠانسة مبدؤƍا 
 ŶطƂƅة اƅادŸم Ţذٍ تصبœندŷ ،ŶطƂƅا ƆمŠƅا Ƌذƍ Ɠžة:  

( )x py2
4 1=  

)Ɣţث  )p,0  رقţمƅا اƔداثţما إƍF. تكنƅ( )M a b,  ŶطƂƅطة من اƂنإذن ،:  

( )a pb2
4 2=  

  ، وƔ ƛوازي مţور اƂƅطƓƍ Ŷ من اƅصżƔة Mإن مŸادƅة أي مستƔƂم Ɣمر باƅنƂطة 

( ) ( )y b m x a 3- = -  

مƔل ƍذا اƅمستƔƂم اƅذي سنرمز إƌƔƅ باƅرمز  Ɣţmث 
m
d.  

 ŶــاطƂدراســة تƅ
m
d  Ŷمــ  ــنŷ ــثţن نبƔتƅــادŸمƆƅ مشــتركƅــل اţƅا( )و 1( )مــن  žyنţســب  3( )3  Ɠــž ــوضŸون

(   :نŠد 1(

( )x pb pm x a2
4 4= + -  

)وŷمƜً باƁƜŸƅة    نتş أننست 2(

( )x a pm x a2 2
4= + -  

( ) ( )( ) ( )
( )( )
x a pm x a x a x a pm x a

x a x a pm

2 2
4 4

4 0

- = -  + - = - 

- + - =
  

  :إذن ƍناك Ɯţن

 x a
1
نſسƎا، وƍذƋ اƅنتŠƔة متوŸƁة Ɨن اƅمستƔƂم  Mوž ƓƍاصƆة اƅنƂطة  =

m
d  ƋذƎب Ɯًمر أصƔ

 .اƅنƂطة

 x pm a
2
4= وž ƓƍاصƆة نƂطة اƅتƂاطŶ اƅثانƔة بƔن اƅمستƔƂم  -

m
d و. 

  كونƔ إذن
m
d  ŶطƂƆƅ ًمماسا تان أي إذا كانƂسابƅتان اƆاصſƅإذا تساوت ا ،x x

1 2
ا ƔضŶ وƍذ =

pmشرطاً ƔſƔد Ɠž تƔƔŸن مƔل اƅمستƔƂم  a a4 -  :ومنƌ نŠد مƔل اƅمماس =

( )a
m

p
4

2
=  
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 Ɠƍ مماسƅة اƅادŸوم( ) ( )p y b a x a4 - = )وباƛستſادة من  -   نŠد 2(

( ) ( )d py a x a: 4 2 5= -  

xاƅذي مŸادƅت  ƌمŶ مţور اƅتناظر  dنƂطة تƂاطN  Ŷإن اƅنƂطة  0= Ɠƍ  

( )a
N N b

p
, ,

2

0 0
4

æ ö÷ç ÷- = -ç ÷ç ÷÷çè ø
  

Mأما اƅنƂطة  )Ɔŷ  ƓƎžى  MمسƂط اƅنƂطة  ¢ )M b,0¢ . أن Ţواضƅومن اN  طةƂنƅرة اƔنظ ƓƍM ¢ 

)باƅنسبة إƅى اƅذروة  )V ,0 0.  

)žنستنتş من اƁƜŸƅة  منطبƂة Ɔŷى ذروة اƂƅطM Ŷأما Ɠž اţƅاƅة اƅتƓ تكون ƎƔžا  )4  Ƌذƍ Ɠž مماسƅل اƔأن م
 Œžمكاƅا ŶطƂƅور تناظر اţى مƆŷ ًاƔمودŷ واصل أوſƅور اţمƅ ًاƔمماس موازƅكون اƔ ر أيſصƅساوي اƔ ةƅاţƅا 

  .1وƍذƓƍ Ƌ اƅخاصة اƗوƅى 

ƅنŠـــد  FNنţســـب بســـƎوƅة اƅمســـاžة  Ɔŷـــى اƅـــدƔƅل  MاƅمســـƂط اƂƅـــاœم ƆƅنƂطـــة  ƅQـــتكن  ومـــن ناƔţـــة أخـــرى،
FN p b= MQ، ونŠد كذƅك + p b= FNإذن  + MQ= ناƔـدƅ Œžمكـاƅا ŶطـƂƅـف اƔرŸبت Ɯًمŷ كنƅو ،
FM MQ=  إذنFM FN=  خاصةƅا Ɠƍنة 2وƍمبرƅكتمل إثبات اƔ ذاƎوب.  

  :اƀƃطŴ اƃناſص 

ƅFــتكن  :تŶرƒــف اƀƃطــŴ اƃنــاſص F, Fتوي ، نســمƁ ƓطŸــاً ناƁصــاً مţرƁــاƋ نƂطتــƔن žــƓ اƅمســ ¢ F, مŠموŷــة ŠمƔــŶ نƂــاط  ¢
Fاƅمستوي اƅتƓ مŠموع بŸدƎƔا ŷن  F,  .Ɣساوي مƂداراً ثابتاً  ¢

ــة وتŶرƒــف FاƂƅطــŶ اƅنــاƁص اƅــذي مţرƁــاƅࣟ  ƋــƔكن  :مبرƋن F, اƅمــار بــاƅمţرƔƁن مţــور تنــاظر ƂƆƅطــ  Ŷإن اƅمســتƔƂم .  ¢
FFé،مţــور اƂƅطŸــة اƅمســتƔƂمة  ¢وكــذƅك Ɣكــون اƅمســتƔƂم . ، نســمƌƔ اƅمţــور اƅمţرƁــƓ أو اƅمţــور اƗساســƓ ࣟاƅنــاƁص  ù¢ê úë û 

  .انوينسمƌƔ اƅمţور اƜƅمţرƓƁ أو اƅمţور اƅث. ࣟمţور تناظر ƂƆƅطŶ اƅناƁص 

  :اƗثبات

Pوƅتكن . ࣟنƂطة من اƂƅطŶ اƅناƁص  ƅPتكن  P,¢ ¢¢  ƓرتƔنظP  ى كل منƅنسبة إƅبا, ¢ بƔترتƅبا.  

  
  :ƅدƔنا إذن من ƎŠة أوƅى .اƅتناظر باƅنسبة إƅى مستƔƂم ţƔاžظ Ɔŷى اƗطوال

FP FP F P F P,¢ ¢ ¢ ¢= =  
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ƗFن  F, FP؛ ومن  ƌتنتمƔان إƅى  ¢ F P FP F P¢ ¢ ¢ ¢+ = P، أي  + ¢ Î.  

  ومن ƎŠة ثانƔة ƅدƔنا 

FP F P F P FP,¢¢ ¢ ¢ ¢¢= =  

ƗFن  F, FPومن¢  . ƌرتان باƅنسبة إƅى متناظ ¢ F P FP F P¢¢ ¢ ¢¢ ¢+ = ′′ܲ، أي  + ∈ 	ࣟ 

ـــƔكن  :نتŞƒـــة  ƅࣟ  Ƌـــا Ɓرţـــذي م ƅص اƁـــا FاƂƅطـــŶ اƅن F, FFéإن منتصـــف اƂƅطŸـــة اƅمســـتƔƂمة .  ¢ ù¢ê úë û  ŶطـــƂƆƅ ـــاظر مركـــز تن
ţم ŶاطƂطة تƂن ƌنƗ ص؛Ɓناƅتناظر اƅوري ا, ¢.  

   :اƃمŶادƃة اƃمختزƃة ƀƄƃطŴ اƃناſص

ƅFتكن  F, ƁFطŸاً ناƁصـاً مţرƁـاƋ  ࣟنƂطتان مختſƆتان Ɠž اƅمستوي، وƔƅكن  ¢ F, ƅنختـر ŠمƆـة مţـاور إţداثƔـة متŸامـدة . ¢
إذا كانـــت . منطبـــق Ɔŷـــى اƅمţـــور اƅمţرƁـــƂƆƅ ƓطـــOx Ŷمنطبـــق Ɔŷـــى مركـــز تنـــاظر اƂƅطـــŶ، ومţـــور žواصـــƎƆا  Oمبـــدؤƍُا 

)F  ƓƍإţداثƔات  )c, Ɣţcث  0 )كانت  <0 )c, ƓƍF إţداثƔات  -0   .c2وكانت اƅمساžة بƔن اƅمţرƔƁن . ¢

FPإƅى اƅمƂدار اƅثابت اƅذي Ɣساوي  ƅa2نرمز باƅرمز  F P¢+  طةƂنƅاً كانت اƔأP  ࣟمن.  

Šمتراƅى اƅاستناداً إ ،ƌظ أنţƛ ناƔدƅ، ثƆمثƅة اţ:  

a FP F P FF c2 2¢ ¢= + > =  

 
aأي  c>.  

)تنتمƓ اƅنƂطة  )P x y,  صƁناƅا ŶطƂƅى اƅشرط  ࣟإƅق اƂţط إذا تƂžإذا وFP F P a2¢+   :، أي =

( ) ( ) ( ) ( )x c y x c y a
2 2 2 2

0 0 2- + - + + + - =  

  أو

( ) ( ) ( ) ( )x c y a x c y
2 2 2 2

0 2 0- + - = - + + -  

  :بŶƔ طرƍ ƓžذƋ اƅمساواة، نŠدوبتر 

( ) ( ) ( )x c y a a x c y x c y
2 2 2

2 2 2 2
4 4- + = - + + + + +  

ŒžكاƔ ذاƍو  

( )a x c y a cx
2

2 2+ + = +  

  :وبتربŶƔ طرƍ ƓžذƋ اƅمساواة مŠدداً ، نŠد 

( )a x c y a a cx c x
2

2 2 4 2 2 2
2

é ù
+ + = + +ê ú

ê úë û
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ŒžكاƔ ذاƍو  

( ) ( )a c x a y a a c2 2 2 2 2 2 2 2- + = -  

bإذا ŷرžنا  a c2 2= aاƅمƂدار ، وƁسمنا اƅطرƔžن Ɔŷى - b2   وصƆنا إƅى اƅصżƔة 2

x y

a b

2 2

2 2
1+ =  

Ɣţbــث  c a,0< aو  > b c2 2 2= ، ƍــذƍ ƋــƓ اƅصــżƔة اƅمختزƅــة اƔƂƅاســƔة ƅمŸادƅــة ƁطــŶ نــاƁص مţرƁــاƆŷ Ƌــى مţــور +
  .اſƅواصل، ومركز تناظرƓž Ƌ اƅمبدأ

  
yمţــورَ اſƅواصــل بŸŠــل  ࣟط اƅتــƁƜƔ ƓــƎƔž Ɠــا اƂƅطــŶ اƅنــاƁص Ɣمكــن تƔŸــƔن اƅنƂــا žxــƓ اƅمŸادƅــة، žنŠــد  =0 a2 أو  =2

{ }x a a,Î )وƍـــذا Ɣواžـــق اƅـــذروتƔن  - ) ( )A a A a, , ,0 0¢ AAéتســـمى اƂƅطŸـــة اƅمســـتƔƂمة .- ù¢ê úë û  طـــرƂƅـــر اƔكبƅأو ا ƓســـƔœرƅا
  .a2وطوƎƅا 

xمţور اƅتراتƔب بŸŠل  ࣟوباƅمثل Ɣمكن تƔƔŸن اƅنƂاط اƅتƎƔž ƓƁƜƔ Ɠا اƂƅطŶ اƅناƁص  žxـƓ اƅمŸادƅـة، žنŠـد  =0 b2 2= 

}أو  }x b b,Î )وƍذا Ɣواžـق اƅـذروتƔن  - ) ( )B b B b, , ,0 0¢ BBéتسـمى اƂƅطŸـة اƅمسـتƔƂمة .- ù¢ê úë û  رƔżصـƅثـانوي أو اƅطـر اƂƅا
a، وƗن b2وطوƎƅا  b> ثانويƅطر اƂƅمن ا ƛًدوماً أكثر طو ƓسƔœرƅطر اƂƅكون اƔ.  

Ƒſمحرƃا اƋنطبق محورƒ Ƒتƃصة اſناƃطوع اƀƃب اƒتراتƃى محور اƄŵ:  

كمـا ƍـو مبـƔن žـƔOy  Ɠمكن أن Ɣكون اƅمţور اƅمţرƂƅ ƓƁطـŶ نـاƁص مركـزƋ مبـدأ اţƙـداثƔات منطبƂـاً Ɔŷـى مţـور اƅتراتƔـب 
)اƅشــــــكل، žــــــƍ ƓــــــذƋ اţƅاƅــــــة تكــــــون إţــــــداثƔات طرžــــــƓ اƂƅطــــــر اƅكبƔــــــر ƍمــــــا اƅــــــذروتان  ) ( )b b, , ,0 0 وƔكــــــون اƅمţرƁــــــان  -

( ) ( )F c F c, , ,0 0¢ )أمــا طرžــا اƂƅطــر اƅصــƔżر Ǝžمــا اƅنƂطتــان  - ) ( )a a, , ,0 bنţƜــظ žــƍ ƓــذƋ اţƅاƅــة أن  -0 a>  وأن
b c a2 2 2= +.  

)تنتمƓ اƅنƂطة  )P x y,  شرطƅق اƂţط إذا تƂžإذا و ŶطƂƅى اƅإFP F P b2¢+   أي =

( ) ( ) ( ) ( )x y c x y c b
2 2 2 2

0 0 2- + - + - + + =  

  اƅتƓ تُخْتزل كما Ɠž اţƅاƅة اƅسابƂة إƅى اƅصżƔة

x y

a b

2 2

2 2
1+ =  

bوƅكن ƍنا ( a>.(  
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  :اƃمŶادƃة اƒƀƃاسƒة ƀƃطŴ ناſص ذروتƑż Ɗ اƃمبدأ

 Ƌص مركزƁنا ŶطƂƅ ةƔاسƔƂƅة اƅادŸمƅإن ا( )O ,0 ومţورƋ اƅمţرƓƁ منطبق Ɔŷى أţد اƅمţورƔن اţƙداثƔƔن Ɠƍ من  0
  :اƅشكل

x y

a b

2 2

2 2
1+ Ɣţbث       = a,  انƂƂţƔ بانŠددان موŷa b¹  

ţaاƅـــة  1 b> .ţƅا Ƌـــذƍ Ɠـــž واصـــلſƅـــور اţـــى مƆŷ ƓـــƁرţمƅـــور اţمƅنطبـــق اƔ ـــةƅاOx نـــدŷ ـــرƔكبƅطـــر اƂƅـــا اžطر ŶـــƂƔو ،
)اƅذروتƔن  ) ( )a a, , ,0 0-  ƌƅوطوa2 . نƔذروتƅند اŷ انŸƂƔž رƔżصƅطر اƂƅا اžأما طر( ) ( )b b, , ,0 0 . b2وطوƔ ƌƅساوي  -

)وأخƔراً ŶƂƔ مţرƁا اƂƅطŷ Ŷند  ) ( )c c, , ,0 Ɣţcث  -0 a b2 2 2= -.  

ţaاƅـــة  2 b< . ـــبƔتراتƅـــور اţـــى مƆŷ ƓـــƁرţمƅـــور اţمƅنطبـــق اƔ ـــةƅاţƅا Ƌـــذƍ ƓـــžOyـــžطر ŶـــƂƔنـــد ، وŷ ـــرƔكبƅطـــر اƂƅا ا
)اƅذروتƔن  ) ( )b b, , ,0 0 -  ƌƅوطوb2 . نƔـذروتƅنـد اŷ انŸƂƔž رƔżصƅطر اƂƅا اžأما طر( ) ( )a a, , ,0 . a2وطوƅـƔ ƌسـاوي -0

)وأخƔراً ŶƂƔ مţرƁا اƂƅطŷ Ŷند  ) ( )c c, , ,0 0 Ɣţcث  - b a2 2 2= -.  

  :اƃمŶادƃة اƒƀƃاسƒة ƀƃطŴ ناſص مركزƒƃ Ɖس Ƒż اƃمبدأ 

 Ƌص مركـزƁنـا ŶطـƂƅ ةƔاسـƔƂƅة اƅادŸمƅإن ا( )O x y,
0 0

، ومţـورƋ اƅمţرƁـƓ منطبـق Ɔŷـى أţـد اƅمţـورƔن اţƙـداثƔƔن، ƍـƓ مـن ¢
  :اƅشكل 

( ) ( )x x y y

a b

2 2

0 0

2 2
1

- -
+ Ɣţaث    = b,  انƂƂţƔ بانŠددان موŷa b¹.  

ţaاƅــة  1 b> . واصــلſƅــورَ اţم ƓــƁرţمƅــور اţمƅــوازي اƔ ــةƅاţƅا Ƌــذƍ ƓــžOx نƔــذروتƅنــد اŷ ــرƔكبƅطــر اƂƅــا اžطر ŶــƂƔو ،
( ) ( )x a y x a y, , ,
0 0 0 0
+ -  ƌـــƅوطوa2 . نƔـــذروتƅنـــد اŷ ـــانŸƂƔž رƔżصـــƅطـــر اƂƅـــا اžأمـــا طر( ) ( )x y b x y b, , ,

0 0 0 0
+ - 

)وأخƔراً ŶƂƔ مţرƁا اƂƅطŷ Ŷند . b2وطوƔ ƌƅساوي  ) ( )x c y x c y, , ,
0 0 0 0
+ Ɣţcث  - a b2 2 2= -.  

ţaاƅــة  2 b< . ــبƔتراتƅــورَ اţم ƓــƁرţمƅــور اţمƅــوازي اƔ ــةƅاţƅا Ƌــذƍ ƓــžOy نƔــذروتƅنــد اŷ ــرƔكبƅطــر اƂƅــا اžطر ŶــƂƔو ،
( ) ( )x y b x y b, , ,
0 0 0 0

+ -  ƌـــƅوطوb2 . نƔـــذروتƅنـــد اŷ ـــانŸƂƔž رƔżصـــƅطـــر اƂƅـــا اžأمـــا طر( ) ( )x a y x a y, , ,
0 0 0 0
+ - 

)وأخƔراً ŶƂƔ مţرƁا اƂƅطŷ Ŷند . a2وطوƔ ƌƅساوي ) ( )x y c x y c, , ,
0 0 0 0

+ Ɣţcث  - b a2 2 2= -.  
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 Ɗطة منƀن Ƒż صſنا Ŵطƀƃ مماسƃخواص ا:  

، أو إنـžM ƌـƔࣟ  Ɠمـسّ اƂƅطـd  Ŷمـن ƍـذا اƂƅطـŶ ، نƂـول إن اƅمسـتƔƂم نƂطـة  ƁMطŸـاً ناƁصـاً، وƅـتكن  Ɣƅࣟكن  :تŶرƒف 
 ŶطƂƆƅ ࣟمماس  ƓžM  إذا كانتM  ŶطƂƅن اƔمشتركة بƅدة اƔţوƅطة اƂنƅا Ɠƍࣟ  مƔƂمستƅواd.  

نسمƓ اƅمستƔƂم اŸƅمـودي Ɔŷـى اƅممـاس ƂƅطـŶ نـاƁص žـƓ نƂطـة اƅتمـاس اƅمسـتƔƂم اƅنـاظم Ɔŷـى اƂƅطـŶ اƅنـاƁص ŷنـد  :تŶرƒف 
  .ƍذƋ اƅنƂطة

  .نبرƍن ƍ ƓžذƋ اƂſƅرة خاصة ƍندسƔة تتصف بƎا اƅمماسات ƂƅطŶ ناƁص

FمţرƁــاƋ  ࣟنتأمــل ƁطŸــاً ناƁصــاً  :مبرƋنــة  F, مختſƆــة ŷــن  ࣟمــن اƂƅطــŶ اƅنــاƁص  ƅMــتكن . Ɓ2طــرƋ اƅكبƔــر  ، وطــول ¢
  .ذروتŷ ƌƔند طرƁ ƓžطرƋ اƅكبƔر

FMéاƅمستƔƂمة ، ƍو مţور اƂƅطŸة  ƂƆƅࣟ  ƓžMطŶ اƅناƁص  dإن اƅمماس  1 ù¢ê úë û  ثƔţ ،M Ɠƍ اƅنƂطة من نصـف  ¢
FMé(اƅمستƔƂم  ¢êë  قƂţت ƓتƅاF M 2¢ ¢ =.  

dإن اƅناظم  2 ƍ ،و اƅمنصف اƅداخƆƅ ƓƆزاوƔة  Ɔŷࣟ  ƓžMى اƂƅطŶ اƅناƁص  ¢
F MF¢.  

  :اƗثبات 

  
FMéمţورَ اƂƅطŸة اƅمستƔƂمة  Ɣƅdكن  1 ù¢ê úë û  صƁناƅا ŶطƂƆƅ مماسƅا ƌن أنƍنبرƅو ،ࣟ  ƓžM.  

Mاستناداً إƅى تŸرƔف    ƅدƔنا ¢

MM MF MF MF MF MF2¢ ¢ ¢ ¢= - = + - =  
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FMéاƂƅطŸة اƅمستƔƂمة تƆŷ ŶƂى مţور  Mإذن  ù¢ê úë û  أيd  . ŶاطƂتƅن أن اƍنبرƅ݀ ת   .ƆŷMى اƅنƂطة  ƂƔتصر ࣟ

Fإذن . MمختſƆــة ŷــن  dنƂطــة مــا مــن  ƅNــتكن  N M, ,¢ Ɣƅســت Ɔŷــى اســتƂامة واţــدة واســتناداً إƅــى متراţŠــة اƅمثƆــث  ¢
  :Ɣكون ƅدƔنا 

F N NM F M 2¢ ¢ ¢ ¢+ > =  

FMéمţور اƂƅطŸة اƅمستƔƂمة ( dتنتمƓ إƅى  Nوƅكن  ù¢ê úë û ( إذنNM NF¢   وباƅتŸوƔض Ɠž اƅمتراţŠة اƅسابƂة نŠد  =

F N NF 2¢ + >  

 Ɣࣟمـس  ž ،dاƅمسـتƔƂم ࣟاƅتـƓ تنتمـƓ إƅـى  Ɠƍd اƅنƂطة اƅوƔţدة من  Mإذن . ƅࣟى اƂƅطƛ Ŷ تنتمƓ إ Nوƍذا ŸƔنƓ أن 
 ƓžM  .  

اƅزاوƔة  ƍو منصف ƅdنţƜظ أن  2
FMM Ɨ ،FMMنƌ مţور اƂƅاŷدة Ɠž اƅمثƆث اƅمتساوي اƅسـاƔƁن ¢ ƍـو  dإذن . ¢

اƅمنصف اƅخارƆƅ ƓŠزاوƔة 
F MF¢ وبةƆمطƅخاصة اƅا Ɠƍو.  

  :Ƒż نƀطة منƊ مختŽƄة ŵن اƃذرا  ƀƃطŴ ناſص) أو اƃناظم(تƒƒŶن مŶادƃة اƃمماس 

  :مţورƋ اƅمţرƔ ƓƁوازي أţد اƅمţورƔن اţƙداثƔƔن باƅصżƔة  ࣟبوŷ ƌٍŠام تُكتب مŸادƅة ƁطŶ ناƁص 

( ) ( )x x y y

a b

2 2

0 0

2 2
1

- -
+ =  

ƍـــذا ƂƔتضـــƓ أن Ɣكـــون 
( )x x

a

2

0

2
1

-
xومـــن ثـــم  £ x a x a,

0 0

é ùÎ - +ê úë û . ـــىƅنظـــر إƅمكـــن اƔࣟ  تمـــاعŠا ƌن وكأنـــƔخطـــƅا

,ଵࣟاƅبƔانƔƔن  ࣟଶ  نƔتƅداƅf f,
1 2

xمŸرžتƔن Ɔŷى   a x a,
0 0

é ù- +ê úë û نƔتżƔصƅبا  

( ) ( )x x
y f x y b

a

2

0

1 0 2
1

-
= = + -  

( ) ( )x x
y f x y b

a

2

0

2 0 2
1

-
= = - -  

  :كما ƍو موضƓž Ţ اƅشكل 

  
IنţƜظ أن اƅداƅتƔن اشتƂاƔƁتان Ɔŷى اƅمŠال اƅمſتـوح  x a x a,

0 0

ù é= - +ú êû ë . وإذا كانـت( )M u v,  ŶطـƂƅطـة مـا مـن اƂࣟن 
)مختſƆة ŷن اƅذروتƔن  ) ( )x a y x a y, , ,

0 0 0 0
+ مـن  ଶࣟأو إƅـى اŠƅـزء اƅسـଵ  ƓƆſࣟأمـا إƅـى اŠƅـزء اƆŸƅـوي  M، انتمـت  -

  :ƅنناƁش إذن ţاƅتƔن . ࣟاƂƅطŶ اƅناƁص 
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  ةƅاţݔ ∈ ࣟଵ ،  أي( )v f u
1

=  Ŷمu IÎ  نـدŷ مماسƅل اƔن مƔƔŸت Ɠž بŻونرM  خـطƆƅࣟଵ  ـددŸƅمـة اƔƁ أي
)اƅمشتق  )m f u

1
xوƅكن ţ Ɠžاƅة . =¢ IÎ ناƔدƅ ، 

( ) ( )( )f x yx x

a b

22

1 00

2 2
1

--
+ =  

  ƛشتƂاق نŠدوبا

( ) ( )( ) ( )f x y f xx x

a b

1 0 10

2 2

2
0

¢--
+ =  

 ƌومن  

u xb
m

v ya

2

0

2

0

-
=-

-
  

ţƛvظ أن  y
0

  .Ɣƅست ŷند ذروة اƂƅطƗM Ŷن  ¹

  ــةƅاţݔ ∈ ࣟଶ  أي ،( )v f u
2

=  Ŷمــu IÎ ţƅا Ƌــذƍ Ɠــž ًضــاƔــب أŻنــد نرŷ ممــاسƅــل اƔن مƔــƔŸــة بتƅاM  خــطƆƅ ࣟଶ  مشتقƅدد اŸƅمة اƔƁ أي( )m f u
2
xوƅكن ţ Ɠžاƅة . =¢ IÎ ناƔدƅ ، 

( ) ( )( )f x yx x

a b

22

2 00

2 2
1

--
+ =  

  وباƛشتƂاق نŠد

( ) ( )( ) ( )f x y f xx x

a b

2 0 20

2 2

2
0

¢--
+ =  

 ƌومن  

u xb
m

v ya

2

0

2

0

-
=-

-
  

اƅمţƜظــة اƗساســƔة ƍــƓ أننــا نţصــل žــƓ كــƜ اţƅــاƅتƔن Ɔŷــى اƅصــżƔة نſســƎا، وƍــƓ تمامــاً اƅصــżƔة اƅتــƓ نţصــل  :اƃنتŞƒــة 
ن أن اƅمŸادƅـة وذƅـك بŸـد اƅتأكـد مـ.( xبصـſتƌ داƅـة تابŸـة ƆƅمتƔżـر  ƎƔƆŷyا من اشتƂاق مŸادƅـة اƂƅطـŶ بŸـد مŸامƆـة اƅمتƔżـر 

  ).تمثل Ɓ ƜًŸžطŸاً ناƁصاً 

  :اƀƃطŴ اƃزاőد 

ƀƄƃطŴ اƃزاőد تŶرƒف مشابƃ ƊتŶرƒف اƀƃطŴ اƃناſص،ƃكنƒ ƊتƄŶق باŽƃرق بƒن بŶدي نƀطة ŵن نƀطتƒن ثابتتƒن بدƙً من 
  .مŞموع Ƌذƒن اƃبŶدƒن

ƅFتكن  :تŶرƒف اƀƃطŴ اƃزاőد F, ¢ Ɠمستوي ، نسمƅا Ɠž نƔطتƂن  ƋـاƁرţداً مœاً زاŸطƁF F, مŠموŷـة ŠمƔـŶ نƂـاط اƅمسـتوي  ¢
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FاƅتƓ تكون اƔƂƅمة اƅمطƂƆة ſƆƅرق بƔن بŸدƎƔا ŷن  F, ƍFFـو باƅضـرورة أصـżر مـن اƅمسـاžة .(مƂـداراً موŠبـاً ثابتـاً  ¢ بنـاءً  ¢
  ).Ɔŷى متراţŠة اƅمثƆث

اƅتـــƔ Ɠكـــون ŷنـــدƍا اƅمƂـــدار  Pنـــرى مباشـــرة أن اƂƅطـــŶ اƅزاœـــد مكـــون مـــن žـــرƔŷن اƗول Ɣواžـــق مŠموŷـــة اƅنƂـــاط  : مƚحظـــة
F P FP¢ FQاƅتـƔ Ɠأخـذ ƎƔžـا اƅمƂـدار  Qثابتاً موŠباً، واƅثانƔ Ɠواžـق مŠموŷـة اƅنƂـاط  - F Q¢-  ـبŠموƅثابـت اƅمـة اƔƁ

ƌسſن. 

FاƂƅطŶ اƅزاœد اƅذي مţرƁاƋ  Ɣƅ࣢كن  :مبرƋنة وتŶرƒف F, اƅمـار بـاƅمţرƔƁن مţـور تنـاظر ƂƆƅطـŶ اƅزاœـد  إن اƅمستƔƂم .  ¢ ࣢ƓساســƗــور اţمƅأو ا ƓــƁرţمƅــور اţمƅا ƌƔم . ، نســمƔƂمســتƅكــون اƔ كƅوكــذ¢  مةƔƂمســتƅــة اŸطƂƅــور اţم،FFé ù¢ê úë û  ــورţم
  .نسمƌƔ اƅمţور اƜƅمţرƓƁ أو اƅمţور اƅثانوي. ࣢تناظر ƂƆƅطŶ اƅزاœد 

  
FاƂƅطـŶ اƅزاœـد اƅـذي مţرƁـاƋ  ƅ࣢ـƔكن  :نتŞƒة  F, FFéإن منتصـف اƂƅطŸـة اƅمسـتƔƂمة .  ¢ ù¢ê úë û  ـد؛œزاƅا ŶطـƂƆƅ مركـز تنـاظر

Ɨ,نــƌ نƂطــة تƂــاطŶ مţــوري اƅتنــاظر  ¢. ــدœزاƅا ŶطــƂƅمركــز ا ƌƔمة  ࣢ونســمƔƂمســتƅــة اŸطƂƅطــول ا ƓونســمFFé ù¢ê úë û  ــدŸبƅا
ƓƁرţمƅا.  

   :اƃمŶادƃة اƃمختزƃة ƀƄƃطŴ اƃزاőد

ƅFتكن  F, ƁFطŸـاً زاœـداً مţرƁـاƋ  ࣢نƂطتان مختſƆتان Ɠž اƅمسـتوي، وƅـƔكن  ¢ F, ƅنختـر ŠمƆـة مţـاور إţداثƔـة متŸامـدة . ¢
كانـــت  إذا. منطبـــق Ɔŷـــى اƅمţـــور اƅمţرƁـــƂƆƅ ƓطـــOx Ŷمنطبـــق Ɔŷـــى مركـــز تنـــاظر اƂƅطـــŶ، ومţـــور žواصـــƎƆا  Oمبـــدؤƍُا 

)ƍـــF  ƓإţـــداثƔات  )c, Ɣţcـــث  0 )كانـــت  <0 )c, ƍFـــƓ إţـــداثƔات  -0 اƅبŸـــد (c2وكانـــت اƅمســـاžة بـــƔن اƅمţـــرƔƁن . ¢
ƓƁرţمƅا.(  

FPإƅى اƅمƂدار اƅثابت اƅذي Ɣساوي  a2ز ƅنرمز باƅرم F P¢-  طةƂنƅاً كانت اƔأP  ࣢من.  

  :ţƛظ أنƌ، استناداً إƅى اƅمتراţŠة اƅمثƆث ،ƅدƔنا 

c FF FP F P a2 2¢ ¢= > - =  
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cأي  a>.  

)ة تنتمƓ اƅنƂط )P x y,  دœزاƅا ŶطƂƅى اƅشرط  ࣢إƅق اƂţط إذا تƂžإذا وFP F P a2¢-   :، أي =

( ) ( ) ( ) ( )x c y x c y a
2 2 2 2

0 0 2- + - - + + - =  

  أو

( ) ( ) ( ) ( )x c y a x c y
2 2 2 2

0 2 0- + - =  + + + -  

  :وبتربŶƔ طرƍ ƓžذƋ اƅمساواة، نŠد

( ) ( ) ( )x c y a a x c y x c y
2 2 2

2 2 2 2
4 4- + =  + + + + +  

ŒžكاƔ ذاƍو  

( )a x c y a cx
2

2 2 + + = +  

  :وبتربŶƔ طرƍ ƓžذƋ اƅمساواة مŠدداً ، نŠد 

( )a x c y a a cx c x
2

2 2 4 2 2 2
2

é ù
+ + = + +ê ú

ê úë û
  

ŒžكاƔ ذاƍو  

( ) ( )c a x a y a c a2 2 2 2 2 2 2 2- - = -  

bإذا ŷرžنا  c a2 2= a، وƁسمنا اƅطرƔžن Ɔŷى اƅمƂدار - b2   وصƆنا إƅى اƅصżƔة 2

x y

a b

2 2

2 2
1- =  

Ɣţbـــث  a c,0< aو  > b c2 2 2+ ، ƍـــذƍ ƋـــƓ اƅصـــżƔة اƅمختزƅـــة اƔƂƅاســـƔة ƅمŸادƅـــة ƁطـــŶ زاœـــد مţرƁـــاƆŷ Ƌـــى مţـــور =
وتؤكد ƍذƋ اƅمŸادƅة أن اƂƅطŶ اƅزاœد žـƍ ƓـذƋ اţƅاƅـة متنـاظر باƅنسـبة إƅـى اƅمţـورƔن واƅٕـى .اſƅواصل، ومركز تناظرƓž Ƌ اƅمبدأ

  .اƅمبدأ

عϠوϡ لϠجميع 
 
 
 

تϡ التحميل من موقع عϠوϡ لϠجميع 
http://www.3lom4all.com 



    Δ ح ف  48|  ص
 

  ΎيرولΎكبلل Δثاثلا ΎΕيضΎيرلا Ώتكل يرظنلا صخلملا

 

 
yمţــورَ اſƅواصــل بŸŠــل  ࣢اƅتــƁƜƔ ƓــƎƔž Ɠــا اƂƅطــŶ اƅزاœــد  Ɣمكــن تƔŸــƔن اƅنƂــاط žxــƓ اƅمŸادƅــة، žنŠــد  =0 a2 أو  =2

{ }x a a,Î )وƍــذا Ɣواžــق اƅــذروتƔن  - ) ( )A a A a, , ,0 0¢ تســمى اƂƅطŸــة اƅمســتƔƂمة .اƆƅتــƔن تســمƔان ذورتــا اƂƅطــŶ اƅزاœــد .-
AAé ù¢ê úë û  اƎƅر وطوƔكبƅأو ا ƓسƔœرƅطر اƂƅاa2. دœزاƅا ŶطƂƅظ أن اţƜشكل ࣢ونƅب،انظر اƔتراتƅور اţم Ŷم ŶاطƂتƔ ƛ.  

  :اƃمستƒƀمان اƃمƀاربان ƀƄƃطŴ زاőد 

  
  اƅتƓ وŠدناƍا ࣢باƅنظر إƅى مŸادƅة اƂƅطŶ اƅزاœد 

x y

a b

2 2

2 2
1- =  

و  ࣢ଶإƅى Šزء اƂƅطŶ اƅزاœد اƅموŠود Ɠž اƅربـŶ اƗول ، وŷرžنـا  ࣢ଵنţƜظ أنƔƅ ƌس اƅخط اƅبƔانƅ Ɠداƅة، وƅكن إذا رمزنا بـ  ࣢ଷ  ࣢وସ  رœا نظاƎ࣢بأنଵ نا أنŠب، استنتƔترتƅواصل باſƅور اţات ومƔداثţƙب ومبدأ اƔتراتƅور اţى مƅنسبة إƅ࣢  :با ൌ ࣢ଵ ׫ ࣢ଶ ׫ ࣢ଷ ׫ ࣢ସ   

ƍfو اƅخط اƅبƔانƅ Ɠداƅة  ࣢ଵوƅكن 
1

Ɔža,éنƔŸنƎا ، وسنţƜظ أن ƍذƋ اƅداƅة مŸرžة Ɔŷى   é+¥ê êë ë ةƅاţ Ɠžو ،x a³ ناƔدƅ:  

( ) ( )x b
f x y b x a

a a

2 2
2

2 2 2 2

1 2 2
1

æ ö÷çé ù ÷= = - = -ç ÷ê ú çë û ÷÷çè ø
  

)وƗن  )f x
1

)استنتŠنا أن  0³ ) b
f x x a

a

2 2

1
= -.  

)ƍو اƅخط اƅبƔانƆƅ Ɠداƅة  ࣢ଵإذن  ) b
x f x x a

a

2 2

1
 = -  

 
a,éاƅمŸرžة Ɔŷى  é+¥ê êë ë  . ةƅاţ Ɠž ƌظ أنţƜنƅx a³  ناƔدƅ:  
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( ) b b b b x a x ab
f x x x a x

a a a a x a x x a x

2 2 2

2 2

1
2 2 2 2

æ ö- - -÷ç ÷ç- = - - = =÷ç ÷÷çè ø- + - +
 

  ƍذا Ɣبرƍن من ƎŠة أوƅى أن 

( )
x

b
f x x

a
lim

1
0

+¥

æ ö÷ç ÷- =ç ÷ç ÷çè ø
  

žاƅمستƔƂم 
1

  ƌتƅادŸذي مƅاb
y x
a

  .¥+Š Ɠžوار  ࣢ଵمستƔƂم مƂارب Ɔƅخط  =

)ومن ƎŠةٍ ثانƔة إن  ) b
f x x

a1
0- a,éمن  xأƔاً كانت  > é+¥ê êë ë إذن ،  ŶƂƔ࣢ଵ  اربƂمƅخط اƅت اţدوماً ت

1
.  

اƅمســتƔƂم 
1

متنــاظر باƅنســبة إƅــى مبــدأ اţƙــداثƔات ، إذن  
1

،  ¥-žــŠ Ɠــوار  ƍ࣢ଷــو أƔضــاً مســتƔƂم مƂــارب Ɔƅخــط  
ž ŶƂƔوق   ࣢ଷو

1
.  

ومــن ناƔţــة أخــرى ، اƅمســتƔƂم 
2

  ƌتــƅادŸــذي مƅاb
y x

a
ƍ ،ــو نظƔــر -=

1
باƅنســبة إƅــى مţــور اƅتراتƔــب، إذن  

2
ƍــو  

ŶƂƔ تţت  ࣢ଶ، و ¥-Š Ɠžوار  ࣢ଶمستƔƂم مƂارب Ɔƅخط 
2

، وأخƔراً نŠد أن  
2

žـƍ࣢ସ  Ɠو مستƔƂم مƂارب Ɔƅخط  
ž ŶƂƔوق  ࣢ସ، و ¥+Šوار 

2
  :، كما Ɠž اƅشكل 

  

xي مŸادƅتƌ اƅذ Ƃƅ࣢طŶ اƅزاœد  :اƃنتŞƒة  y

a b

2 2

2 2
1- ,، مستƔƂمان مƂاربان  = 

1 2
  :، مŸادƅتاƍما 

y x y x

b a b a
: , : 

1 2
= =-  

)وكمــا أشــرنا ســابƂاً ، Ɣســاŷد اƅمســتƔƂمان اƅمƂاربــان Ɔŷــى رســم اƂƅطــŶ اƅزاœــد، أوƛً نرســم اƅــذروتƔن  ) ( )A a A a, , ,0 0¢ ، ذم  -
)اƅنƂطتـــƔن  ) ( )B b B b, , ,0 0¢ - ƋƜـــŷشـــكل أƅا Ɠـــž ن، كمـــاƔتƂžمـــراƅن اƔـــذروت ƅـــاوزاً اســـم اŠمـــا تƎƔƆŷ قƆن ســـنطƔتـــƆƅكـــوّن . اƔ

BاƅمســتƔƂمان اƔƂžƗــان اƅمرســومان مــن  B, AمــŶ اƅمســتƔƂمƔن اƅشــاƁوƔƔƅن مــن اƅــذروتƔن  ¢ A, ¢  ًƜƔــذا . مســتطƍ طــريƁ ƜƔْمَــ

ƅان اƔســــاوƔ لƔمســــتطb b

a a
,، إذَنْ بتمدƔــــد Ɓطــــري اƅمســــتطƔل نţصــــل Ɔŷــــى اƅمســــتƔƂمƔن اƅمƂــــاربƔن  -, 

1 2
  ŶطــــƂƆƅ࣢ ،

 ƓــــƁرţمƅــــد اŸبƅة تســــاوي نصـــف اžمســــا ŶطـــƂƅــــن مركــــز اŷ ـــدŸل تبƔمســــتطƅـــظ أن رؤوس اţƜونc  نƗc a b2 2= + .

  .وتمر بمţرƌƔƁ ž࣢رؤوس ƍذا اƅمستطƔل تƆŷ ŶƂى اƅداœرة اƅتƓ مركزƍا مركز اƂƅطŶ اƅزاœد 
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Ɣمكـن أن Ɣكـون اƅمţـور اƅمţرƁـƂƅ ƓطـŶ زاœـد مركـزƋ مبـدأ :اƃتƒ Ƒنطبق محورƋا اƃمحرƄŵ Ƒſى محور اƃتراتƒب اƃزاőدةاƀƃطوع 
ـــاً Ɔŷـــى مţـــور اƅتراتƔـــب  Ƃات منطبƔـــداثţƙاOy طتـــانƂنƅمـــا اƍ ŶطـــƂƅـــا ا ـــة ذورت ƅاţƅا Ƌـــذƍ Ɠـــž ،شـــكلƅا Ɠـــž نƔـــو مبـــƍ كمـــا

( ) ( )B b B b, , ,0 0¢ -  ƋاƁرţوم( ) ( )F c F c, , ,0 0¢  ࣢وبأسƆوب مماثـل Ɔƅدراسـة اƅسـابƂة نŠـد أن مŸادƅـة اƂƅطـŶ اƅزاœـد .  -
  :ƍ ƓžذƋ اţƅاƅة تأخذ اƅصżƔة 

 
x y

b a

2 2

2 2
1- =  

Ɣţ aث c b2 2= -  

)اƅــذروتان اƅمراƂžتــان žــƍ ƓــذƋ اţƅاƅــة  ) ( )a a, , ,0 وŠƔــري تƔŸــƔن اƅمســتƔƂمƔن اƅمƂــاربƔن بتمدƔــد Ɓطــري اƅمســتطƔل اƅمكــون  -0
ســتƔƂمƔن مــن اƅمســتƔƂمƔن اƔƂžƗــƔن اƅمــارƔن باƅــذروتƔن واƅمســتƔƂمƔن اƅشــاƁوƔƔƅن اƅمــارƔن باƅــذروتƔن اƅمــراƂžتƔن، أمــا مŸادƅتــا اƅم

,اƅمƂاربƔن  
1 2

Ǝžyما   x y x

b a b a
: , : 

1 2
= =-  

 Ŵطƀƃ ةƒاسƒƀƃة اƃادŶمƃداőمبدأ زاƃا Ƒż Ɗذروت:  

1 Ƌص مركزƁنا ŶطƂƅ ةƔاسƔƂƅة اƅادŸمƅإن ا( )O ,0   :Ɠƍ من اƅشكل OxومţورƋ اƅمţرƓƁ منطبق Ɔŷى مţور اſƅواصل  0

x y

a b

2 2

2 2
1- =        

)تƂــــŶ ذروتــــا اƂƅطــــŷ Ŷنــــد  ) ( )a a, , ,0 )وتƂــــŶ ذروتــــاƋ اƅمراƂžتــــان ŷنــــد  -0 ) ( )b b, , ,0 0 وأخƔــــراً ƂƔــــŶ مţرƁــــا اƂƅطــــŷ Ŷنــــد  -
( ) ( )c c, , ,0 Ɣţcث  -0 a b2 2= +.  

2  Ƌص مركزƁنا ŶطƂƅ ةƔاسƔƂƅة اƅادŸمƅإن ا( )O ,0   :Ɠƍ من اƅشكل OyومţورƋ اƅمţرƓƁ منطبق Ɔŷى مţور اƅتراتƔب  0

x y

b a

2 2

2 2
1- =        

)تƂــــŶ ذروتــــا اƂƅطــــŷ Ŷنــــد  ) ( )b b, , ,0 0 )وتــــاƋ اƅمراƂžتــــان ŷنــــد وتƂــــŶ ذر  - ) ( )a a, , ,0 وأخƔــــراً ƂƔــــŶ مţرƁــــا اƂƅطــــŷ Ŷنــــد  -0
( ) ( )c c, , ,0 0 Ɣţcث  - a b2 2= +.  

,وƓž اţƅاƅتƔن ƂƆƅطŶ اƅزاœد مستƔƂمان مƂاربان  
1 2

  مŸادƅتاƍما  
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y x y x

b a b a
: , : 

1 2
= =- 

  :مة ƀƃطŴ زاőد محورƉ اƃمحرƒ Ƒſوازي أحد محوري اƗحداثƒات اƃمŶادƃة اŶƃا

)ƅننسب اƅمستوي إƅى مƆŸم متŠانس  )O i j, ,
 

)، وƅنبţث ŷن اƅصżƔة اŸƅامة ƅمŸادƅة ƁطŶ زاœد مركزƋ اƅنƂطة  )O x y,
0 0

¢  

  .ومţورƋ اƅمţرƓƁ منطبق Ɔŷى أţد اƅمţورƔن اţƙداثƔƔن

)ن مŸادƅة اƂƅطŶ اƅزاœد اƅمطƆوب Ɠž اƅمƆŸم Ƃƅد رأƔنا أ )O i j, ,
 
  :تأخذ اƅشكل  ¢

X Y

a b

2 2

2 2
1- =    ثƔţa b,  بانŠددان موŷ.  

)وƅكن دساتƔر اƛنتƂال من اƅمƆŸم  )O i j, ,
 
)إƅى اƅمƆŸم  ¢ )O i j, ,

 
 Ɠƍ:  

X x x Y y y,
0 0

= - = -  

)وƌƔƆŷ تأخذ مŸادƅة اƂƅطŶ اƅزاœد Ɠž اƅمƆŸم  )O i j, ,
 

  :اƅشكل 

( ) ( )x x y y

a b

2 2

0 0

2 2
1

- -
- =  

Ɣţaث  b,  بانŠددان موŷ.  

  :وƌƔƆŷ نصل إƅى اƅخƜصة اƅتاƔƅة

  :محوري اƗحداثƒات  اƃمŶادƃة اƒƀƃاسƒة ƀƃطŴ زاőد محورƉ اƃمحرƒ Ƒſوازي أحد

1  Ƌد مركزœزا ŶطƂƅ ةƔاسƔƂƅة اƅادŸمƅإن ا( )O x y,
0 0

  :ومţورƋ اƅمţرƔ ƓƁوازي مţور اſƅواصل Ɠƍ من اƅشكل ¢

( ) ( )x x y y

a b

2 2

0 0

2 2
1

- -
- Ɣţaث     = b,  بانŠددان موŷ.  

)تƂــŶ ذروتــا اƂƅطــŷ Ŷنــد  ) ( )x a y x a y, , ,
0 0 0 0
+ )، وتƂــŶ اƅــذروتان اƅمراƂžتــان ŷنــد  - ) ( )x y b x y b, , ,

0 0 0 0
+ -  ŶــƂƔ و

)مţرƁا اƂƅطŷ Ŷند  ) ( )x c y x c y, , ,
0 0 0 0
+ Ɣţcث  - a b2 2 2= ,وƎƅذا اƂƅطŶ مƂاربان .+ 

1 2
  :Ɣţث 

y y x x y y x x

b a b a
: , : 0 0 0 0

1 2

- - - -
= =-  
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2  Ƌد مركزœزا ŶطƂƅ ةƔاسƔƂƅة اƅادŸمƅإن ا( )O x y,

0 0
  :ومţورƋ اƅمţرƔ ƓƁوازي مţور اƅتراتƔب Ɠƍ من اƅشكل ¢

( ) ( )y y x x

a b

2 2

0 0

2 2
1

- -
- Ɣţaث     = b,  بانŠددان موŷ.  

)تƂــŶ ذروتــا اƂƅطــŷ Ŷنــد  ) ( )x y b x y b, , ,
0 0 0 0

+ - ŶــƂنــد  ، وتŷ تــانƂžمراƅــذروتان اƅا( ) ( )x a y x a y, , ,
0 0 0 0
+ -  ŶــƂƔ و

)مţرƁا اƂƅطŷ Ŷند  ) ( )x y c x y c, , ,
0 0 0 0

+ Ɣţcث  - a b2 2 2= ,وƎƅذا اƂƅطŶ مƂاربان .+ 
1 2

  :Ɣţث 

y y x x y y x x

b a b a
: , : 0 0 0 0

1 2

- - - -
= =-  

 
 Ɗطة منƀن Ƒż دőزا Ŵطƀƃ مماسƃخواص ا:  

، أو إنـžM ƌـƓ  Ɣ࣢مـسّ اƂƅطـd  ŶنƂطـة مـن ƍـذا اƂƅطـŶ ، نƂـول إن اƅمسـتƔƂم  ƁMطŸاً زاœداً، وƅـتكن  Ɣƅ࣢كن  :تŶرƒف 
 ŶطـƂƆƅ ࣢مماس  ƓـžM  وكانـت ŶطـƂƅا ƓـاربƂـد مţـوازي أƔ ƛ إذا كـانM  ŶطـƂƅن اƔمشـتركة بـƅـدة اƔţوƅطـة اƂنƅا Ɠـƍ࣢ 

  .dواƅمستƔƂم 

نسـمƓ اƅمسـتƔƂم اŸƅمـودي Ɔŷـى اƅممـاس ƂƅطـŶ زاœـد žـƓ نƂطـة اƅتمـاس اƅمسـتƔƂم اƅنـاظم Ɔŷـى اƂƅطـŶ اƅزاœـد ŷنـد ƍـذƋ  :تŶرƒف 
  .اƅنƂطة

  .اƅمماسات ƂƅطŶ زاœد نبرƍن ƍ ƓžذƋ اƂſƅرة خاصة ƍندسƔة تتصف بƎا

FمţرƁــاƋ  ࣢نتأمــل ƁطŸــاً زاœــداً  :مبرƋنــة  F, ¢  ƓســƔœرƅا ƋطــرƁ 2، وطــول . ــتكنƅM  ــدœزاƅا ŶطــƂƅــرع اž ــرب  ࣢مــنƁƗا
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  .وƅكنƎا مختſƆة ŷن ذروتF  ƌإƅى 

ƍ ،FMéو مţور اƂƅطŸـة اƅمسـتƔƂمة  ƓžM  ƂƆƅ࣢طŶ اƅزاœد  dإن اƅمماس  1 ù¢ê úë û  ـثƔţ ،M ƍـƓ اƅنƂطـة مـن نصـف  ¢
FMé(اƅمستƔƂم  ¢êë  قƂţت ƓتƅاF M 2¢ ¢ =.  

ƍ ،و اƅمنصف اƅداخƆƅ ƓƆزاوƔة  ƓžM  ƂƆƅ࣢طŶ اƅزاœد  dإن اƅمماس  2
F MF¢.  

  :اƗثبات 

 
Fكان  FاƁƗرب إƅى  ࣢نƂطة من žرع اƂƅطŶ اƅزاœد  ƅMما كانت  1 M FM 2¢ - =  

FMéمţورَ اƂƅطŸة اƅمستƔƂمة  Ɣƅdكن  ù¢ê úë û  دœزاƅا ŶطƂƆƅ مماسƅا ƌن أنƍنبرƅ࣢، و  ƓžM.  

Mتناداً إƅى تŸرƔف اس   ƅدƔنا ¢

( )MM MF MF MF MF MF2¢ ¢ ¢ ¢= - = - - =  

FMéاƂƅطŸة اƅمستƔƂمة تƆŷ ŶƂى مţور  Mإذن  ù¢ê úë û  أيd  . ŶاطƂتƅن أن اƍنبرƅ݀ ת   .ƆŷMى اƅنƂطة  ƂƔتصر ࣢

Fإذن . MمختſƆــة ŷــن  dنƂطــة مــا مــن  ƅNــتكن  N M, ,¢ Ɣƅســت Ɔŷــى اســتƂامة واţــدة واســتناداً إƅــى متراţŠــة اƅمثƆــث  ¢
  :Ɣكون ƅدƔنا 

F M F N NM2 ¢ ¢ ¢ ¢= > -  

FMéمţور اƂƅطŸة اƅمستƔƂمة ( dتنتمƓ إƅى  Nوƅكن  ù¢ê úë û ( إذنNM NF¢   وباƅتŸوƔض Ɠž اƅمتراţŠة اƅسابƂة نŠد  =

F M F N NF2 ¢ ¢ ¢= > -  

Ɣمـس  ž ،dاƅمسـتƔƂم ࣢اƅتـƓ تنتمـƓ إƅـى  Ɠƍd اƅنƂطة اƅوƔţـدة مـن  Mإذن . ࣢ ƛ تنتمƓ إƅى اƂƅطN Ŷوƍذا ŸƔنƓ أن  ࣢  ƓžM  .  

ƍ و منصف اƅزاوƔة ƅdنţƜظ أن  2
FMM Ɨ ،FMMنƌ مţور اƂƅاŷدة Ɠž اƅمثƆث اƅمتساوي اƅساƔƁن ¢ ¢.  
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  :Ƒż نƀطة منƊ زاőدƀƃطŴ ) أو اƃناظم(تƒƒŶن مŶادƃة اƃمماس 

  :مţورƋ اƅمţرƔ ƓƁوازي مţور اƅتراتƔب باƅصżƔة  ࣢بوŷ ƌٍŠام تُكتب مŸادƅة ƁطŶ زاœد 

( ) ( )y y x x

b a

2 2

0 0

2 2
1

- -
- =  

,࣢ଵوكأنƌ اŠتماع اƅخطƔن اƅبƔانƔƔن Ɣ࣢مكن اƅنظر إƅى  ࣢ଶ  نƔتƅداƅf f,
1 2

  باƅصżƔتƔن مŸرžتƔن Ɔŷى  

( ) ( )x x
y f x y b

a

2

0

1 0 2
1

-
= = + +  

( ) ( )x x
y f x y b

a

2

0

2 0 2
1

-
= = - +  

  :كما ƍو موضƓž Ţ اƅشكل 

 
)وإذا كانــت . Ɔŷــى نţƜــظ أن اƅــداƅتƔن اشــتƂاƔƁتان  )M u v,  انتمــت ، ŶطــƂƅطــة مــا مــن اƂنM  ــويƆŸƅــزء اŠƅــى اƅأمــا إ ࣢ଵ  ƓƆſسƅزء اŠƅى اƅ࣢أو إଶ  صƁناƅا ŶطƂƅن . ࣢من اƔتƅاţ ش إذنƁنناƅ:  

  ــةƅاţݔ ∈ ࣢ଵ  أي ،( )v f u
1

أي ƔƁمــة اŸƅــدد اƅمشــتق  Ɔƅ࣢ଵخــط  MنرŻــب žــƓ تƔŸــƔن مƔــل اƅممــاس ŷنــد  =
( )m f u
1
 ، ƆžدƔنا xوƅكن أƔاً كانت ƔƁمة . =¢

( )( ) ( )f x y x x

b a

2 2

1 0 0

2 2
1

- -
- =  

  وباƛشتƂاق نŠد

( )( ) ( ) ( )f x y f x x x

b a

1 0 1 0

2 2

2 2
0

¢- -
- =  

xومنţ Ɠž ƌال  u=  

u xb
m

v ya

2

0

2

0

-
=

-
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ţƛvظ أن  y
0

¹ .  

  ــةƅاţݔ ∈ ࣢ଶ  أي ،( )v f u
2

أي  Ɔƅ࣢ଶخــط  MنرŻــب أƔضــاً žــƍ ƓــذƋ اţƅاƅــة بتƔŸــƔن مƔــل اƅممــاس ŷنــد  =
)ƔƁمة اŸƅدد اƅمشتق  )m f u

2
 ، ƅدƔنا xوƅكن أƔاً كانت ƔƁمة . =¢

( )( ) ( )f x y x x

b a

2 2

2 0 0

2 2
1

- -
- =  

xوباƛشتƂاق وتŸوƔض  u= دŠن  

u xb
m

v ya

2

0

2

0

-
=

-
  

ƅمţور اſƅواصل ، نŠد مŠدداً  بإŠراء دراسة مماثƆة ƅما سبق ţ Ɠžاƅة كون اƅمţور اƅمţرƂƆƅ ƓƁطŶ اƅزاœد موازƔاً  :مƚحظة 
)Ɠž نƂطة ما  ࣢أن مƔل اƅمماس ƂƆƅطŶ اƅزاœد  )M u v,  ƌمن)ƌƔن ذروتŷ ةſƆساوي ) مختƔ ،:  

u xb
m

v ya

2

0

2

0

-
=

-
  

)Ɣţث  )x y,
0 0

 ŶطƂƅو مركز اƍ.  

)أما ţ Ɠžال كانت اƅنƂطة  )M u v, ذروة  ƌتƅادŸوم ƓƅوƁمماس شاƅاž ،ŶطƂƆƅx u=.  

اƅمţƜظــة اƗساســƔة ƍــƓ أننــا نţصــل žــƓ كــƜ اţƅــاƅتƔن Ɔŷــى اƅصــżƔة نſســƎا، وƍــƓ تمامــاً اƅصــżƔة اƅتــƓ نţصــل  :اƃنتŞƒــة 
وذƅـك بŸـد اƅتأكـد مـن أن اƅمŸادƅـة .( ƆxمتƔżـر بصـſتƌ داƅـة تابŸـة ƎƔƆŷy ƅا من اشتƂاق مŸادƅـة اƂƅطـŶ بŸـد مŸامƆـة اƅمتƔżـر 

  ).تمثل Ɓ ƜًŸžطŸاً زاœداً 

مـــن اƅمســـتوي، نرمـــز بـــاƅرمز  PمســـتƔƂماً مـــا žـــƓ اƅمســـتوي ، žـــţ Ɠاƅـــة نƂطـــة مـــا  ƅـــƔكن  :اƃتŶرƒـــف اƃمشـــترك ƀƄƃطـــوع 
( )d P,  طةƂنƅن اƔة بžمساƅى اƅإP  مƔƂمستƅوا  نƔة بžمساƅضاً اƔأ Ɠƍو ،P  ىƆŷ مœاƂƅا اƎومرتسم .  

 ࣝنƎـدف إƅـى دراسـة اƅمŠموŷـة .ŷـدداً موŠبـاً تمامـاً  eوƅـƔكن .  ƛ تƂـƆŷ Ŷـى Ƃ Fطـة ، وننتأمل Ɠž اƅمستوي مستƔƂماً 
  :؛ أي eتساوي  إƅى بŸدƍا ŷن  Fاƅمكونة من نƂاط اƅمستوي اƅتƓ نسبة بŸدƍا ŷن 

 ܲ ∈ ࣝ	 ⟺ 		 ௉ிௗሺ௉,ℓሻ ൌ ݁   

) Šƙـراء ƍـذƋ اƅدراسـة سـنختار مƆŸمـاً مناسـباً  )O i j, ,
 

 Oyمţـور اƅتراتƔـب موازƔـاً  ƅوƔكـون  ƆŷFـى O بƔţـث تنطبـق  

 ƌتƅادŸمx k=-  ثƔţk 0>   

)ƅتكن  )P x y,  ٍذœندŷ ،مستويƅطة ما من اƂن:  
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PF x y2 2= )و      + )d P x k,  = +  

Ɠإذن تنتمP  إذا وƂžط إذا تƂţق اƅشرط  ࣝإƅى    

  

x y e x k2 2+ = +  

  :وباƅتربŶƔ نŠد 

( )x y e x kx k2 2 2 2
2+ = + +  

  أو 

( ) ( )e x e kx y e k2 2 2 2 2 2
1 2 0 1- - + - =  

  :ƅنناƁش إذن اţƅاƛت اƅتاƔƅة 

 ةƅاţe  1 )ŷندœذٍ تكتب اƅمŸادƅة .    :اƅصżƔة اƅتاƔƅة ب 1(

k
y k x2

2
2

æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø
  

ƌذروت Œžمكاƅا ŶطƂƅة اƅادŸم Ɠƍو
k
, 0
2

æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ø
   ƌƁرţوم( )F ,0 0  ƌƆƔƅود  ƌتƅادŸذي مƅاx k=-  . ذاƍ ةƂƔƂţƅا Ɠž

eإذن ţ Ɠžاƅة . ŷتمدناƍƋو تŸرƔف اƂƅطŶ اƅمكاŒž اƅذي ا    .ƁطŸاً مكاœžاً   ࣝتكون اƅمŠموŷة   1

 ةƅاţe  1 )ƍنا تكتب اƅمŸادƅة .    :باƅصżƔة  1(

( ) e k
e x x y e k

e

2

2 2 2 2 2

2
1 2 0

1

æ ö÷ç ÷- - + - =ç ÷ç ÷÷ç -è ø
  

xوباƙتمام إƅى مربŶ كامل باƅنسبة إƅى   نŠد  

( )
( )

e k e k e k
e x x y e k

e ee

2 4 2 4 2

2 2 2 2 2

2 2 2
2

1 2
1 1

1

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷- - + + = +ç ÷ç ÷- -ç ÷-ç ÷è ø
  

( ) e k e
e x y e k

e e

2
2 2

2 2 2 2

2 2
1 1

1 1

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷- - + = +ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç- -è ø è ø
  

( ) e k e k
e x y

e e

2
2 2 2

2 2

2 2
1

1 1

æ ö÷ç ÷- - + =ç ÷ç ÷÷ç - -è ø
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( )

( )

e k
x

e y

e k e k

ee

2
2

2 2

2 2 2 2

2 2
2

1
1 2

1
1

æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷ç -è ø
+ =

--

  

  :ƍناك إذن ţاƅتان

 ةƅاţe 0 1    Ŷنضe k
x

e

2

0 2
1

=
-

yو  
0
ekو 0

a
e21

=
-

ekو  
b

e21

=
-

)، žتأخذ اƅمŸادƅة  )2 

 :اƅصżƔة 

( ) ( )x x y y

a b

2 2

0 0

2 2
1

- -
+ =  

ţƛbظ أن a e a  21    .Ƌص مركزƁنا ŶطƁ ةƅادŸم Ƌذƍ إذن x y,
0 0

مţورƋ اƅمţرƓƁ منطبق Ɔŷى مţور   

اſƅواصل، وطول ƁطرƋ اƅكبƔر 
ek

a
e

  2

2
2

1
وطول ƁطرƋ اƅصƔżر  

ek
b

e
  2

2
2

1
 ƓƁرţمƅد اŸبƅأما نصف ا ،c 

  Ɣžساوي 

     

e k e k
c a b

ee

e k e e k e k
ea x

ee e

    
      

2 2 2 2

2 2

2 2
2

2 2 2
4 2 2

02 2 2
2 2

1
1

1 1

1
1 1

  

أما مţرƁا اƂƅطƎž Ŷما ŷند  ,0 و  0 c,2 ƁطŸاً ناƁصاً أţدُ مţرƌƔƁ اƅنƂطة  ࣝن اƅمŠموŷة إذن ƍ ƓžذƋ اţƅاƅة تكو . 0
F.  

 ةƅاţe  1    Ŷنضe k
x

e

2

0 2
1

=
-

yو  
0
ekو 0

a
e2 1

=
-

ekو  
b

e2 1

=
-

)، žتأخذ اƅمŸادƅة  )2 

 :اƅصżƔة 

( ) ( )x x y y

a b

2 2

0 0

2 2
1

- -
- =  

Ƌص مركزƁنا ŶطƁ ةƅادŸم Ƌذƍ إذن x y,
0 0

   ƓسƔœرƅا ƋطرƁ واصل، وطولſƅور اţى مƆŷ منطبق ƓƁرţمƅا Ƌورţم
ek

a
e

  2

2
2

1
وطول ƁطرƋ اƅصƔżر  

ek
a
e

 2
2

2
1

 ƓƁرţمƅد اŸبƅأما نصف ا ،c  ساويƔž  
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     

e k e k
c a b

ee

e k e e k e k
ea x

ee e

    
       

2 2 2 2

2 2

2 2
2

2 2 2
4 2 2

02 2 2
2 2

1
1

1 1

1
1 1

  

أمـــا مţرƁـــا اƂƅطـــƎž Ŷمـــا ŷنـــد  ,0 و  0 c,2 eإذن žـــƍ Ɠـــذţ Ƌاƅـــة . 0  ƁطŸـــاً زاœـــداً أţـــدُ  ࣝتكـــون اƅمŠموŷـــة  1
  .FمţرƌƔƁ اƅنƂطة 

  :وƍكذا نكون Ɓد أثبتنا اƅمبرƍنة الآتƔة 

ـــف  ƒرŶـــة وت ـــƔكن . ƛ تƂـــƆŷ Ŷـــى  F، ونƂطـــة نتامـــل žـــƓ اƅمســـتوي مســـتƔƂماً  :مبرƋن ƅوe  ًـــاً تمامـــا إن . ŷـــدداً موŠب
، ƍـƁ ƓطـŶ مخروطـe  ، Ɠتسـاوي  إƅـى بŸـدƍا ŷـن  ƅFمكونة من نƂاط اƅمستوي اƅتƓ نسـبة بŸـدƍا ŷـن ا ࣝاƅمŠموŷة 

ƁeطŸاً ناƁصاً ţ Ɠžاƅة  ࣝوتكون . مţرƁاً  ƂƔFبل اƅنƂطة  0 e، وƁطŸاً مكاœžاً ţ Ɠžاƅة 1  1 Ɠـž ًـداœـاً زاŸطƁو ،
ţeاƅــة   وžــţ Ɠاƅــة . FاƅمتƆŸــق بــاƅمţرق  ࣝدƅــƂƆƅ ƜًƔطــ  Ŷ، ونســمƓ ࣝاƅتباŷــد اƅمركــزي ƂƆƅطــe  ŶنســمƓ اŸƅــدد . 1

e  Ɣaكون  1
e
c

 ƓƁرţمƅا ƋدŸى بƅإ ŶطƂƆƅ ƓسƔœرƅطر اƂƅأي نسبة طول ا.  

  :اĞستوي واĞستقيم في الفضاء : الوحدة الثانية 

  :اƃمستوي Ƒż اŽƃضاء 

  :تذكر 

ـــƔكن اſƅضـــاء  ƅE  ـــم ƆŸـــدث بمţمƅـــانس اŠمت( )O i j k, , ,
  

ـــتكن اƅنƂطـــة   ƅو ،M  مـــنE  ثƜطـــة ثـــƂنƅا Ƌـــذƍ نرســـم مـــن ،
žـOz  Ɠ و Oyو  OxمسـتوƔات اƅمţـاور ، žتƂطـƍ ŶـذƋ اOxy ƅو  Oxzو  OyzمستوƔات موازƔة ƆƅمسـتوƔات 

x
M  و

y
M  و

z
M رسمƅا Ɠž ب كماƔترتƅبا.  

 
xاŷƗداد اƔƂƔƂţƅة ƅنŸرف  y z,   :بƔţث  ,

x y z
OM x OM y OM z, ,= = =  

)نسمƓ اƅثƜثƔة  )x y z,   .راƁمƎا zترتƔبƎا و yو  žMاصƆة اƅنƂطة  xونسمM . ƓإţداثƔات اƅنƂطة  ,
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  طةƂابل كل نƂƔM  ضاءſƅمن اE  دةƔţة وƔثƜث( )x y z, )وباŸƅكس ƂƔابـل كـل ثƜثƔـة  , )x y z, مـن  MنƂطـة  ,
 :أتƓ ونŸبر ŷن ذƅك متƔƎŠاً كما Ɣ. اſƅضاء 

x y z
OM OM OM OM x i y j z k
      

= + + = + +  

  ةƔة الآتƁƜŸƅى اƅورث نتوصل إŻثاƔž نةƍق مبرƔبتطب: 

OM OM x y z2 2 2


= = + +  

  ةƅاţ Ɠž( )A A A
A x y z, )و , )B B B

B x y z, ABنŸبر ŷن اƅمتE  ƌŠمن  ,


  ƓأتƔ كما: 

( ) ( ) ( )B A B A B A
AB x x i y y j z z k
   

= - + - + -  

ƌتƆƔوطو  

( ) ( ) ( )B A B A B A
AB AB x x y y z z

2 2 2


= = - + - + -  

  اتƔداثţإP  مةƔƂمستƅة اŸطƂƅمنتصف اAB  Ɠƍ: 

B A B A B A

P P P

x x y y z z
x y z, ,

2 2 2

+ + +
= = =  

  

)اƅمţدث بمƆŸم متŠانس  Eضاء ، žإننا نƂصد اƔžEſƅما Ɣأتŷ Ɠندما نتţدث ŷن اſƅضاء  )O i j k, , ,
  

.  

  نƔƎŠمتƅول إن اƂنu


vو 


  ƓƂƔƂţ ددŷ دŠُاً إذا وƔمرتبطان خط  قƂţƔu v. 
uأو  = v. 

، وŷندƍا  =
 .تكون مركباتƎما متناسبة

  ندماŷ  .Ɣكون اƅمتƎŠان ƎŠ Ɠžة واţدة <0

  ندماŷ  .Ɣكون اƅمتƎŠان ƎŠ ƓžتƔن مختſƆتƔن >0
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  إذا كان( )u x y z, ,
1 1 1


)و  )v x y z, ,

2 2 2


 :كان Šداؤƍما اƅسƆّمE  Ɠاء متƔƎŠن Ɠž اſƅض 

( )u v u v u v x x y y z z. . cos . . . .
1 2 1 2 1 2

     
= = + +  

uومنƔ ƌكون اƅشŸاŷان  v,
 

uمتŸامدƔن إذا وƂžط إذا كان   v. 0

 
=.  

  :ونستطŶƔ إŠƔاد تƔŠب اƅزاوƔة بƔن اƅمتƔƎŠن باƁƜŸƅة 

( )
x x y y z zu v

u v
x y z x y zu v

. . ..
cos .

.

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2

  
 

+ +
= =

+ + + +
  

  نƔƎŠمتƆƅ ƓŠخارƅداء اŠƅا( )u x y z, ,
1 1 1


)و  )v x y z, ,

2 2 2


 :ƍو اƅمتƓžE  ƌŠ اſƅضاء  

( ) ( ) ( )u v y z y z i x z x z j x y x y k. . . . . .
1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1

    
 = - + - + -  

  :أو نكتبƌ باƅشكل 

i j k
y z x z x y

u v x x x i j k
y z x z x y

y y y

1 1 1 1 1 1

1 2 3

2 2 2 2 2 2

1 2 3

  
    
 = = - +  

  

  

- ƌŠمتƅاu v
 
  ى كل منƆŷ موديŷu v,

 
.  

- ƌŠمتƅة اƆƔطى طوŸتu v
 
  ةżƔصƅبا:  

( )u v u v u v. . sin ,
     
 =  

uأي تساوي ضƓſŸ مساţة اƅمثƆث اƅمنشأ Ɔŷى  v,
 

.  

uاƅمتƎŠان - v,
 

uمرتبطان خطƔاً إذا وƂžط إذا كان   v 0

 
 =.  

  :اƅمţددات 

نƆŸم أن اƅمţدد من اƅدرŠة اƅثانƔة ƍو اŸƅدد 
a b

a d b c
c d

. .= -  

  :أما اƅمţدد من اƅدرŠة اƅثاƅثة، Ǝžو اŸƅدد 
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a b c
e f d f d e

d e f a b c
h k g k g h

g h k

. . .= - +  

  .وŠƔري ţساب اƅمţددات من اƅمرتبة اƅثانƔة كما سبق

 ƊنƒƒŶق تőمستوي وطراƃا:  

    رƔŻ Ţٌمستوي سطƅا ƌƔƆŷ طة ، انطبقƂأكثر من ن Ɠž مƔƂمستƅا ƌŸدود، إذا اشترك مţاط (مƂأي اشتركا بكل ن
 ).اƅمستƔƂم

  ستƔƅ اطƂث نƜأو بث ،ƌŠطة خارƂم ونƔƂن، أو مستƔƔن متوازƔمƔƂن، أو بمستƔŸاطƂن متƔمƔƂمستوي بمستƅن اƔŸتƔ
 .Ɔŷى استƂامة واţدة

  ول إنƂنAB


)، إذا كان اƅمستƔƂم Pاƅمستوي  متƌŠ ناظم Ɔŷى  )AB مستويƅذا اƍ ىƆŷ ًاƔمودŷ. 

  :مŶادƃة مستوٍ ƒمر من نƀطة مƄŶومة، وŶƒامد متƌŞاً مƄŶوماً 

)ƅتكن اƅنƂطة اƅمƆŸومة  )M x y z, ,
0 0 0 0

)، اƅذي ŸƔامد اƅمتƌŠ ࣪نمرر بƎا اƅمستوي   )n p q r, ,


)، وƅتكن  )M x y z, , 

nنƂطة ما Ɠž اƅمستوي žتتƂţق اƁƜŸƅة  M M
 

0
^ .  

  
  . ࣪وباŸƅكس كل نƂكة من اſƅراغ تƂţق ƍذƋ اƁƜŸƅة تكون واŸƁة Ɠž اƅمستوي 

ƍnو  ࣪إƅى  Mإذن اƅشرط اƜƅزم واƅكاƛ Ɠžنتماء  M M.
 

0
  :وƍذا ƔكاŒž تƔƆƔƆţاً تƂţق اƅمساواة الآتƔة  =0

( ) ( ) ( )p x x q y y r z z
0 0 0

0- + - + - =  

  :وƓƍ من اƅشكل 

px qy rz h 0+ + + =  
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)Ɣţث  )h px qy rz
0 0 0

= - +   :إذن .  M، وƍو مƂدار Ɣ ƛتƆŸق باƅنƂطة  +

( )M x y z P px qy rz h, , Î  + + + = 0  

xوباŸƅكس، ƅنتأمل مŸادƅة من اƅدرŠة اƗوƅى باƅمتţوƛت  y z,   :من اƅشكل  ,

ax by cz d+ + + = 0  

)Ɣţث  ) ( )a b c, , , ,¹ 0 0 Ɣaمكن ومن دون اƜƁƙل من ŷمومƔة اƅمناƁشة أن نſترض أن . 0 ¹ 0ƅادŸمƅذٍ تكتب اœندŷ ، ة
  :اƅسابƂة باƅصżƔة اƅمكاœžة 

( ) ( )d
a x b y c z

a

æ ö÷ç ÷- + - + - =ç ÷ç ÷çè ø
0 0 0  

 Ɠƍة  –وƂسابƅشة اƁمناƅى اƅطة  –استناداً إƂنƅمار باƅمستوي اƅةُ اƅادŸمd
M
a
, ,

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø0
0 )ŷمودƔاً Ɔŷى  0 )n a b c, ,


، وƍكذا 

  : نكون Ɓد أثبتنا اƅخاصة الآتƔة 

axصżƔة إن كل مŸادƅة من اƅ :مبرƋنة  by cz d+ + + = )Ɣţث  0 ) ( )a b c, , , ,¹ 0 0 ، تŸرّفُ مستوƔاً Ɠž اſƅراغ  0
 ƌŠمتƅبل اƂƔ( )n a b c, ,


 ƌƔƆŷ ًاً ناظماƎŠكس ، إذا كان . متŸƅوبا( )n a b c, ,


متƎŠاً ƔŻر مŸدوم كانت مŸادƅة أي مستوٍ  

ŷnموديّ Ɔŷى 


  :من اƅشكل  

ax by cz d+ + + = 0  

)أما مŸادƅة اƅمستوي اƅمار بنƂطة مŸطاة  )M x y z, ,
0 0 0 0

)ŷمودƔاً Ɔŷى   )n a b c, ,


  ƓƎž:  

( ) ( ) ( )a x x b y y c z z- + - + - =
0 0 0

0  

nإذا كــان  :مƚحظــة 


، كــان أي متŠــƔŻ ƌــر صــſري مــرتبط خطƔــاً مŸــƌ متƎŠــاً ناظمــاً Ɔŷــى  ࣪ متƎŠــاً ناظمــاً Ɔŷــى مســتوٍ  
  .نſسƌ ࣪اƅمستوي 

  :مŶادƙت اƃمستوƒات اƃخاصة 

)اƃمستوƒات اƃمارة بمبدأ اƗحداثƒات  )O , ,0 0 0 :  

  :إţداثƔات اƅمبدأ تƂţق مŸادƅة مثل ƍذƋ اƅمستوƔات، إذن Ɠƍ اƅمستوƔات اƅتƓ مŸادƛتƎا من اƅشكل 

ax by cz+ + = 0  

  : Ozاƃمستوƒات اƃموازƒة Ƅƃمحور 

 ƌتــƅادŸـذي مƅمســتوي اƅكـون اƔax by cz d+ + + = )إذا وƂžــط إذا كـان اƅنــاظمُ ƔƆŷــOz  ƌموازƔــاً Ɔƅمţـور  0 )n a b c, ,


 

 ƌـــŠمتƅـــى اƆŷ ًـــاƔمودŷ( )k , ,

0 0 c؛ أي إذا وƂžـــط إذا كـــان  OzاƅموŠـــƆƅ ƌمţـــور  1 = ؛ أي إذا وƂžـــط إذا كانـــت مŸادƅـــة 0

  :اƅمستوي من اƅشكل 

ax by d+ + = 0  

  )  zأي ƛ تţوي اƅمتƔżر ( 
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ƃات اƒمستوƃمحور اƄƃ ةƒموازOy :  

 ƌتـƅادŸـذي مƅمسـتوي اƅكون اƔax by cz d+ + + = )إذا وƂžـط إذا كـان اƅنـاظمُ ƔƆŷـOy  ƌموازƔـاً Ɔƅمţـور  0 )n a b c, ,


 

 ƌـــŠمتƅـــى اƆŷ ًـــاƔمودŷ( )j , ,

0 1 b؛ أي إذا وƂžـــط إذا كـــان  OyاƅموŠـــƆƅ ƌمţـــور  0 = ؛ أي إذا وƂžـــط إذا كانـــت مŸادƅـــة 0

  :اƅمستوي من اƅشكل 

ax cz d+ + = 0  

  ) yأي ƛ تţوي اƅمتƔżر ( 

  
  OxاƅمستوƔات اƅموازƔة Ɔƅمţور 

Ɣ ƌتـƅادŸـذي مƅمسـتوي اƅكون اax by cz d+ + + = )إذا وƂžـط إذا كـان اƅنـاظمُ ƔƆŷـOx  ƌموازƔـاً Ɔƅمţـور  0 )n a b c, ,


 

 ƌـــŠمتƅـــى اƆŷ ًـــاƔمودŷ( )i , ,

1 0 aكـــان ؛ أي إذا وƂžـــط إذا  OxاƅموŠـــƆƅ ƌمţـــور  0 = ؛ أي إذا وƂžـــط إذا كانـــت مŸادƅـــة 0

  :اƅمستوي من اƅشكل 

by cz d+ + = 0  

  ) xأي ƛ تţوي اƅمتƔżر ( 

  
  :اƅمستوƔات اƅموازƔة ƆƅمستوƔات اţƙداثƔات 
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  : yOzاƃمستوƒات اƃموازƒة Ƅƃمستوي 

yOz  ƓƍxمŸادƅة اƅمستوي  = 0  ƌŠمتƅبل اƂƔ وƍوi


 ƌƔƆŷ ًناظما.  

ــــƔ࣪  ƌكــــون اƅمســــتوي  ــــذي مŸادƅت ƅاax by cz d+ + + = ــــاً Ɔƅمســــتوي  0 ƔموازyOz  ƌــــ ƔƆŷ ــــاظم إذا وƂžــــط إذا كــــان اƅن
( )n a b c, ,


)أي مرتبطاً خطƔاً مŷyOz  ŶمودƔاً Ɔŷى اƅمستوي   )i , ,


1 0 b، وƍذا ƔكاŒž أن Ɣكـون  0 c= = أي تأخـذ  0

xاƅصżƔة  ࣪مŸادƅة اƅمستوي  x=
0

  

  
تُكتــب  xOzوباƗســƆوب نſســƌ نبــرƍن أن مŸــادƛت اƅمســتوƔات اƅموازƔــة Ɔƅمســتوي  : xOzي اƃمســتوƒات اƃموازƒــة Ƅƃمســتو 

yباƅشكل  y=
0

.  

ƅzشكل Ɠƍ إذاً اƅمستوƔات اƅتƓ تُكتب مŸادƛتƎُا با : yOzاƃمستوƒات اƃموازƒة Ƅƃمستوي  z=
0

.  

  :مŶادƃة مستوٍ ƒمر بنƀطة مƄŶومة وƒوازي متƒƌŞن مƄŶومƒن 

uمســتوƔاً Ɣــوازي كــƜً مــن اƅمتƎŠــƔن ƔŻــر اƅمــرتبطƔن خطƔــاً  ࣪اſƅكــرة اƅرابţــة ƍنــا ƍــƓ أنــƌ إذا كــان 


vو 


nكــان اƅنــاظم  


 

ŷuمودƔاً Ɔŷى كل من 


vو 


n، ومن ثم كان  


uو  v
 
  ًاƔن خطƔمرتبط.  

uوƌƔƆŷ، من مŸرžة اƅمتƔƎŠن ƔŻر اƅمرتبطƔن خطƔاً 


vو 


 Ɣ࣪مكننا اسـتنتاج متŠـƌ نـاظم Ɔŷـى  ࣪اƆƅذƔن ƔوازƎƔما اƅمستوي  
nبأخذ  u v

  
=  ةƂسابƅة اƅاţƅى اƅة إƅمسأƅذٍ تؤول اœندŷو ،.  

  

)ƅـــتكن  )M x y z, ,
0 0 0 0

)نƂطـــة مƆŸومـــة ، وƅـــƔكن   )u x y z, ,


1 1 1
)و  )v x y z, ,


2 2 2

ŠƔƙـــاد . تƎŠـــƔن ƔŻـــر مـــرتبطƔن خطƔـــاً م 
Mاƅمار باƅنƂطة  ࣪مŸادƅة اƅمستوي 

0
uموازƔاً كƜً مـن  


vو 


M، نكتـب مŸادƅـة اƅمسـتوي اƅمـار باƅنƂطـة  

0
ŷمودƔـاً Ɔŷـى  

n u v
  
=  .  

)وƌƔƆŷ تنتمƓ اƅنƂطة  )M x y z, )إذا وƂžط إذا كان  ࣪إƅى  , )MM u v
  

 =
0

0  

  وƅكن 
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i j k
y z x z x y

u v x y z i j k
y z x z x y

x y z

  
    
 = = - +1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2 2 2 2 2

2 2 2

  

( ) ( ) ( )MM x x i y y j z z k
   

= - + - + -
0 0 0 0

  

  إذن

( ) ( ) ( ) ( )
y z x z x y

MM u v x x y y z z
y z x z x y

.
  

 = - - - + -1 1 1 1 1 1

0 0 0 0

2 2 2 2 2 2

  

  :ومن مŸرžتنا باƅمţددات نŠد 

( )
x x y y z z

MM u v x y z

x y z

.
   - - -

 =
0 0 0

0 1 1 1

2 2 2

  

Ɔŷطة وƂنƅا Ɠتنتم ،ƌƔ( )M x y z,   :إذا وƂžط إذا كان  ࣪إƅى  ,

x x y y z z

x y z

x y z

- - -

=
0 0 0

1 1 1

2 2 2

0  

  .وبنشر اƅمţدد نţصل Ɔŷى مŸادƅة اƅمستوي اƅمطƆوب

  

  :مŶادƃة مستوٍ ƒمر بثƚث نƀاط مƄŶومة ƒƃست Ƅŵى استƀامة واحدة 

، تـؤدي إƅـى  Ɣƅ࣪سـت Ɔŷـى اسـتƂامة واţـدة مـن مسـتوٍ  Cو Bو Aتُردّ ƍذƋ اţƅاƅة إƅـى سـابƂتƎا، Ɨن مŸرžـة ثـƜث نƂـاط 
u، ومتƔƎŠن ƔوازƔانƍ ƌما  AمŸرžة إţدى اƅنƂاط اƅتƔ Ɠمر بƎا اƅمستوي ، وƅتكن  AB

 
vو = AC

 
=.  

)اƅــذي Ɣمـر باƅنƂــاط  ƅ࣪نſتـرض إذن اننـا نرƔــد تƔŸـƔن اƅمسـتوي  )M x y z, ,
1 1 1 1

)، و  )M x y z, ,
2 2 2 2

)، و  )M x y z, ,
3 3 3 3

 

œندŷ ،اطƂنƅا ƋذƎمارّ بƅمستوي اƅة اƅادŸن مŷ ثţنبƅدة، وţامة واƂى استƆŷ ستƔƅ اƎترض أنſن Ɠتƅذٍ ا:  

( ) ( ) ( )u M M x x i y y j z z k
1 2 2 1 2 1 2 1

    
= = - + - + -  

( ) ( ) ( )v M M x x i y y j z z k
1 3 3 1 3 1 3 1

    
= = - + - + -  

)وƂƅد رأƔنا مŸادƅة اƅمستوي اƅمار باƅنƂطة  )M x y z, ,
1 1 1 1

uموازƔاً  


vو 


  Ɠƍ:  

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

0

- - -

- - - =

- - -
  

ƅة اƅادŸى مƆŷ صلţدد نţمƅذا اƍ وبوبنشرƆمطƅمستوي ا.  

  :اƃوضŴ اƃنسبƃ Ƒمستوƒƒن Ƒż اŽƃضاء 
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  :توازي مستوƒƒن 

 ƌى الآخر ، ومنƆŷ ًموداŷ ماƍدţى أƆŷ مودŸƅط إذا كان اƂžان إذا وƔتوازى مستوƔ:  

Ɠثانƅى اƆŷ ناظم ƌŠمت Ŷول مƗى اƆŷ ناظم ƌŠمتƅ Ɠخطƅرتباط اƛو اƍ نƔƔتوازي مستوƅ Ɠžكاƅزم واƜƅشرط اƅا.  

  .ستوƔان متوازƔƔن ، إما أن Ɣكونا منطبƔƂن ، وإما أƔ ƛشتركا Ɠž أƔة نƂطةŷندما Ɣكون اƅم

  :تƀاطŴ مستوƒƒن 

اƅمستوƔان ƔŻر اƅمتوازƔƔن ƍما مستوƔان متƂاطŸان Ɠž مستƔƂم، وأي متƌŠ ناظم Ɔŷى أţدƍما Ɣكون مستƜًƂ خطƔاً ŷن أي 
  ).ƔŻر مرتبط خطƔاً مƌŸ(متƌŠ ناظم Ɔŷى الآخر 

  
  :تŶامد مستوƒƒن 

Ÿامد مستوƔان إذا وƂžط إذا كان اŸƅمودان ƎƔƆŷما متŸامدƔن ، أي إذا تŸامد متƌŠ ناظم Ɔŷى أţدƍما مŶ أي متƌŠ ناظم Ɣت
  .Ɔŷى الآخر

Ɠثانƅى اƆŷ ناظم ƌŠمت Ŷول مƗى اƆŷ ناظم ƌŠامد متŸو تƍ نƔƔامد مستوŸتƅ Ɠžكاƅزم واƜƅشرط اƅإذن، ا.  

 
  :بŶُد نƀطة مƄŶومة ŵن مستوٍ مƄŶوم 

ƅكن اƔƅ ة  ࣪مستويƅادŸمƅن باƔŸمƅاax by cz d 0+ + + =  

  
)وƅتكن  )M x y z, ,

0 0 0 0
,଴ܯ൫݀، وƅنسŶَ إƅى إŠƔاد  ࣪نƂطة ƛ تƓž ŶƂ اƅمستوي   ࣪൯  طةƂنƅدِ اŸُبM

0
ŷن اƅمستوي   ࣪.  
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ــــــــــتكن  ƅ( )H x y z, ــــــــــاœم ƆƅنƂطــــــــــة  , Ƃƅط اƂمســــــــــƅاM
0

ــــــــــى ƍــــــــــذا اƅمســــــــــتوي  Ɔŷ . ــــــــــانƎŠمتƅمــــــــــا كــــــــــان اƅ( )n a b c, ,


و 
( )HM x x y y z z, ,
0 0 0 0


- -   :مرتبطƔن خطƔاً استنتŠنا أن  -

n HM n HM. .
0 0

   
=  

ƌومن  

n HM
HM

n

.
0

0

 


=  

  أي

( ) ( ) ( )

( )

a x x b y y c z z
HM

a b c

ax by cz ax by cz

a b c

ax by cz d

a b c

0 0 0

0
2 2 2

0 0 0

2 2 2

0 0 0

2 2 2

 - + - + -
=

+ +
+ + - + +

=
+ +

+ + +
=

+ +

  

)Ɣţث استŸمƆنا  )d ax by cz= - + وبذƅك نكون Ɓد أثبتنا اƅمبرƍنة . ، ƓƎž تƂţق مŸادƅتƌ  ࣪تنتمƓ إƅى  ƗHن  +
  :الآتƔة 

axاƅمƔŸن باƅمŸادƅة  Ɣƅ࣪كن اƅمستوي : مبرƋنة  by cz d 0+ + + )وƅتكن  = )M x y z, ,
0 0 0 0

ŸƔMطى بŸُد  . 
0

 

  :باƅصżƔة  ŷ࣪ن اƅمستوي 

( )
ax by cz d

d M P
a b c

,
0 0 0

0
2 2 2

+ + +
=

+ +
  

  

  

  اƃمستƒƀم Ƒż اŽƃضاء

  :ƒتƒŶن اƃمستƒƀم Ƒż اŽƃضاء بثƚث طراőق 

 مƔƂمستƅن من اƔطتƂة نžرŸبم. 

  ىţومن ƌطة منƂة نžرŸبم)ƌŠمت (ƌƔوازƔ. 

 مشتركƅما اƎƆَصž مƔƂمستƅكون اƔ نƔƔة مستوžرŸبم. 
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ƒ مƒƀة مستƃادŶوماً مƄŶاً مƌŞوازي متƒومة وƄŶطة مƀمرّ بن:  

  .متƎŠاً ƔŻر مŸدوم وƔƅكن . Ɠž اſƅضاء ƅتكن اƅنƂطة 

  

، إذا وƂžـط إذا كـان اƅمتƎŠـان  موازƔاً اƅمتŠـƌ  اƅمارّ باƅنƂطة  إƅى اƅمستƔƂم  تنتمƓ اƅنƂطة 
  .مرتبطƔن خطƔاً  و 

 ƓƂƔƂţ ددŷ َدŠُط إذا وƂžإذا و  ƌƆŠق من أƂţتƔ .  

موازƔـاً  اƅمارّ باƅنƂطـة  إƅى اƅمستƔƂم  باƅرŠوع إƅى مساƁطƎما Ɔŷى اƅمţاور اţƙداثƔة نرى أن اƅنƂطة و 
 ƌŠمتƅا

 
 ƓƂƔƂţ ددŷ دŠط إذا وƂžق  إذا وƂţƔ:  

  أو            

  نسمƓّ اŠƅمƆة 

  

اƅمŸـادƛت بŸـد ţـذف  وتكتـب ƍـذƋ موازƔـاً اƅمتŠـƌ  اƅمارّ باƅنƂطة   ŠمƆة اƅمŸادƛت اƅوسƔطƔة ƆƅمستƔƂم 
  :باƅشكل  اƅوسƔط 

  

  .مŶ اƛصطƜح نŠد أنƍ Ɠž ƌذا اƅتناسب ƔنŸدم اƅبسط ŷند انŸدام اƅمƂام

مŸادƅتƌ  اƗول Ɣوازي اƅمţور : وƔمكن اƅنظر إƅى ƍاتƔن اƅمŸادƅتƔن Ɔŷى أنƎما مŸادƅتا مستوƔƔن 

  .كواƅمستƔƂم ƍو žصƎƆما اƅمشتر  مŸادƅتƌ  واƅثانƔ Ɠوازي اƅمţور  

  .متƌŠ توƌƔŠ اƅمستƔƂم  نسمƓ اƅمتƌŠ  :مƚحظة 
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  :مستƒƀم ƒمر بنƀطتƒن مƄŶومتƒن مŶادƃة 

  .و ƅتكن اƅنƂطتان 

إذا وƂžــط إذا انتمــت إƅــى اƅمســتƔƂم اƅمــار باƅنƂطــة  و اƅمــار بــاƅنƂطتƔن  إƅــى اƅمســتƔƂم  تنتمــƓ اƅنƂطــة 
  ƌŠمتƆƅ موازيƅا.  

  
  :Ɠƍ  و اƅمار باƅنƂطتƔن  ƆƅمستƔƂم إذن ŠمƆة اƅمŸادƛت اƅوسƔطƔة 

  

  :باƅصżƔة  وƓƍ تُكتب بŸد ţذف اƅوسƔط 

  

  .وƍما تمثƜن ŠمƆة مŸادƅتƔن ƆƅمستƔƂم

  

  :مستƒƀم مƒŶَّن بتƀاطŴ مستوƒƒن مŶادƃة 

  :ƅنتأمل اƅمستوƔƔن 

  

  
  :مŸادƅتƔن أſƅّت ŠمƆة اƅ إذا كان ƍذان اƅمستوƔان متƂاطƔŸن وكان žصƎƆما اƅمشترك ƍو اƅمستƔƂم 

  

  .مŸادƅتƓ اƅمستƔƂم 

 ƌـــŠمتƅمســـتوي  اƅـــى اƆŷ ٌنـــاظم  ƌـــŠمتƅمســـتوي  ، و اƅـــى اƆŷ ٌوكـــل .  نـــاظم

( )A A A
A x y z, ,( )B B B

B x y z, ,

( )M x y z, ,LAB

Av AB=
 

LAB

( )
( )
( )

A B A

A B A

A B A

x x x x

y y y y

z z z z

.

.

.


 


ìï = + -ïïïï = + - Îíïïï = + -ïïî




A A A

B A B A B A

x x y y z z

x x y y z z

- - -
= =

- - -

P a x b y c z d

P a x b y c z d

:

:

+ + + =
+ + + =

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

0

0

L

a x b y c z d
L
a x b y c z d
:
ìï + + + =ïïíï + + + =ïïî

1 1 1 1

2 2 2 2

0

0

L

( )n a b c, ,
1 1 1 1


P
1

( )n a b c, ,
2 2 2 2


P
2

عϠوϡ لϠجميع 
 
 
 

تϡ التحميل من موقع عϠوϡ لϠجميع 
http://www.3lom4all.com 



    Δ ح ف  70|  ص
 

  ΎيرولΎكبلل Δثاثلا ΎΕيضΎيرلا Ώتكل يرظنلا صخلملا

 

ـــــƆƅ ƌمســـــتƔƂم  ƔŠتو ƌـــــŠـــــى كـــــل مـــــن  مت Ɔŷ ًـــــا Ɣمودŷ ًـــــاŸآنٍ م Ɠـــــž كـــــونƔ و  ƌـــــŠمتƅأن ا ƓنـــــŸƔ ـــــذاƍو ،
أمكننــا  و نƂطــة مــا مشــتركة بــƔن اƅمســتوƔƔن  وإذا كانــت .  متŠــƌ توƔŠــƆƅ ƌمســتƔƂم  

ومن متƌŠ اƅتوƔŠـƌ  أو ŠمƆة مŸادƅتƔن ƆƅمستƔƂم انطƁƜاً من إţداثƔات  كتابة اƅمŸادƛت اƅوسƔطƔة ƆƅمستƔƂم 
.  

  :كƄمة ŵن اƃزواƒا 

ŷند اţƅدƔث ŷن اƅزاوƔة بƔن مستوƔƔن ، žإننا نƂصد اƅزاوƔة اţƅادة أو اƂƅاœمة بƔن متƌŠ ناظم Ɔŷـى اƗول ومتŠـƌ نـاظم Ɔŷـى 
Ɠثانƅا.  

ţُوتƓثــانƅمســتوي اƅــى اƆŷ نــاظم ƌــŠول ومتƗمســتوي اƅــى اƆŷ نــاظم ƌــŠمتƅ ƓمƆّســƅــداء اŠƅة مــن اƅوƎشــكل . ســب بســƅانظــر ا
  .اƅمŠاور 

  
 Ɠتــƅمــة اœاƂƅــادة أو اţƅــة اƔزاوƅــا اƎن بأنƔمƔƂمســتƅن اƔــذƍ نƔــة بــƔزاوƅــرّف اŸن ، نƔŸــاطƂن متƔمƔƂــة مســتƅاţ Ɠــž مــرƗك اƅوكــذ

ţƛــظ أنـــƛ ƌ مŸنــى ţƆƅـــدƔث ŷــن زاوƔـــة ( Ŷ متŠـــƌ توƔŠــƌ توƔŠـــƌ اƅمســتƔƂم اƅـــذانƔ ƓصــنƎŸا متŠـــƌ توƔŠــƌ اƅمســـتƔƂم اƗول مــ
  .وتؤول اƅمسأƅة إƅى ţساب زاوƔة متƔƎŠن) . مستƔƂمƔن ƔŻر متƂاطƔŸن

وأخƔراً اƅزاوƔة بƔن مستƔƂم ومستوٍ Ɠƍ متممة اƅزاوƔة اţƅادة أو اƂƅاœمة اƅتƔ ƓصنƎŸا متƌŠ توƆƅ ƌƔŠمستƔƂم ومتŠـƌ نـاظم Ɔŷـى 
  .كما ƍو مبƔن Ɠž اƅشكل اƅمŠاور اƅمستوي،

  
  :تƀاطŴ مستƒƀم ومستوٍ 

وƔ ƛشـترك مŸـƌ  ࣪، أو أن Ɣكـون موازƔـاً Ɔƅمسـتوي  ࣪مţتـوى žـƓ  ࣦنƆŸم أنƌ إمـا أن Ɣكـون . ࣪ومستوƔاً  ƅࣦنتأمل مستƔƂماً 
 ŶاطƂتƔ طة ، أو أنƂأيّ ن Ɠžࣦ دة ࣪وţطة واƂن Ɠž.  

  .ŷ࣪مودƔاً Ɔŷى متƌŠ ناظم Ɔŷى اƅمستوي  ƆƅࣦمستƔƂم  متوزاƔƔن إذا كان متƌŠ توƌƔŠ ࣪و Ɣࣦكون 

  

  :اƃوضŴ اƃنسبƃ Ƒمستƒƀمƒن 
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، أو مســـتƔƂمان متƂاطŸـــان مثـــل  و اƅمســـتƔƂمان اƅواŸƁـــان žـــƓ مســـتوٍ واţـــد ƍمـــا مســـتƔƂمان متوازƔـــان ، مثـــل 
  .أو  

 
ƓثانƆƅ ƌƔŠتو ƌŠمت Ŷول مƘƅ ƌƔŠتو ƌŠمتƅ Ɠخطƅرتباط اƛا ƓنŸƔ نƔمƔƂتوازي مست.  

  .كانا متخاƔſƅن و وإذا ƅم Ɣكن اƅمستƔƂمان واƔŸƁن Ɠž مستوٍ واţد مثل 
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