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LesProbl  emesIIT,III,IV, Vet VIsontind "ependants

ID “ecomposeren “el ‘ementssimples.dans R(X)lafraction:

2X1
(X +1)2(X2+3)

ITOnconsid eredansl’espacevectoriel ~ R?* lesyst eme:

< =((2,-1,0,1),(1,-1,1,1),(7,—4,1,1), (4, -3,2,3))

1Donnerlerangde .7 (Justifiervotrer ‘eponse)
2Donnerunebasede  vect(.7)

3Donnerlad ‘ecompositiondesautres ‘el ‘ementsde .¥ danslabaseci-dessus.

[IISoit K uncorpscommutatifet E lesousensemblede K (X):

E— {a0+a1X+a2X2

e K
X(_X—]_) |a’07a17a2 }

1Montrerque E estunsousespacevectorielde K (X)

2Montrerquel ,1/X,1/(X —1)€ E

3Montrerque B =(1,1/X,1/(X — 1))estunebasede FE

ap + a1 X + ap X? ao+a1(1 — X)+ az(1 — X)?
X(xX-1 X(X —1)

4Montrerque f estunendomorphismede F

5Calculer Mp(f)

6Ecrirematricielementlarelation  f(v)=0

Soit f : E ——E

TMontrerque f estinjective
8End eduireque [ estunautomorphismede F

Soit B' =(1 /(X(X —1)),X/(X(X —1)),(X +1) /X)
9Montrerque B’ estlibre
10End ‘eduireque B’ estunebasede F
11Donnerlamatricedepassagede B taB’
12Calculer Mp/(f)
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IV Soient A,B,C des matrices de types respectivement (m,n), (p,q) et (r,s). Trouver
toutes les valeurs possibles de (m,n,p,q,r,s) pour que ABC, CAB et BCA soient

définies.
V Soit E = {x1,23,...,r,} un ensemble fini & n éléments et K un corps commutatif.
flz1)
e 5 f(z2)
1 Montrer que l'application ¢ : K* — M, ;(K) f—0(f) = .
f(@n)

est un isomorphisme d’espace vectoriel.

2 Soient (fi1, fa, ..., fp) un systeme de K¥. Soit A = (f;(z;)) € M, ,(K). Mon-
trer que :
(f1, fo, ..., [p) libre <= rang(A) =p

3 En déduire que :

(f1, fa, .-, fp) libre <= Y1, Y, . .. yp € E tel que (f;(y;)) inversible

VI Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient f,g € .Z(F) des endomor-
phismes de E.
1 Montrer que Im(f o g) C Im(f)
2 En déduire que rg(f o g) < rg(f)
3 Montrer que Ker(g) C Ker(f og)
4 En déduire que rg(f o g) <rg(9)
5

Soit x € Ker(f o g) montrer que g(z) € Ker(f)
Soit I'application linéaire 0 : Ker(f o g) — Ker(f) r — g(x)

Montrer que Ker(0) = Ker(g)
7 Montrer que I'm(6) = Im(g) N Ker(f)
8 Montrer que

(o}

dim(Ker(f o g)) < dim(Ker(f)) + dim(Ker(g))

9 Montrer que cette inégalité est une égalité si et seulement si Ker(f) C Im(g)

10 Montrer que

rg(f) +rg(g) — dim(E) < rg(fog) <inf(rg(f),rg(g))



