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Dispositivos de funciones digitales y aritméticas

30.1 INTRODUCCION

En los capitulos 28 y 29 se analizaron algunos dispositi-
vos de légica, tales como las compuertas y multivibra-
dores biestables, que suelen describirse como circuitos
integrados a pequeiia escala (SSI). En este capitulo se
presentan circuitos que constan de interconexiones de
varias compuertas, multivibradores biestables o am-
bos, que constituyen dispositivos de integracién a me-
diana escala (MSI) cominmente usados como bloques
fundamentales de los sistemas digitales. Entre éstos se
incluyen los contadores, cronémetros, codificadores,
decodificadores y la unidad 6gica y aritmética. Se pre-
sentan ejemplos para indicar la diversidad de dispositi-
vos disponibles, ddndose algunas aplicaciones que ilus-
tran la forma en que el uso de estos dispositivos reduce
el costo total del paquete del sistema.

30.2 CONTADORES

Un contador de médulo N simple es un circuito se-
cuencial que cambia de estado con cada pulso sucesivo
en su entrada tnica, generando una secuencia prescrita
de N estados diferentes dentro del circuito y que repite
esta secuencia para cada conjunto de N pulsos de en-
tradal. Los N estados de la memoria son implemen-
tados por M multivibradores biestables (M = log:N),
que se sincronizan en respuesta a los pulsos de entrada
del contador. (Véase en el capitulo 29, seccién 29.1,
una descripcién de los multivibradores biestables sin-
cronizados.)

Todas las entradas de control de los multivibradores
estdn conectadas internamente y son funciones l6gicas
adecuadas de las salidas de los multivibradores, como
se ilustra en la figura 30-1. Las salidas del contador
también son funciones de los estados de los multivibra-
dores.

La mayor parte de los contadores tienen, adem4s de
la linea de entrada del pulso, una o més entradas que
controlan la operaci6n del contador de alguna manera.
Muchos de los contadores (pero no todos) tienen
asimismo un nimero suficiente (= logzN) lineas de sa-
lida para identificar todos los N estados de la secuen-
cia. Se dispone de contadores de diversas formas en
pastillas de circuitos integrados a mediana escala
(MSI) en las tres tecnologias MSI més difundidas, a

saber ldgica transistor-transistor (TTL), l6gica acopla-
da al emisor (ECL) y légica de semiconductores de
metal y 6xido complementarios (CMOS) (cap. 28). La
clasificacion de estos contadores requiere varias defini-
ciones.

30.2.1 Definiciones asociadas con las salidas

Los contadores con lineas de salida suficientes para
codificar los N estados generan una secuencia de sa-
lidas de médulo N. El método estdndar de caracteri-
zacién de una secuencia de salida es el ordenamiento
de lineas de salida para representar bits de un nimero
binario, del bit menos significativo (LSB) al bit més
significativo (MSB). La secuencia de salida puede
identificarse entonces con una secuencia de nimeros
binarios que define el “cédigo de salida” de ese con-
tador.

Los dos c6digos de salida més usados conducen a las
siguientes definiciones de contadores:

¢ Contador binario de M etapas (o M bits). Conta-
dor de médulo N (N = 2), cuyas M salidas ge-
neran la secuencia de mimeros binarios natu-
rales.

Contador de decenas en decimal codificado en
binario (BCD, de binary coded decimal). Con-
tador de médulo 10 y 4 etapas, cuyas cuatro sa-
lidas generan el equivalente binario de la secuen-
cia de nimeros decimales del 0 al 9.

Cada uno de los contadores anteriores cuenta en la
secuencia binaria natural. El contador de decenas es en
realidad un contador binario especial de médulo 10.
En asociacién con cada uno se tienen las siguientes
definiciones simples:

¢ Contador ascendente. Contador que produce la
secuencia binaria natural de nimeros en orden
creciente.

Contador descendente. Contador que recorre
los nimeros binarios naturales en orden decre-
ciente.

Si un contador binario o0 BCD no se identifica como
alguno de los anteriores, suele tratarse de un contador
ascendente.

r-—""""""""""""-"—"—-"—"—"—"—""—"— A
| |
1 |
| o _ 5 | .
{ . L$G'°A % . DECODIFIC ayd
ENTRADA DEL T . Pt
| T e MULTIVIB, E D SALDA | | | SALIDAS
1]
| l') 0
I i l |
ENTRADA o ] |
DE RELOJ © | I
I |
e e e e J

Fig. 30-1. Diagrama de bloques de un contador de modo nico.
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Fig. 30-2. a) Dos versiones del conteo en anillo esténdar. b) Dos versiones del conteo en anillo torcido. c) Diagrama
de relaciones de tiempo del anillo esténdar. d) Diagrama de relaciones de tiempo del anillo torcido.

El contador en anillo o anular (o contador de John-
son) es otro tipo de contador que se identifica con una
forma de salida particular!. Se pueden definir dos tipos
de contadores en anillo:

¢ Contador de médulo N de anillo estindar. Con-
tador con N lineas de salida, ordenadas de la Qg
a la Own-1, que se eligen secuencialmente en el
estado HIGH (alto); cada una corresponde a un
periodo de pulso de entrada.

¢ Contador de médulo N de anillo torcido. Conta-
dor con N lineas de salida, ordenadas de la Qg a
la On-1, donde cada una se sostiene en el estado
HIGH (alto) en N/2 periodos de pulso de entra-
da consecutivos. Los cambios de nivel de las sa-
lidas ocurren en serie, donde Q; se desplaza un
pulso de reloj antes que Q;+1.

Las dos tltimas definiciones se aclaran en la figura
30-2 mediante el uso de contadores de médulo 5 y mé-
dulo 6, respectivamente.

30.2.2 Definiciones asociadas con la entrada

del pulso

En los libros de datos que incluyen especificaciones de
contadores suele hacerse referencia a las lineas de en-
trada de conteo, como la “entrada del pulso de reloj”
0, algunas veces en forma més simple, como la “entra-
da de reloj”. Aqui se usaré el segundo término.
La cuenta de algunos contadores avanza cuando la
entrada de reloj cambia de LOW a HIGH, mientras
ue otros avanzan en el cambio de HIGH a LOW.
stas se denominan, respectivamente, entradas inicia-
das por el flanco ascendente y por el flanco descenden-
te. Se dice que algunos contadores tienen ambas opcio-
nes (por ejemplo, el 4017B), pero esto se logra
mediante la provisién de una entrada aparte que sim-
plemente invierte el pulso que entra antes de aplicarlo
al contador. El disefiador debe reconocer esto cuando
verifique posibles problemas de sincronizacién en un
sistema que emplee la entrada por el flanco descen-
dente.
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Fig. 30-3, a) Contador de decenas sincrénico 4518B de semiconductores de metal y 6xido
complementarios (CMOS); no se muestra la recolocacién. b) Diagrama de relaciones de
tiempo de la secuencia de conteo (entrada de habilitacion HIGH).

Se deben establecer dos distinciones importantes
respecto a la operaci6n interna de los contadores. Es-
tas llevan a las dos definiciones siguientes:

e Contador sincrénico. Contador cuya entrada de
reloj se aplica a todas las entradas de reloj del
multivibrador de la memoria de estado, de ma-
nera que todos los multivibradores destinados a
cambiar de estado en un pulso de entrada deter-
minado lo hagan en forma simuiténea. En la fi-
gura 30-3 se da un ejemplo.

Contador de transporte ondulante. Contador
cuya entrada de reloj se aplica solamente al mul-
tivibrador de almacenamiento del bit menos sig-
nificativo, donde la salida del multivibrador del
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LSB activa la entrada de reloj al siguiente multi-
vibrador que estd después del LSB, y asf sucesi-
vamente, como se muestra en la figura 30-4.

Los contadores de transporte ondulante encapsu-
lados MSI utilizan invariablemente multivibradores
amo-esclavo que cambian de estado en el flanco des-
cendente de la entrada de reloj del multivibrador. En
consecuencia, estos contadores avanzan en el flanco
descendente de la entrada de reloj del contador. Es
importante advertir que como los multivibradores de
contadores de transporte ondulante no cambian de es-
tado en forma simultdnea, tampoco lo hacen las salidas
del contador. Por tanto, las funciones de 16gica combi-
natoria de estas salidas estdn sujetas a interferencias
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Fig. 30-4. a) Contador de transporte ondulante binario de cuatro fases 74C93 de semiconductores de
metal y 6xido complementarios (CMOS) con salida Z = Q¢Q;. b) Diagrama de relaciones de tiempo
de la secuencia de conteo. ¢) Diagrama de relaciones de tiempo que muestra una salida falsa.

inesperadas de baja frecuencia y no se deben utilizar
en aplicaciones asincrénicas, tales como las de recolo-
cacién o carga. Por ejemplo, considérese la funcién de
salida Z = Q; Qo del contador de transporte ondulan-
te de la figura 30-4. Este se encuentra legitimamente
en el estado HIGH durante el tiempo 2 del estado del
reloj. Sin embargo, al término (flanco final) del tiempo
3 del estado del reloj, el desplazamiento de Qo de
HIGH a LOW conmuta Q; de HIGH a LOW. El re-
tardo tipico en la propagacién para un multivibrador
biestable (flip-flop) D CMOS que opera a 5V es de
220 ns, de manera que el retardo en el desplazamiento
descendente de Q; hace que Z cambie en forma ilegal
al estado HIGH en ese periodo. Dado que el valor
tipico de la amplitud de pulso minima para la recolo-
caci6n asincrénica del mismo multivibrador es de sélo
65 ns>3, la interferencia de 220 ns podria tener conse-
cuencias de gravedad.

En la mayor parte de los contadores sincrénicos (si
no en todos) se utilizan multivibradores biestables dis-
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parados por el flanco ascendente como elemento de
almacenamiento, de modo que avanzan en el flanco
ascendente del pulso de reloj, como se muestra en el
diagrama de relaciones de tiempo de la figura 30-3b.

30.2.3 Entradas y salidas de control

Para ilustrar la diversidad de entradas y salidas de con-
trol de que se dispone en la tecnologia MSI, se presen-
ta el contador 4029B de CMOS (fig. 30-5). Este vers4-
til contador se puede programar por medio de entradas
de control para que constituya un contador ascendente
o descendente (la entrada U/D),.y para contar en mo-
dulo 10, en el BCD, o en mdédulo 16 en el binario
natural (entrada B/D). Existen cuatro lineas de entra-
da de datos (Py a Ps en la fig. 30-5) por medio de las
cuales se puede cargar en el contador cualquier ni-
mero binario de 4 bits. La carga ocurre cuando la en-
trada preajustable de habilitacién (PE) es HIGH, in-
dependientemente del estado de la entrada de reloj.
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L= pe - Voo - 16 [ u/D B/D PE Accién
2—Q; Cik =15 1 X 0 No hay conteo
3P, Q ~14 0 1 0 0 Conteo ascendente en binario
4'*13) Py =13 0 1 1 0 Conteo ascendente en decenas
Z: gg 211 ;lj 0 0 0 0 Conteo descendente en binario
755 U/ =10 ] 0 1 0 Conteo descendente en decenas
8— Vs BDP 9 X X X 1 Carga en paralelo

(a) (6)

Fig. 30-5. a) Asignacion de puntas de contacto del contador de semiconductores de metal y 6xido complementarios
(CMOS) 4029B. b) Tabla de verdad de las acciones de la entrada de control. X = no importa.

Esto se denomina carga asincrénica {en contraste con
la carga sincrénica, que ocurre en el siguiente flanco
ascendente de la entrada de reloj después de que se
habilita el comando de carga). Cuando la entrada PE
es HIGH el reloj se inhibe, de manera que el conteo no
avanza hasta que pase a LOW la siguiente entrada as-
cendente de reloj después de la entrada PE. Cuando la
entrada designada como entrada de transporte (CI) es
HIGH, también inhibe el reloj. El uso principal de esta
entrada se da en la conexién en cascada de contadores
para aplicaciones, como la que se presenta en la figura
30-6. La salida de transporte ( CO) pasa a LOW so-
lamente cuando el contador llega a su cuenta mixima
(1111 en binario, 1001 en BCD) en el modo de conteo
ascendente. En el modo de conteo descendente
(U/D = 0), CO se convierte en una salida de trans-
porte negativo o “que pide prestado”, que pasaa LOW
s6lo cuando el contador se encuentra en el estado
0000. Por tanto, el contador 2 de la figura 30-6 tiene su
entrada de reloj habilitada sélo cuando el contador 1
contiene 1 000, de manera que el contador 2 disminuye
s6lo una vez por cada 10 pulsos de entrada. El nombre
descriptivo completo del contador tipo 4029B es “con-
tador sincrénico preajustable conectable en cascada,
ascendente y descendente, binario y de decenas de
cuatro etapas con carga asincrénica”.

Se dispone de muchos contadores que poseen alguna
o todas estas caracteristicas, con variaciones. Algunos
contadores tienen relojes separados para contar hacia
arriba y hacia abajo. Como ya se ha indicado, otros
tienen carga sincrénica; éstos, ademds, pueden tener
borrado sincrénico o asincrénico (equivalente a cargar
todos los ceros). La mayor parte de los contadores
multimodales son binarios 0 BCD; algunos se pueden
programar para que actiien como uno u otro (p. ¢j., el
4569B de CMOS).

Existen pastillas de integracién a gran escala que
constan de varios contadores. Un ejemplo es la 4534B
de CMOS?, pastilla de 24 puntas de conexi6n que tiene
cinco contadores BCD en cascada, los cuales permiten
contar en el intervalo decimal equivalente de 0 a
99 999. La pastilla sélo tiene cuatro lineas de salida,
pero los multicanalizadores de la pastilla (seccién
30.3), completos con el oscilador de barrido necesario,
presentan en secuencia las salidas de los contadores a
estas lineas en orden del LSB al MSB. Las lineas de

818

transporte positivo y de transporte negativo permiten
la conexién en cascada de pastillas 4534B para obtener
contadores de decenas de 10 cifras o mas.

30.2.4 Contadores de division entre N

Muchas aplicaciones requieren que la frecuencia de un
generador de pulsos de reloj se divida entre algin nd-
mero entero. Conceptualmente, es fécil reconocer que
también se puede hacer que un contador de médulo N
divida entre N, puesto que el contador pasaré por cual-
quier estado sélo una vez cada N pulsos de reloj. Por
tanto, el disefio de un sistema de division entre N es
equivalente a forzar un contador a entrar en el modo
de médulo N deseado. Cualquier contador que tenga
una recolocacién asincrénica y una salida de cada
etapa se puede forzar a regresar al estado cero desde
cualquier otro estado mediante la activacién de la re-
colocacién con la légica apropiada. Por ejemplo, un
contador binario de médulo 16 se puede convertir en
otro de médulo 10 activando la entrada de recolo-
cacién tan pronto como el MSB y el siguiente al LSB
estén de manera simultdnea en el estado HIGH. El
efecto es que en el décimo pulso de reloj el contador
entra momentdneamente en el estado 1010, activando
su recolocacién y cambiando a 0000 en los pocos nano-
segundos que se necesitan para que la recolocacién
asincrénica sea efectiva. Se debe tener cuidado al apli-
car este método para garantizar que la interferencia
momenténea en el estado 1010 (fig. 30-7) no ocasione
un problema. Ademds, se debe evitar la conexién en
cascada de contadores de diferentes velocidades, por
ejemplo, los TTL Schottky de baja potencia y los TTL
Schottky, ya que los diferentes tiempos de recolo-
cacién pueden producir resultados inesperados.

Los contadores preajustables (también llamados
precolocables) pueden conectarse para obtener un sis-
tema de division entre N deseado mediante la conexién
de niveles adecuados a las entradas de datos y el uso de
salidas de transporte para sostener las entradas
preajustables de habilitacién (PE). En la figura 30-6 se
muestran dos contadores binario/decenas y ascenden-
te/descencente 4029 de CMOS conectados para dividir
entre 71. Las entradas de control del modo se conectan
para la operacién de conteo descendente (U/D = 0) en
decenas (B/D = (), de manera que cada salida CO
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Fig. 30-6. Contadores descendentes en cascada colocados para dividir entre 71: a) diagrama de interconexién;
b) diagrama de relaciones de tiempo. MSD = digito m4s significativo; LSD = digito menos significativo.

sea HIGH salvo cuando ese contador almacene 0000.
Dado que la entrada CI inhibe el conteo cuando estd
en HIGH, el contador de los digitos m4s significativos
(MSD) cuenta hacia abajo sélo en los flancos ascen-
dentes del reloj cuando el contador de los digitos me-
nos significativos (LSD) contiene 0000. La compuerta
NOR se conecta de modo que PE sea HIGH sélo
cuando ambos contadores contengan 0000. Como la
entrada de PE es asincrénica, los dos contadores estdn
en 0 s6lo en forma momentéanea, por lo que la secuen-
cia sincronizada al reloj es 2, 1, 71, 70, ..., y existe un
pulso de salida por cada 71 pulsos de reloj.

30.2.5 Diseiio de contadores sincrénicos

Puede necesitarse un contador especial no disponible
en un encapsulado MSI. Si se requiere una secuencia
de salida particular, una solucién consiste en disefiar
un decodificador que convierta las salidas binarias (o
BCD) de un contador disponible en la secuencia de
salida deseada. Una alternativa més flexible y a me-
nudo mds econémica consiste en disefiar a la medida el
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contador que se requiera en torno a una pastilla de
multivibradores biestables D cuddruples, como la
74175 de TTL*?, que contiene cuatro multivibradores
biestables disparados por el flanco ascendente con una
entrada de reloj comun. Esto se hace ficilmente con la
ayuda de diagramas de Karnaugh, como se ilustra en
la figura 30-8.

El ejemplo de dicha figura es un contador sincrénico
de médulo 6, cuya secuencia de conteo se define en el
diagrama de estado de la figura 30-84. Los digitos del
1 al 6 del diagrama de Karnaugh (fig. 30-8b) corres-
ponden a los mimeros de estado de la figura 30-8a.
Incluidas en estas celdas numeradas estdn las combi-
naciones binarias correspondientes al siguiente estado
de la secuencia. Dado que éstos son los estados de los
multivibradores que se requicren después del siguiente
flanco ascendente del pulso de reloj, las funciones que
corresponden a los siguientes diagramas de estado de-
finen la 16gica que se necesita para las entradas D de
los multivibradores. Con este disefio, la secuencia
de salida se obtiene directamente de las salidas de los
multivibradores!.
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30.3 CRONOMETROS (TEMPORIZADORES)

Un cronémetro o circuito de sincronizacién es un dis-
positivo diseiiado principalmente para generar retar-
dos ajustables de tiempo (temporizadores)®’. El mis

comiin es el multivibrador monoestable. En su forma

usual, el multivibrador monoestable (o univibrador, de
un disparo, como a menudo se llama) produce como
respuesta a un cambio en el nivel de voltaje en su en-
trada, un pulso de voltaje de duracién ajustable. El
pulso puede ser en sentido positivo o negativo segiin el
circuito, y en un conjunto de condiciones dadas tiene
amplitud constante. La duraci6én del pulso se establece
tipicamente por medio de la eleccién apropiada de los
valores de un resistor y un capacitor. Se dispone de
varios tipos de cronémetros (temporizadores) en for-
ma de circuito integrado, y algunos de ellos se analizan
a continuacién.

Un circuito de sincronizacién (temporizacién, fig.
30-9) relativamente simple es conocido con el nombre
genérico de “cronémetro (temporizador) 555”. Las es-
pecificaciones del 555 se encuentran en libros de datos
de circuitos integrados lineales®!°. En la figura 30-9a,
el circuito de la pastilla del cronémetro se encuentra

Qo
9

dentro de las lineas discontinuas, donde las conexiones
externas son las que se requieren en la operaciéon mo-
noestable. En este modo, el circuito funciona como
se indica a continuacién®’.

Cuando el cronémetro se encuentra en el estado
normal, el enganchador R-§ estd en el estado 0, y la
salida resultante HIGH en Q retiene el transistor T
en saturacién, lo cual impide, a su vez, que el capacitor
externo C se cargue. En esta condicion la salida del
cronémetro en la punta de contacto es LOW, puesto
que se conecta a Q a través del inversor, que es com-
patible con TTL cuando la pastilla se polariza con
Vee = 5'V. Las salidas de ambos comparadores 1y 2
son LOW porque sus entradas de inversién son mds
positivas que las de no inversién. Un pulso en sentido
negativo en Vene que tenga la amplitud suficiente para
activar la punta de contacto 2 desde V¢ hasta menos
de Vcof/3 conmutard el comparador 2, colocando el

. enganchador en el estado 1. Esto lleva Q al estado

LOW, desactivando el transistor 77 y conmutando a
HIGH la salida de la punta 3. Con T; desactivado, el
capacitor C empieza a cargarse a través del resistor R
de 0 V a V¢, activando la entrada de no inversidn del
comparador 1. Cuando el voltaje del capacitor llega a

Qz Q3

RELOJ c g C
~ R
.

e

e k]
Dl
]

e
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Q oI I I I vLrr
o
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-
Q,; I
&
R=30 !

(b)

Fig. 30-7. ) Contador de transporte ondulante con recolocacién programada para médulo 10.
b) Diagrama de relaciones de tiempo que muestra la existencia moment4nea del estado 1010.
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Fig. 30-8. ) Diagrama de estado de un contador de médulo 6. b) Mapa de Karnaugh del diagrama
de estado. ¢) Diagrama de Karnaugh de las entradas de control del multivibrador biestable D. d)
Implementacién del contador de médulo 6.

alcanzar los 2Vcc/3, el comparador 1 conmuta de
LOW a HIGH, recoloca el enganchador, descarga C'y
desplaza la salida de vuelta a LOW.

El intervalo de tiempo T en que la salida es alta es
determinado por el tiempo que necesita el capacitor
para cargarse de 0 V a 2V¢/3; es decir:

2 Vec

7= Vec(l — e~ TRC)

de donde:
T=RCln3=11RC
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Una observacién importante es que T no depende de
Veoe. Obsérvese asimismo que un pulso de entrada en
sentido negativo no tiene efecto mientras la salida sea
HIGH. El pulso de salida positivo se puede terminar
en forma prematura mediante la aplicacién de un pulso
negativo a la terminal de recolocacién (punta de con-
tacto 4). El pulso de salida también se puede acortar o
alargar aplicando un voltaje adecuado V,, ala punta 5,
que es la terminal de inversién del comparador 1. Esto
hace que el enganchador se recoloque cuando el volta-
je del capacitor llega a V..

El disefiador debe tener algunas precauciones al
utilizar el 5551, Se necesita una regulacién adecua-
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Fig. 30-9. Conexién de multivibrador monoestable con un cronémetro (temporizador) 555: a) diagrama
l6gico; b) diagrama de relaciones de tiempo. RECOL. = recolocacion.
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Fig. 30-10. Conexi6n astable del cronémetro (temporizador) 555: a) circuito tipico; b) ondas de
forma de voltaje; ¢) modificacién para incrementar el intervalo del régimen de trabajo.

da de la fuente de alimentacidn, y se aconseja el empleo
de un capacitor de desacoplamiento de 0.01 uF entre
la punta de contacto 8 y tierra. Si no se utiliza la entra-
da de control (punta 5), el circuito debe tener un ca-
pacitor de desacoplamiento de 0.01 uF (fig. 30-9). El
capacitor de sincronizacion (cronometraje) C debe te-
ner fuga baja y su capacitancia debe ser independiente
del voltaje. En particular, hay que evitar el uso de
capacitores cerdmicos de disco. El valor de la resisten-
cia de R no debe exceder de MQ (Vc/175 pA) ni ser
menor de kQ (Vec/30 mA). Si R es demasiado grande,
no habr4 suficiente corriente para conmutar el compa-
rador 1 cuando el voltaje del capacitor llegue a 2Veo/3.
Si R es demasiado baja, la corriente continua que pase
por T; excedera el limite especificado de 30 mA. Por
ultimo, si C es demasiado grande, la corriente de descar-
ga a través de T serd excesiva. El limite de C es deter-
minado por la frecuencia de la entrada. Una constante
de tiempo pequeiia obtenida con un valor de C grande y
uno de R pequeiio hard que T; se sobrecaliente.
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El cronémetro (temporizador) 555 se puede conec-
tar en modo de funcionamiento (operacidn) libre, que
genera una onda de forma rectangular periddica en la
salida (fig. 30-10a). Este circuito suele denominarse
multivibrador astable. El circuito opera como se indica
a continuacién.

Cuando T esté apagado, el capacitor se carga hasta
Vece através de R; y R; en serie. Cuando el voltaje del
capacitor alcanza 2Vcc/3, la salida del comparador 1
pasa a HIGH y recoloca el enganchador. Esto satura
T1 y activa la salida que pasa a LOW. Ahora el capaci-
tor se descarga de 2Vo/3 a 0 a través de R, y del
transistor ON (encendido). Cuando el voltaje del ca-
pacitor se hace V¢¢/3, la salida del comparador 2 con-
muta a HIGH porque el capacitor estd conectado a su
entrada de inversion (punta de contacto 2). Esto co-
loca el enganchador, conmutando la salida a HIGH y
apagando Tj, con lo cual se inicia el siguiente ciclo de
la onda de forma de salida, cuyo esquema se muestra
en la figura 30-10b.
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Fig. 30-11. Multivibrador monoestable 74121 de 16gica transistor-transitor (TTL): a) diagrama 16gico; b) tabla
de verdad de las entradas de control. X = “no importa”; "\_ = transicién de alto a bajo; _/~ = transicién
de bajo a alto.

El tiempo de carga ¢; estd dado por:
t = 0.693(R; + Rz)C
y el tiempo de descarga #; es:
t = 0.693 R,C

Obsérvese que, con esta conexién, el tiempo # du-
rante el cual la salida es HIGH siempre es mayor que
t, el tiempo LOW de salida, de modo que es imposible
obtener una onda de forma de salida simétrica. Esta
limitacién se puede vencer conectando un diodo en
serie con R, (fig. 30-10¢) y retirando R; de la malla de
carga del capacitor. El diodo extra en serie con R
coloca un diodo en las dos trayectorias de carga y des-
carga, haciendo que la razén 1;:¢, sea igual a la razén
de resistencia R1:R,. Este circuito permite una amplia
gama de regimenes de trabajo [donde el régimen de
trabajo se define como (duracién del pulso)/(perio-
do)]. Para asegurar oscilaciones en alguno de estos cir-
cuitos en operacién libre, R; debe superar 3.0 kQ.
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30.3.1 Cronémetros (temporizadores)
de corta duracion

Debido principalmente a las limitaciones de rapidez de
exploracién de los circuitos comparador y engancha-
dor, la méxima frecuencia que se puede obtener en
forma confiable con un cronémetro (temporizador)
555 es de unos 500 kHz, que corresponde a anchos de
pulso de alrededor de 1 us. Se pueden obtener pulsos
tan breves como de 30 ns con un multivibrador mo-
noestable TTL (el 74121, por ejemplo)*, mientras que
el equivalente de ECL (10198)!2 produce duraciones
de pulso de 10 ns o menos.

El diagrama l6gico del 74121 se da en la figura
30-11a"3. Para describir la operacién, supéngase que la
condicion inicial es que todas las entradas son HIGH.
Después, las salidas de las compuertas 1, 2, 3,5y 6
serdn LOW, y el transistor T se polarizard en satura-
cién a través de la resistencia de sincronizacién (tem-
porizacién) R. (El requisito de saturacién limita R a un
maximo de 40 kQ.) La salida del inversor disparador
de Schmitt (compuerta 4) serd HIGH.
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Ahora, sea que la entrada A experimente una tran-
sicién de HIGH a LOW hasta quedar por debajo del
umbral de 0.8 V. Esto desplaza las salidas de las com-
puertas 1,2,3y 6 a HIGH y la salida de la compuerta 4
a LOW, y desactiva la base de T3, con lo que se apaga
T;. La salida Q pasa a HIGH y la sincronizacién (tem-
porizacién) del circuito RC comienza cuando C inicia
su carga a través de R a partir de su voltaje inicial de
0.75 — (Vou de la compuerta 4) hasta Vcc. El pulso
de salida termina cuando el voltaje a través de C es lo
suficientemente grande para volver a encender T, des-
plazando las salidas de las compuertas 3, 5y 6 de regre-
so a LOW. o

Nétese que mientras el pulso de salida es HIGH, Q
es LOW, de manera que la compuerta AND 3 no res-
ponde durante este tiempo a ningtin cambio en las en-
tradas A, B o C. Este tipo de operacién (que es carac-
teristico también del cronémetro [temporizador] 555
conectado como monoestable) a menudo se denomina
no redisparable. Otros monoestables (el 74122, por

“ejemplo) se clasifican como redisparables. Esto quiere
decir que el periodo de sincronizacién (temporizacién)
(T) es reiniciado por el desplazamiento de nivel ade-
cuado en la entrada, que sostiene el pulso de salida
durante T segundos después del cambio final de la en-
trada. Este tipo de dispositivo es util para detectar
cuéndo deja de ocurrir un suceso de una serie de ellos.
Se hace que los sucesos reactiven un monoestable di-
sefiado para un periodo T adecuado, de manera que la
salida se mantenga HIGH hasta que falte un suceso. Si
no se necesita la operacién redisparable, el disefiador
prudente utiliza un circuito no redisparable.

Los multivibradores astables de alta frecuencia se
pueden construir con circuitos inversores disparadores
de Schmitt (fig. 30-12a)!. La operacién se explica con
facilidad suponiendo que la salida del inversor 1
apenas ha conmutado de LOW a HIGH. En este ins-
tante el voltaje entre las entradas del capacitor C es el
umbral LOW Vyr (fig. 30-12b) de la funci6n transfe-
rencia del inversor. El capacitor comienza a cargarse a
través de R desde este valor inicial hacia Voy hasta que
su voltaje llega al umbral HIGH Vyr. En este momen-
to, la salida del inversor desciende hacia Vo y el ca-
pacitor inicia su descarga hacia V. El ciclo siguiente
se inicia cuando los voltajes del capacitor se vuelven a
convertir en Vir. La frecuencia depende de la fun-
cién transferencia y es particularmente sensible a

* Vur — Vit, de manera que varfa un poco de una pas-
tilla a otra. Sin embargo, una estimaci6n razonable pa-
ra el inversor 7414 de TTL es de alrecedor de 1/3RC
Hz. Con esta pastilla se pueden obtener frecuencias
de < 1 kHz a 30 MHz. Los valores de la resistencia R
deben ser menores que 1.4 k2 para garantizar la auto-
iniciacién. El régimen de trabajo depende de la razén
R/C, de, manera que no se recomienda este circuito
cuando ese régimen sea importante.

Los circuitos inversores disparadores de  Schmitt
CMOS (47C14) también funcionardn bien en este cir-
cuito. Para CMOS, la resistencia R debe exceder de
10kQ y, en consecuencia, las frecuencias maximas son
muy inferiores a las de la versién TTL. Debido al bajo
consumo de energia y a la mejor simetria de los volta-
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Fig. 30-12. Circuito inversor disparador de Schmitt: &) usado

en un multivibrador astable; b) caracteristica de transferencia;

¢) onda de forma del capacitor y de salida; d) usado en un
multivibrador astable controlado por cristal.
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Fig. 30-13. Cronémetro (temporizador) digital: a) circuito; b) diagrama de relaciones de tiempo, con el
cronémetro colocado para cuatro periodos de reloj. ENGANCH. = enganchador.

jes de umbral Vyr y Vi, los circuitos CMOS son su-
periores en aplicaciones en que la limitacién de fre-
cuencia no es importante.

Los inversores TTL (particularmente el 7404 en las
versiones estdndares o Schottky) se adaptan bien a
las aplicaciones del oscilador controlado por cristales.
En el ejemplo de la figura 30-124, fo es la frecuencia
especifica del cristal, C; es un capacitor de acoplamien-
to y C; representa el de la supresién arménicos.

30.3.2 Cronémetros (temporizadores) digitales

Los cronémetros (temporizadores) digitales se parecen
a los multivibradores monoestables en que producen
un pulso de duracién especifica en respuesta a una en-
trada apropiada. El cronémetro (temporizador) digital
bésico contiene un contador y un generador de pulsos
de reloj. La entrada inicia el pulso de salida y al mismo
tiempo activa el contador. El pulso de salida termina
cuando el contador llega a algin ndmero prefijado.
Los cronémetros (temporizadores) digitales tienen dos

ventajas; se pueden sincronizar con un reloj del siste-
ma, y es posible obtener retardos extremadamente lar-
gos sin que se requieran constantes de tiempo RC
grandes. )

En la figura 30-13 se presenta un ejemplo de cro-
németro (temporizador) de este tipo. El enganchador
estd normalmente en el estado 0, que mantiene el con-
tador en la condicién LOAD (de carga). El nimero de
periodos de reloj N que se desea para la duracién del
pulso de salida se selecciona empleando niveles ade-
cuados en las entradas de datos Dy a D3. Cuando la
entrada de disparo se habilita con un estado HIGH, el
siguiente flanco ascendente del pulso de reloj coloca
el enganchador, convirtiendo el contador de LOAD en
COUNT (conteo), y activando el multivibrador biesta-
ble JK. El siguiente flanco ascendente del pulso de
reloj descuenta el conteo del contador a N — 1y cam-
bia el estado del multivibrador JK, desplazando la sa-
lida a HIGH. N — 1 periodos de reloj después, el flan-
co ascendente del pulso de reloj descuenta el conteo
del contador hasta 0, con lo cual la salida que pide
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prestado, TCp, pasa a LOW, recolocando el engan-
chador. El flanco ascendente del siguiente pulso de
reloj recoloca el multivibrador JK en 0, con lo que se
devuelve la salida a LOW y se completa el pulso de
salida, cuya duracién es exactamente N periodos
de pulso de reloj. Esta secuencia se ilustra en la figura
30-13b para N = 4,

Se dispone de cronémetros (temporizadores) digita-
les en encapsulados de circuitos MSI. Un ejemplo es el
4154B de CMOS?, el cual contiene un contador binario
de 16 etapas y un reloj generado internamente, cuya
frecuencia puede controlarse en un intervalo de 0 a
100 kHz por medio de una resistencia y capacitancia
conectadas en forma externa. El contador es de mé-
dulo 2V, donde N se puede seleccionar como 8, 10, 13
o 16. Esto establece el intervalo del pulso de sincro-
nizacién (temporizacién) de 2.5 ms a muchas horas. El
4154B de CMOS también se puede operar con un reloj
externo en frecuencias hasta de 6 MHz.

30.4 MULTICANALIZADORES

E! multicanalizador digital de » entradas es un circuito
combinatorio de compuertas con n entradas de datos,
.cada una de las cuales puede seleccionarse para que
aparezca en la salida tnica!. Un multicanalizador de

8 entradas, por ejemplo, tendrd 8 lineas de datos,
una linea de salida y tres lineas de seleccién de da-
tos que proporcionan las 8 direcciones diferentes que
se requieren. Para mantener el diagrama relativamente
simple, el multicanalizador de la figura 30-14 tiene so-
lamente cuatro entradas. La ampliacién a cualquier
nimero de lineas de datos es clara.

Las lineas de datos se rotulan de Dg a D3 en la figura
30-14, donde Sp y S; son las entradas de seleccién de
las lineas de datos. Por ejemplo, cuando S y S; son
LOW y la entrada habilitada es LOW, los datos de la
linea Dy figuran en la salida Y. La entrada habilitada
permite realizar la operacién l6gica OR con las salidas
del multicanalizador para ampliar el nimero de lineas
de datos.

Si el dispositivo de la figura 30-14 se utiliza en una
aplicacién tipica de multicanalizacién por divisién de
tiempo, tendrd cuatro diferentes conjuntos de datos
como entradas. Los datos de una linea cualquiera po-
drian ser palabras binarias de b bits cada una, presen-
tadas como una secuencia de unos y ceros sincroniza-
dos con un reloj maestro. El tiempo entre las palabras
de una linea dada debe ser lo suficientemente largo
para que las otras tres lineas se muestreen y para que
se genere un cddigo de separacién entre las palabras de
una linea determinada. Si la palabra del c6digo de se-
paracién tuviese ¢ bits, cada direccién se aplicarfa a las

Y
FRBILITAGION o g[> 1 ] 1 T
slo_Dc
>
S°°—D°
>
[] (e} o ]
Dy Db, D, D,

Fig. 30-14, Multicanalizador de cuatro entradas (una mitad de un 74153).
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Fig. 30-15. Desmulticanalizador de cuatro canales (una mitad de un 74139).

entradas de seleccion de datos Sp y S; durante b + ¢
pulsos de reloj. Esto se hace sin dificultad activando un
contador binario con un reloj formado por la divisién
del reloj maestro entre b + ¢, y conectando las salidas
del contador a las lineas de seleccién.

En el extremo de recepci6n, la linea tnica de la sa-
lida Y se conectarfa a la entrada de canal de un desmul-
ticanalizador (fig. 30-15). Las lineas de seleccién de
salida Sp y 7 del desmulticanalizador deben habilitarse
en sincronia con las del multicanalizador, de manera
que el contenido de las lineas de datos en el extremo
emisor aparezcan inalteradas en la linea de datos co-
rrespondiente al receptor. Para esto suele requerirse la
transmisién de un pulso de sincronizacién. La co-

PQ
00 01 1 10
0 0 0 1
f=
1 1 0 1

(a)

nexién especifica que se muestra en la figura 30-15 es la
mitad de un 74139*. Obsérvese que la entrada de canal
se invierte, asf como las salidas, y que las dos inversio-
nes se cancelan entre si.

30.4.1 Multicanalizadores en el disefio de logica
combinatoria

Cuatro compuertas AND que accionan una compuerta
OR (fig. 30-14) indican que estos circuitos MSI se
pueden utilizar en aplicaciones de 16gica combinatoria.
El multicanalizador de 4 bits, por ejemplo, se presta
directamente para implementar funciones booleanas
de tres variables. Para ilustrar esto, considérese la fun-

PQ
00 01 11 10

r=Lr |l o] 1] o]

(b)

P Q

= 5 &
YpP—OFf

_ro Dy D, D; D3

2R

+

R

(c)

Fig. 30-16. Implementaci6n para multicanalizar f = PQ + P QR: a) diagrama de Karnaugh de f;
b) diagrama reducido de (a); ¢) implementacién mediante el uso de una mitad de un 74153.
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11100
c 1 1}D 0 O}D
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—
B
A
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f= | B®&D | B+D
c{ B+D 0
(8)

Fig. 30-17. Mapas de entradas variablesde f= B C D + ABC + ACD + ACD + BCD: a) reduccién
de cuatro a tres variables del diagrama; b) reduccién de cuatro a dos variables del diagrama.

cién f = PQ + POR que se muestra en el diagrama
(mapa) a de la figura 30-16. El método més simple en
términos generales consiste en reducir el tamafio del
diagrama (mapa) a la dimensién que corresponde al
nimero de bits de seleccién mediante el mapeo de en-
tradas variables.

El mapeo de entradas (o ingresos) variables es un
medio de reducir las dimensiones de un diagrama
(mapa) de Karnaugh mediante la introduccién de fun-
ciones en las celdas del diagrama en lugar de simple-
mente unos y ceros!. En términos generales, una fun-
cién booleana de n variables se puede mapear sobre un
diagrama de Karnaugh de m variables (m < n) aso-
ciando m de las variables con las coordenadas del dia-
grama e introduciendo funciones de las n — m varia-
bles restantes en las celdas del diagrama. El proceso de
reduccién es como sigue (fig. 30-17). Luego de selec-
cionar las m variables que serén las coordenadas (A, B
y Cen la figura 30-17a y A y C en la figura 30-17b), se
traza y rotula el diagrama reducido. Cada celda del
diagrama reducido se asocia con un grupo de 2"~ cel-
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das que forman un subdiagrama del original. El sub-
diagrama de una celda dada se identifica en el diagra-
ma original como la interseccién de las coordenadas de
esa celda, La funcién que se introduciré en la celda se
obtiene simplificando el subdiagrama correspondiente.
Para aclarar este concepto, el diagrama original se di-
vide en los cuatro subdiagramas que al combinarse
producen el diagrama original (fig. 30-175). El subdia-
grama del extremo superior de la izquierda se extiende
a B@ D. Andlogamente, los subdiagramas restantes
se extienden hasta B + D, B + D y 0. Todos se mues-
tran en los cuadrados del diagrama reducido.
Segtin-el ejemplo de la figura 30-16, se observa que
R se ha eliminado como variable del diagrama y se ha
convertido en una variable de entrada o ingreso. Las
variables P y Q estdn conectadas a las entradas de se-
leccién de datos S; y So, donde Q pasa a S porque es la
variable menos significativa del diagrama. Esto hace
posible que cada una de las celdas del diagrama reduci-
do se asocie a una entrada de lfnea de datos, como se
muestra en la figura 30-16¢. Para completar el circuito,
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la funcién que se introdujo en una celda dada del dia-
grama reducido se conecta a la linea de datos corres-
pondiente y la funcién implementada se toma de la
salida Y del multicanalizador.

Los multicanalizadores con entradas de habilitacién
se pueden combinar para implementar funciones de 16-
gica de més variables. Si las lfneas de seleccién de
datos de dos multicanalizadores se conectan en para-
lelo, la combinacién de una linea de habilitacién y el
complemento de la otra forma una tercera linea de
seleccién de datos. Como las lineas de habilitacién se
mantienen en el estado LOW, las cuatro lineas aso-
ciadas con las de habilitacién no complementadas son
los bits menos significativos. En la figura 30-18, la fun-
cién de cuatro variables f(SPQR) = SPQR + SPR +
+ PQR + SPQR se implementa usando las dos mi-
tades de un multicanalizador 74153. Obsérvese que las
dos secciones tienen las lineas de seleccién en comiin
S1Y Soy las lineas de habilitacién separadas E;y Ej.

Nétese asimismo que el nimero de entradas del
multicanalizador debe ser igual al nimero de celdas
del diagrama reducido de la funcién deseada. Por tan-
to, una funcién de cinco variables genera un diagrama
reducido de cuatro variables que tiene 16 celdas y, co-
mo consecuencia, se requieren 16 entradas del multi-
canalizador. Una alternativa que da por resultado un

arreglo entre multicanalizadores y l6gica externa con-
siste en reducir el diagrama en una variable més. La
figura 30-19 ilustra este procedimiento para la misma
funcién f.

30.5 DECODIFICADORES, CODIFICADORES
Y CONVERTIDORES DE CODIGO

Los.decodificadores, codificadores y convertidores de
cédigo son unos dispositivos que se agrupan en clasifi-
caciones andlogas en virtud de las funciones que de-
sempefian!. Se pueden definir de la manera siguiente:

¢ Decodificador. Circuito combinatorio con m en-
tradas y » salidas, donde n < 2™, que en un mo-
mento dado tiene s6lo una linea de salida activa.
La lfnea especifica que estd activa es determina-
da por el elemento del conjunto del c6digo de
entrada que se presenta en las lfneas de entrada.

¢ Codificador. Circuito combinatorio con m entra-
das y n salidas, donde m < 2", que en un mo-
mento dado tiene sélo una linea de entrada ac-
tiva. El elemento del conjunto del cédigo que se
presenta en la salida depende de la linea de en-
trada especifica que estd activa.

SP SP sP
R\ 00 O 11 10
%0 oTolol1 O\ 01 01 11 10 o\ _00 Ol 11 10
ot [0Jo0l1]0 0 |[0OJO|RIR 0 | Doy | Dya | Dyy | Dos
11 1 {0111 1 R|R|R|R 1 Dy, | D3y | D3y | Dyy
10 0[1]0}]0
() (b) (e
Vee
P @
16 8 = %2 %4
Voo  TIERRA S, S
1 7
S E, Y,
< b b
Doy Dy Dy D3; Doy Dyy Dy Dy
6 i5 %4 +3 AIO 11 12 913
. =

(d)

Fig. 30-18, Implementacion para multicanalizar f = SPQR + SPR + PQR + SPQR: a) diagrama de Karnaugh;
b) diagrama reducido; ¢) asociacién de lineas de entrada7 desdatos con celdas del diagrama; d) implementacién
con un 74153,
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Fig. 30-19, Implementacién alternativa para multicanalizar f = SP Q R + SPR + PQR + SPQR: a) diagrama de
Karnaugh; b) diagrama reducido; ¢) implementacién con una mitad de un 74153.

Convertidor de cédigo. Circuito combinatorio
con m entradas y » salidas que tiene un conjunto
diferente de cédigos de entrada y de salida. Para
cada elemento del conjunto del cédigo de entra-
da hay un elemento correspondiente del conjun-
to del c6digo de salida sobre una base de uno a

uno.
PQ
00 01 11 10
o| o 0 1
f=
1 1 0 1
(a)

s
L

30.5.1 Aplicaciones del decodificador

El desmulticanalizador (fig. 30-15) también se clasifica
como un decodificador 1 de 4 (o de 2 a 4 lineas), y se
deduce que cualquier decodificador con una entrada
de habilitacién que sirva como linea de datos se puede
utilizar como desmulticanalizador.

S25;

So 00 01 11 10
0 Go Oz Os O
1 Or [ O, Os

(b)

EEBELUEE

Vee E3 E;

0, 0, 0,

E, TERRA S, S, S

745138

05 05 O

L iiii%‘f_

(c)

:}of

Fig. 30-20. Implementacién para decodificar f = PQ + P QR: a) diagrama de Karnaugh; b) asociacién
de lineas de salida con celdas del diagrama; ¢) implementacién con un ‘745138,
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16 15 14 13 12 11 10 9
Vee NC 03 Iz I, L I3 O
D 74147
I4 15 16 17 Is 02 01 TIERRA
1 2 3 4 5 6 7 8
(a)
ENTRADAS SALIDAS
I, I, I 1, s Ig 1; Iy Iy 0, 0, 0, Oq
H H H H H H H H H H H H H
X X X X X X X X L L H H L
X X X X X X X L H L H H H
X X X X X X L H H H L L L
X X x X X L H H H H L L H
X X X X L H H H H H L H L
X X X L H H H H H H L H H
X X L H H H H H H H H L L
X L H H H H H H H H H L H
L H H H H H H H H H H H L
(b)

Fig. 30-21. Codificador de prioridades de 10 a 4 lineas 74147: a) diagrama de puntas de contacto
de salida; b) tabla de verdad (X = “no importa”).

Un decodificador para el cual n = 2™ se puede em-
plear para implementar circuitos de légica combinato-
ria. El método resulta claro cuando se identifica un
decodificador de este tipo como “reconocedor de mi-
nitérminos”, en el sentido de que una linea de salida
determinada que se sostiene identifica que su minitér-
mino correspondiente se aplica a las lineas de seleccién
de salida. Esto se ilustra con el ejemplo de la figu-
ra 30-20, donde se utiliza un decodificador 1 de 8
(745138) para implementar una funcién-de tres varia-
bles. Las tres variables, P, Q y R, se conectan respecti-
vamente a las lineas de seleccién S, S; y So. Por tanto,
cada celda del diagrama de Karnaugh (fig. 30-20b) se
asocia con una de las lineas de salida. Como la funcién
va a ser 1 l6gico cuando se seleccionen las salidas 0y, Os
o0 07, la funcién se implementa por medio de la opera-
cién l6gica OR aplicada a estas salidas. Obsérvese que
se usa una compuerta NAND debido a que las salidas
son LOW activas. Si bien con este esquema parecen
desperdiciarse las facultades del decodificador, se debe
reconocer que, dentro de los limites de egresancia, es
posible implementar cualquier nimero de funciones
diferentes de las tres variables de seleccién afiadiendo
una compuerta NAND por funcién. Las entradas de
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habilitacién del 745138 permiten que estas unidades se
interconecten para incrementar el nimero de variables
por funcién. Por ejemplo, se pueden utilizar cuatro
decodificadores para generar un conjunto de funciones
de cinco variables!. Nétese que cada funcién de cinco
variables puede requerir una compuerta NAND de
hasta 16 entradas.

30.5.2 Aplicaciones del codificador

Los codificadores se utilizan principalmente para vin-
cular teclados a la l6gica accionada por ellos. Un ejem-
plo de codificador de este tipo es el 74147, que convier-
te diez entradas en una salida BCD de cuatro lineas.
De hecho, s6lo hay nueve lineas de entrada de datos,
cada una de las cuales es LOW activa. La salida cero
BCD se activa cuando las nueve lineas de entrada son
HIGH (que corresponden a ninguna activa). El 74147
se designa como un codificador de prioridad. Esto
quiere decir que, si més de una linea de entrada est4
activa (LOW), ¢l cédigo de salida corresponde a la
linea de entrada activa de orden superior. Si las lineas
5 y 8 estdn activas (LOW), por ejemplo, el cédigo
de salida (que también es LOW activo) es LHHH,



Dispositivos de aritmética binaria

(1 000 — 8). La caracteristica de la prioridad hace po-
sible programar varias acciones de manera simultinea
y que se ejecuten en la secuencia establecida por los
6rdenes de las lineas. La terminacién de cada accién
debe desactivar la linea de orden superior antes de que
establezca el siguiente c6digo de salida. La tabla de
verdad se da en la figura 30-21 (X corresponde a “no
importa”).

30.5.3 Aplicaciones del convertidor de cédigo

Un ejemplo simple de convertidor de c6digo es el lla-
mado decodificador 6ptico de BCD a sicte segmentos.
Este tiene cuatro entradas que se activan en forma si-
multnea. Las siete lineas de salida son la combinacion
HIGH-LOW adecuada para accionar los segmentos de
diodos emisores de luz que reproducen el nimero de-
cimal codificado. En la figura 30-22 se da un ejemplo
de esto. Otros ejemplos de convertidores de cédigo
son el BCD a decimal codificado en exceso de tres,
el de BCD a decimal codificado en exceso de tres de
paso unitario, y el de BCD con bit de paridad. Este
ultimo es un convertidor de cédigo de cuatro entradas
y cinco salidas.

30.6 DISPOSITIVOS DE ARITMETICA
BINARIA

30.6.1 Sumadores

Un sumador completo (FA, de full adder) es un cir-
cuito combinatorio de tres entradas y dos salidas que
suma dos nimeros binarios de 1 bit. Las tres entradas
incluyen los dos bits por sumar y la entrada de acarreo,
que se proporciona para hacer posible la conexién de
sumadores en cascada para la adicién de ndmeros bi-
narios de » bits. Una salida es la suma de los dos bits y
la entrada de acarreo, y la otra salida es el acarreo
generado por esta suma. Un semisumador (HA, de
half adder) es un sumador sin entrada de acarreo. En
la figura 30-23 se presentan tablas de verdad y diagra-
mas l6gicos de sumadores completos y semisuma-
dores!.

Para la adicién en paralelo de dos niimeros binarios
de n bits se requieren n — 1 sumadores completos y un
semisumador, como se muestra en la figura 30-24a
(para n = 8). Los ntimeros por sumar normalmente
estdn en registros de almacenamiento y se comunican
simultdneamente a las entradas del sumador al inicio

ENTRADAS

SALIDAS (BAJAS ACTIVAS)

h

@
o
3

d VISUALIZACION

0

X|lx|rjr |-l
r|r|T|IT|IXT|XT|C|C{jr-{r
iz~ |
Ijr|rjr|xjr|Tjir-|xTx|r
rjic-|lT |- |rjfxjr|{ms
r|rjrjT|x|rr|rjrjrr|jrjot
rirjirjirjrjrjrr|lTTjirrjr|o>

IT|ir|x|r|r|x|(r| x|
I(rT(r{ITjX|xr|xT|r|o>
Ll I ol s o I ol Il I ol (= o [ < e ol Yl Y
rilrixjrjir|{rjir|r|z|z|e
QO[O |O|20] -

Fig. 30-22. Decodificador éptico de decimal codificado en binario (BCD) a siete
segmentos: a) identificacién de los segmentos; b) tabla de verdad.
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A | B | S | Co
A— s 0 0 0 0
B— 0 1 ] 0
1 0 1 0
‘ 1 ] 0 1
}Co S=A®B
Co=AB
(a) (a)
A B C S So
A—p———¥" 0 0 0 0 0
18] s 0 0 1 1 0
C 1/
: ! J_D_ 0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
— ] 0 ] 0 1
G 1 1 0 0 1
1 1 1 1 1
S=U4eB)ac
Co=AB+ C,(A® B)
(b) b)

Fig. 30-23. Sumadores: a) circuito y tabla de verdad del semisumador; b) circuito y tabla de verdad
del sumador completo.

A; B A, B Ay B Ay By
A B A B A B A B
FA o o o FA FA HA
C S C C S C C, S G C, §
S, S, S, Sy
(a)
A; B; Ag Bg As By A, B, A3y By Ay B A; B Ay By
A3y B3 A; B; A} By A By Ay By A, B, A B) Ay By
Co 74283 c Co 74283 a1
S3 S, 5 So S3 Sy 8 So =
S, S 5 S, Ss S, 5, 5
(b)

Fig. 30-24. Sumadores de 8 bits: 4) sumador de 8 bits en el que se utilizan siete sumadores completos

y un semisumador; retardo en la propagaci6n en el peor de los casos = 72 ns; b) sumador de 8 bits en el que

se usan dos sumadores de 4 bits con previsién de acarreo; retardo en la propagacién en el peor de los
casos = 18 ns.
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Ay By Ay By A; B, A; B;

—qC, Crrafo—
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—s UNIDAD LOGICA 4 =8

ARITMETICA DE

—l S CUATRO BITS 74181

—8,

—{S; P

Fy F F, Fj
(a)
ENTRADAS DE SELECCION SALIDAS DE FUNCION F;
DE MODO LOGICA ARITMETICA M = L
S3 Sz $1 So M=H C,=H C,=L
L L L L A A Amés 1
L L L H A+B A+ B (A+ B)mis 1
L L H L 4B A+F (A+B)més1
L L H H 0 légico Menos 1 0
L H L L AB A+ AB A més AB miés 1
L H L H B (A + B) més AB (A + B)ymis AB mis 1
L H H L A®B A menos B menos 1 A menos B
L H H H AB AB menos 1 AB
H L L L A +B A més AB A mas AB més 1
H L L H ADB A mis B A més B més 1
H L H L B (A + B) més AB (A+B)mis ABmis 1
H L H H AB AB menos 1 AB
H H L L 1 légico A més A A mis A més 1
H H L H A+F (A+B)més A (A + B) més A mis 1
H H H L A+ B A+B)mis A (A+B)més Amés 1
H H H H A A menos 1 A
]

Fig. 30-25, Unidad légica aritmética 74181 de l6gica transistor-transistor (TTL): a) designaciones de entrada y

salida; b) funciones de salida. A;, B; = entradas del operando; C, = entrada del acarreo; C,.4 = salida del

acarreo; M = entrada de l6gica/aritmética; S; = entradas de seleccién de modo; F; = salidas de la funcién; G =
salida de generacién de! acarreo; P = salida de propagacién del acarreo.

de la operaci6n de adicién. Dado que los sumadores
son circuitos combinatorios, la suma se realiza en al-
gunos retardos de compuerta (tipicamente de 25 ns en
TTL estdndar hasta 2 ns en ECL). No obstante, el
tiempo necesario para realizar una operacién de
adicién completa es considerablemente mayor debido
al efecto de transporte ondulante. El peor caso de este
efecto se presenta cuando el equivalente binario de 1
se suma a un nimero binario que conste todo de unos.
En este caso, el acarreo generado por el semisumador
debe propagarse etapa por etapa en su recorrido por el
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sumador MSB. Con un retardo tipico en la propaga-
cién del acarreo de 18 ns/etapa, se acumularia un total
de 144 ns para un sumador de 8§ bits.

Este retardo se puede reducir mediante el uso de
sumadores binarios de 4 bits con previsién de acarreo.
Estos sumadores son circuitos combinatorios con
nueve entradas (una entrada de acarreo y 8 entradas
para dos nimeros de 4 bits) y cinco salidas (una salida
de acarreo ademds de la suma de 4 bits). Dado que la
salida de acarreo es una funcién combinatoria de todas
las entradas, el efecto de transporte ondulante a través
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Fig. 30-26. Multiplicaci6n binaria: a) ejemplo de la operacién de multiplicacién; b) multiplicador
binario en paralelo de 4 X 4.

de los cuatro bits se elimina, de manera que el retardo
maximo en la propagacién de Cep @ Csal €5 de 18 ns.
Por tanto, la implementacién de un sumador de 8 bits
mediante el uso de dos sumadores de 4 bits con pre-
visién de acarreo reduce el retardo en la propagacién
de 144 a 36 ns. En la figura 30-24 se comparan los dos
sumadores de 8 bits.

Una alternativa a la inclusién de toda la logica de
previsién de acarreo en el circuito integrado del su-
mador consiste en proporcionar salidas de generacién
y propagacion de acarreo para emplearlas como entra-
das de un generador con prevision de acarreo!®. Esto
hace posible tener un acarreo previsto con mdis de
4 bits.

Se pueden efectuar adiciones extremadamente ra-
pidas mediante la aplicacién de este método por medio
de la l6gica acoplada al emisor (ECL). Por ejemplo,
ocho unidades de l6gica aritmética de cuatro bits
(ECL10181) en el modo de adici6n, junto con dos blo-
ques con previsién de acarreo (ECLC10179), comple-
tan la operacién de adicién de dos mimeros de 32 bits
en el tiempo tipico de 19 ns'®.

30.6.2 Sustractores

En principio, los sustractores (tanto los completos
como los semisustractores) se pueden considerar cir-
cuitos combinatorios.

La tabla de verdad se construye para la resta y los
acarreos se convierten en operaciones de “pedir pres-
tado”. Dado que generalmente la sustraccion se efec-
tda sumando el complemento a uno o a dos (segin el
sistema) del sustraendo y el minuendo, en los encap-
sulados MSI no se dispone de este tipo de sustractores.
La operacién de resta se'incluye entre las facultades de
la unidad légica aritmética (ALU, de arithmetic logic
unit) de 4 bits encapsulada como el TTL74181 en una
DIP de 24 puntas de contacto. Aun en esta unidad, la
sustraccién se realiza complementando a uno (ge-
nerando A — B — 1) y, por tanto, requiere un acarreo
al final en la posicién del LSB que complete la opera-
cién A — B.

Como se indica en la figura 30-25, esta ALU realiza
14 operaciones aritméticas en la adicién y sustraccién
(M = L), y 16 funciones de légica (M = H).
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30.6.3 Multiplicadores

El esquema més simple para la multiplicacién de nt-
meros binarios se ilustra mejor con un ejemplo. En la
figura 30-26a se presenta la multiplicacién del equi-
valente binario de 6 (el multiplicando) por el equiva-
lente binario de 5 (el multiplicador). La operacién in-
cluye la formacién del producto de cada bit del multi-
plicador y el multiplicando completo. Estos productos
—Illamados parciales— se desplazan a la izquierda m
etapas, donde m depende de la significancia de los bits
del multiplicador. Los productos parciales desplazados
se suman después para formar el producto final.

Para implementar este algoritmo se requieren regis-
tros de desplazamiento que contendrdn el multiplican-
do y el multiplicador; un registro acumulador, que es
de las longitudes combinadas de los registros del multi-
plicador y el multiplicando; y un sumador con tantos
bits como el acumulador. La tinica modificacion del
procedimiento de Ia figura 30-26a es que la adici6n se
realiza sumando cada nuevo producto parcial al total
de los productoes parciales previamente formados en el
acumulador. Obsérvese que cada 1 del multiplicador
requiere una operacién de desplazamiento y adicion,
mientras que cada 0 requiere simplemente una opera-
cién de desplazamiento. En un sistema sincrénico esto
significa que el tiempo requerido para completar la
multiplicacién de dos mimeros es N veces la duracién
de cada operaci6n de desplazamiento y suma, donde N
es el nimero de bits del multiplicador.

Este proceso se acelera empleando un circuito de
légica combinatoria mds complejo para formar pro-
ductos parciales en que intervenga mas de un solo bit
del multiplicador a la vez. Por ejemplo, los multipli-
cadores en paralelo de 4 bits 74284 y 74285 de TTL,
que se conectan como se muestra en la figura 30-26b,
forman el producto de 8 bits de los dos nimeros bi-
narios de 4 bits en unos 20 ns. Cuatro de estas unida-
des de producto de 8 bits se pueden interconectar con
ocho sumadores y cuatro unidades aritméticas 16gicas
(ALU) en una configuracién que se denomina 4rbol de
Wallace!? para producir un multiplicador de 8 X 8 bits
con 16 salidas.

30.6.4 Divisién

La divisién en binario se realiza restando el divisor del
dividendo hasta que el residuo sea menor que el divisor
y contando el nimero de restas que se necesitan
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(p. &j., N). Entonces el MSB del cociente es N ~ 1.
Después, el residuo se desplaza a la izquierda y se re-
pite el proceso a fin de obtener la siguiente cifra signi-
ficativa del cociente. La operacion llega a su fin cuando
el residuo es cero o bien cuando se ha obtenido la
precisién deseada. No se dispone de divisores de este
tipo en forma de circuitos integrados. La divisién en
calculadoras y computadoras es realizada por el softwa-
re adecuado con los circuitos que efectian las otras
operaciones aritméticas.

En el capitulo 59 de este libro se estudia un algorit-
mo de divisién de enteros binarios de punto fijo (figs.
59-18 y 59-19).
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INTRODUCCION

En la computadora digital se utilizan unos y ceros
(1 y 0) para representar valores internos, y €stos se
manejan con técnicas digitales. Sin embargo, el “mun-
do” exterior de la computadora es anal6gico por na-
turaleza; es decir, los valores producidos varian en un
amplio continuo.

Para transformar datos de un campo a otro, de dis-
creto a continuo o de continuo a discreto, se emplean
convertidores de digital a anal6gico (D/A) o de anal6-
gico a digital (A/D). Los fabricantes que se citan en la
tabla 31-1 producen diversos equipos de conversi6n.
Este equipo abarca desde circuitos integrados indivi-
duales, que son convertidores completos por si mis-
mos, hasta subsistemas completos que se pueden utili-
zar en la adquisicién de datos.

31.1 CONVERTIDORES D/A DE RESISTORES
PONDERADOS EN ESCALERA
PONDERADA

El convertidor D/A es un dispositivo que acepta una
palabra digital y un voltaje o una corriente analégicos
de referencia (fig. 31-1) y produce un voltaje o una
corriente analdgicos.

La palabra digital puede estar codificada en binario,
binario con valor de compensacién, decimal codificado
en binario (BCD) o ser una magnitud con signo o la
representacién invertida de uno de los anteriores. El
cbdigo representa una fraccién con el punto a la iz-
quierda del bit més significativo (MSB), llamado A,.
El bit menos significativo (LSB) se denomina A,_;,
donde £ es el nimero de bits de la palabra digital. El
valor de escala real del valor analdgico de referencia se
multiplica por la fraccién para producir la salida de
valor analdgico.

Uno de los circuitos convertidores D/A més simples
es el convertidor D/A de resistores ponderados!? que
se muestra en la figura 31-2. La palabra digital controla
los conmutadores, donde un 1 légico indica una con-
mutacién al Vi, y un 0 l6gico, una conmutacién a
tierra. Los resistores sucesivos estdn ponderados por
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Tabla 31-1. Lista de proveedores de convertidores

Analog Devices, Inc.
PO Box 280
Norwood, MA 02062

Burr-Brown Research Corp.
6730 S. Tucson Blvd.
Tucson, AZ 85706

Datel Intersil, Inc.
11 Cabot Blvd.
Mansfield, MA 02048

Fairchild Semiconductor
464 Ellis
Mountain View, CA 94042

Motorola Semiconductor Products, Inc.
PO Box 20912
Phoenix, AZ 85036

RCA
Route 202
Somerville, NJ 08876

Signetics
811 E. Arques Ave.
Sunnyvale, CA 94086

Texas Instruments, Inc.
PO Box 20219
Dallas, TX 75220

un factor de 2, lo cual produce las contribuciones pon-
deradas binarias a la salida analégica, que se muestran
en la ecuacién 31-1:

Veal = Viet * (An_l x2-(-1) 4 Apo* 2-(-2) 4+

+ A1 %271 + Ag) (31-1)

Sin embargo, la conservacién de razones de resistor
exactas en un intervalo grande, de 4 096 a 1 para un
convertidor de 12 bits, hace dificil de fabricar el con-
vertidor D/A.

VALOR
ANALOGICO
DE REFERENCIA

PALABRA
DIGITAL

—

CONVERTIDOR
D/A

SALIDA

> ANALOGICA

Fig. 311, Diagrama de bloques de un convertidor de digital a anal6gico (D/A).

840



Especificaciones de convertidores D/A
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on-1lp e e o 2R 2R
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2% _L_
d

0= Vet

Fig. 31-2, Convertidor de digital a anal6gico (D/A) de resistores ponderados, que consta de un
amplificador sumador y una red de resistores ponderados.

Una forma de reducir el niimero de resistores consis-
te en utilizar un nimero limitado de valores con
atenuacién adecuada (fig..31-3)%

Dentro de cada banco de cuatro resistores, los va-
lores asignados son factores 2. Entre los bancos estén
los resistores de atenuacién, que pueden configurarse
para producir una ponderacién binaria (si 7 = 8R) o
ponderacién BCD (si r = 4.8R) de diferentes c6digos
de entrada.

Reduciendo lo més posible el nimero de resistores,
los valores de éstos pueden reducirse a la pareja de
valores R y 2R (fig. 31-4). Este convertidor es un di-
sefio popular adecuado para circuitos integrados. Cada
bit de la palabra digital, que representa un cierre del
conmutador, contribuye a la salida en la forma siguien-
te. La resistencia equivalente de Thévenin en la linea
discontinua de la figura 31-4 es R y la fuente de voltaje
equivalente es:

An—l
2

Vet *

Al repetir en A,—» se obtiene una resistencia equi-
valente de R y una fuente de voltaje equivalente de:

An-12 + An- An— A,
Vier* (““—'—_” ! 3 2) = Vref*( 521 + 2 c )

=Vt Ay Ag Ag Ay A

Continuando con Ay, se obtiene una resistencia
equivalente de R y un voltaje equivalente (por medio
de induccién) igual a:

Ap-
Vref*( 2—nl +

A, A Ap
S g+ )

Por tanto, el voltaje de salida estd4 dado por:

- Vref

Veal = ( ) % (Apo1 % 27D + A, o« 2-(n-2) 4

+ . A1 271 + Ag) (31-2)

31.2 ESPECIFICACIONES
DE CONVERTIDORES D/A

Para elegir un convertidor D/A es necesario entender
las especificaciones del fabricante. Los fabricantes
utilizan los términos que se detallan seguidamente al
especificar sus convertidores. Cada concepto se define
o explica. Al exponer cada término se supone que es €l
tinico que influye en la operacién del convertidor. El
usuario determina los valores y tolerancias de cada es-
pecificacién basdndose en el uso que vaya a darle al
dispositivo.

A Ay Aq

op Aoy

23R 22R 2R

3 2
P o b d
2R 233% 22R glle 20R
AN

L AL

[-\ »

Fig. 31-3. Convertidor de digital a anal6gico (D/A) de resistores ponderados de 8 bits. 7 = 8 R para el
convertidor binario recto de 8 bits; r = 4.8 R para el convertidor decimal codificado en binario (BCD) de
dos digitos decimales.
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Fig. 314, Convertidor de digital a analégico (D/A) en escalera R — 2R.

o Salida de escala real. El voltaje de salida de es-
cala real Vj de un convertidor D/A es el valor
“méximo” de la salida analégica que se¢ puede
producir. Por lo general se especifica como un
nimero redondo: 2.500 V, 5.000 V, 10.000 V o
10.240 V. Estos valores son estdndares en estos
intervalos en el mercado para las unidades que
se ofrecen, no obstante, se pueden disefiar con
cualquier valor que se especifique. La figura 31-5
es una gréfica de la palabra binaria de entrada en
funcién de la fraccién de salida de escala real,
Vo. En el convertidor de 3 bits que se muestra
s6lo pueden introducirse ocho valores diferen-
tes, que van de 000 a 111 en binario. Cada uno
de estos valores de entrada se trata como el nu-
merador de una fraccién cuyo denominador es
27, donde n es el nimero de bits del convertidor.
Para determinar el valor de salida analégica, la
salida analégica méxima especificada se multipli-

ESCALA _
REAL [ VoY

7/8 I~
3/4 [~
5/8 [—
1/2 b~

3/8 —

SALIDA DE VOLTAJE

1/4 |~ /Z,

18— 7

&
| | |

ca por esta fraccién, Como la fracci6n resultante
siempre es menor que 1, el convertidor no pue-
de producir el valor méximo de la salida analé-
gica. Un convertidor D/A de 12 bits especifica-
do con una salida de escala real de 5.000 V pro-
duce 4.9987 V [(212 - 1)2%) %V, o bien
(4095/4096) * Vq].

Resolucién. La resolucién de un convertidor
D/A es el menor cambio analégico que se pro-
duce en la salida. La resolucién del convertidor
D/A es determinada por el nimero de bits de la
palabra de entrada digital. Para un convertidor
de voltaje D/A codificado en binario, la resolu-
cién en volts es Vp/2". Para el convertidor de
3 bits de la figura 31-5, el menor cambio que se
podria producir en la salida es 1/8 de Vp (Vo/23).
Para un convertidor D/A de 12 bits con salida de
escala real de 5.000 V, la resolucién es 1.221 mV
(5/2'2) o una parte en 4 096.

d i | |

0

000 001 010 Oli

101 110 111

ENTRADA BINARIA

Fig.31-5. Funcién de transferenciaideal de un convertidor de digital a
analégico (D/A) de 3 bits (linea continua) y una funcién de transferencia
con errores de compensaci6n y ganancia (linea discontinua).
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SR - et

ESCALA
REAL —
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5/8 b~
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3/8 =

SALIDA DE VOLTAJE

1/4 |~
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Fig. 31-6. Funcién de transferencia no lineal con una recta ajustada
a los puntos extremos.

Error de compensacién. El error de compensa-
cién es la salida anal6gica medida del converti-
dor D/A cuando su cédigo de entrada digital es
cero. En la figura 31-5, la linea discontinua que
conecta los tridngulos corta el eje de salida de
voltaje en un punto distinto de 0. Esta diferencia
es el error de compensacién. Debido a las desi-
gualdades de los componentes, la entrada de un
valor digital para producir una salida 0 anal6gica
es rara vez exacta; por tanto, suele disponerse de
ajustes para eliminar o minimizar este error.
Ganancia. La ganancia de un convertidor D/A
suele colocarse en 1. Para el convertidor de 3 bits
(fig. 31-5), una ganancia de 1 produciria un valor
anal6gico de escala real de 7/8 a un valor de en-
trada digital de 111. Esto lo demuestra la linea
continua que conecta los puntos de la figura
31-5, que tiene una ganancia de 1. Cada voltaje
producido es igual a su valor predicho. Si la ga-
nancia es distinta de 1, los valores digitales de
entrada no producen la salida anal6gica deseada.
En la figura 31-5, la ganancia es menor que 1
para la linea que conecta los tridngulos. Para un
valor de entrada de 111 (valor de entrada mé4-
ximo), el convertidor produce un valor menor
que el especificado, 7/8 de V;. Suele disponerse
de ajustes para minimizar este error.

Error de linealidad. El error de linealidad de un
convertidor D/A mide la desviaci6n de la salida
real del convertidor respecto de una linea ajusta-
da a los puntos extremos medidos. En la figu-
ra 31-6, los puntos que no estdn sobre la recta
que conecta los puntos extremos medidos (los
asociados con las entradas 000 y 111) tienen
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errores de linealidad individuales. La magnitud
del error de linealidad es la distancia que hay de
los puntos a la recta. Este error se especifica por
medio de una fraccién del LSB o el porcentaje
de salida de escala real. El valor m4s grande del
error de linealidad es el que se especifica.
Error de linealidad diferencial. Esta es la di-
ferencia méxima entre cada etapa (incremento)
de la salida analdgica y el tamafio de etapa (in-
cremento) ideal de un LSB.

Monotonia. Un convertidor D/A es mon6tono si
los c6digos digitales crecientes producen salidas
analdgicas crecientes.

Error de exactitud absoluta. El error de exac-
titud absoluta de un convertidor D/A es la di-
ferencia entre el punto de colocacién de escala
real y un estdndar de voltaje absoluto que suele
ser atribuible a la National Bureau of Standards.
Exactitud relativa. La exactitud relativa es la di-
ferencia entre el valor especificado y el valor real
medio para una determinada palabra de entrada
digital. Para esto se supone que se han minimi-
zado los errores de compensacién y de ganancia.
Estabilidad. El rendimiento de un convertidor
D/A varia con el tiempo, la temperatura y las
variaciones de voltaje de alimentacién. La resis-
tencia del convertidor a estos factores es su esta-
bilidad. Por ejemplo, un coeficiente de ganancia
tipico informado en una hoja de datos de un fa-
bricante es de 20 ppm / °C. Muchas de las otras
especificaciones tienen coeficientes de tempe-
ratura y constantes de envejecimiento asociadas.
Tiempo de asentamiento. En un convertidor
D/A ideal, un cambio del c6digo de entrada di-
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Fig. 31-7. Diagrama de bloques de un convertidor de analgico a digital (A/D)
en paralelo de 3 bits.

gital de un valor a otro produce una variacién
instantdnea en la salida anal6gica. En un conver-
tidor real los diversos componentes introducen
retardos, y la salida requiere cierto tiempo para
llegar al nuevo valor. Este es el tiempo de asen-
tamiento del convertidor.

En los convertidores D/A puede ocurrir un efecto
transitorio (interferencia) grande en la salida analdgica
para un cambio pequeiio en la entrada digital. Dicho
efecto es més pronunciado en transiciones de bits im-
portantes. Por ejemplo, una transicién del binario 1000
al binario 0111 puede pasar por el 0000 binario si los
dispositivos de conmutacién digital se apagan més ré-
pido de lo que se encienden. Este valor binario tran-
sitorio de 0000 produce la interferencia o falta de sa-
lida. Las fallas se pueden minimizar con el disefio
adecuado o la colocacién de otros circuitos.

31.3 CONVERTIDORES A/D EN PARALELO
Y DE APROXIMACION SUCESIVA

Un convertidor A/D toma una sefial anal6gica y la con-
vierte en un nimero binario que consta de 7 bits, para
ser manipulado por una computadora digital.

El convertidor A/D en paralelo (fig. 31-7) es el mds
veloz de los convertidores A/D*3. Emplea hardware
para realizar la conversién en paralelo. También se
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denomina convertidor reldmpago. En un convertidor
de 3 bits, el valor analégico desconocido se compara
simultdneamente con siete valores distintos. Las sa-
lidas del comparador alimentan la 16gica combinatoria,
que produce ¢l valor digital de 3 bits. El convertidor
A/D de n bits en paralelo se utiliza cuando se necesita
alta velocidad pero es aceptable una baja resolucién,
ya que el nimero de comparadores es 2n — 1.

»Un convertidor A/D répido sin los aditamentos ge-
nerales de hardware del convertidor A/D en paralelo es
el convertidor A/D de aproximacién sucesiva de la fi-
gura 31-81:34, Este convertidor utiliza un procedimien-
to de biisqueda binaria para efectuar la conversién en n
periodos del reloj, donde n es el nimero de bits en el
cbdigo digital. La l6gica de aproximacién sucesiva
(SAL, de succesive approximation logic) coloca sucesi-
vamente cada bit y compara la salida resultante del
convertidor D/A con el voltaje incégnito. Si la salida
del convertidor D/A con el bit encendido es mayor que
el voltaje desconocido, el bit se apaga; de lo contra-
rio, el bit se mantiene encendido. El siguiente bit se
trata de la misma manera hasta ensayarlos todos. Para
un convertidor A/D de 3 bits, la figura 31-8b es una
gréfica del contenido de la salida del convertidor D/A
(Vea) en funcién del tiempo cuando la entrada
Venr = 7/16 V1, Al inicio de la conversién sélo estd
colocado el MSB del convertidor D/A. Este tiene el
valor de 1/2 escala. La salida del comparador indica
que el valor del voltaje generado es demasiado alto.



'/'\

Convertidores A/D de conteo (rampa)
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Fig. 31-8. a) Diagrama de bloques de un convertidor de analdgico a digital (A/D) de aproximacién
sucesiva. b) Onda de forma de salida Vi, con convertidor de digital a analégico (D/A) de 3 bits para
Vent = 7/16V.

Durante el siguiente periodo, este bit se apaga y se
coloca el bit siguiente; éste tiene el valor de 1/4 de
escala. La salida del comparador indica que el voltaje
generado es demasiado bajo y, por tanto, ese bit debe
permanecer colocado. Durante el periodo siguiente, el
bit queda colocado y el siguiente bit se coloca. La sa-
lida del comparador indica que este bit debe perma-
necer colocado. Ahora estd completa la conversién y el
valor digital es 011. Este convertidor tiene una 16gica
mds compleja que el convertidor en paralelo.
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31.4 CONVERTIDORES A/D DE CONTEO
(RAMPA)

En el convertidor A/D simple de conteo de la figura
31913 la conversién comienza cuando el contador
se coloca en 0. El contador se incrementa hasta que
el comparador cambia de estado, lo que indica que el
valor digital que alimenta al convertidor D/A repre-
senta la entrada analdgica incégnita. Para un converti-
dor A/D de 3 bits, la salida Vg, del convertidor D/A
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Fig. 319, a) Diagrama de bloques de un convertidor de analdgico a digital (A/D} de conteo.
b) Onda de forma de salida Va con convertidor de digital a analdgico (D/A) de 3 bits para

Vene = 11/16 V.

contenido se grafica contra un eje de tiempo (fig.
31-9b) cuando la entrada Ve, = 11716 V. Al inicio de
la conversién, la salida de D/A es 0. Dado que la sefial
anal6gica generada no es igual ni mayor que el voltaje
desconocido, el contador se incrementa y el D/A pro-
duce un voltaje més alto. La salida del comparador se
vuelve a verificar y el contador se vuelve a incrementar
hasta que la salida del comparador cambia a 1, lo cual
indica que la sefial anal6gica generada es igual o mayor
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que el voltaje incognito. Una caracteristica de este
convertidor es que el tiempo de conversion es propor-
cional a la sefial anal6gica incégnita. El tiempo de con-
versién de un cambio de escala real es igual a la fre-
cuencia del reloj dividida entre el nimero méximo de
conteos. Por ejemplo, si la frecuencia del reloj es 10
MHz, la tasa de rendimiento maximo de un converti-
dor con resolucién de 10 bits es un poco menor de 10
KHz [100 us por conversion (10 MHz/219)].
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Fig. 31-10. Funciones de transferencia de un convertidor A/D de 3 bits: 4) funcién de
transferencia ideal (linea continua) y funcién de transferencia con un error de compensacién
(linea discontinua); b) funcién de transferencia con un error de ganancia (linea discontinua).
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31.5 ESPECIFICACIONES
DE LOS CONVERTIDORES A/D

Los términos que siguen son utilizados por muchos fa-
bricantes en la especificacién de sus convertidores. Ca-
da término se define o explica. En la exposicién de
cada concepto se supone que es el inico que influye en
la operacién del convertidor. El usuario determina los
valores y tolerancias de cada especificacién basdndose
en el uso que vaya a darse al dispositivo:

o Funcién de transferencia ideal. En la figura
30-10a se presenta la funcién de transferencia de
un convertidor A/D de 3 bits ideal. Cuando la
entrada analGgica aumenta de 0 a la escala real,
el valor de la salida digital cambia de 000 a 111
en binario. El tamafio de la etapa (incremento)
ideal es 1 LSB, y la etapa (incremento) tiene un
valor de escala real dividido entre 2”. (Para la
figura 31-10 n = 3, que produce un tamafio de
etapa de 1/8.)

® Error de cuantizacién. El cédigo digital de salida
es constante para un intervalo de entradas analé-
gicas igual a 1 LSB. La salida digital primero es
mayor y después es menor que ¢l valor analégico
de entrada. Este error se denomina error de
cuantizacién. Para un convertidor de 3 bits con
escala real de 5.000 V, se produce el valor digital
de 001 para voltajes de entrada en ¢l intervalo de
0.3175 2 0.9425 V, o la incertidumbre es 0.625 V
0 1/8 de la escala real.

¢ Error de compensacion. Si la primera transicién
no ocurre en 0.5 LSB, el convertidor A/D tiene
un error de compensacién. Por ejemplo, un con-
vertidor con un error de compensacién tendria
su primera transicién en otro valor que no fuera
1/16 de 1a escala real, como se indica en la figura
31-10a. Este error de compensacién se exagera

} mucho para mayor claridad.

o Ermror de ganancia. Si la pendiente de la recta
ajustada a los centros de las etapas (incremen-
tos) no es igual a 1, entonces hay un error de
ganancia. Este es igual a la diferencia entre la
pendiente real y la pendiente id‘e_alj En la figura
31-10b, la linea discontinua tiene una pendiente
mayor que 1, y la diferencia entre la pendien-
te de la linea discontinua y la pendiente de la
linea ideal es el error de ganancia.

e Error de linealidad diferencial. Los converti-
dores A/D tienen errores de linealidad similares
a los propios de los convertidores D/A. El error
de linealidad diferencial es la diferencia entre la
pendiente del cédigo real y el tamafio de la etapa
(incremento) ideal de 1 LSB.

848

® Error de cédigo faltante. Un error especifico de

los convertidores A/D es el error de cédigo fal-
tante. El codigo de salida salta del valor a al
valor a + 2, pasando por alto el valor de cédigo
a+ 1.

e Monotonia. Un convertidor A/D puede ser no

mondtono. Si el cédigo de salida -disminuye
cuando el valor de entrada analdgica aumenta, el
convertidor presenta un comportamiento no mo-
nétono. Si el voltaje de entrada analdgico cam-
bia de 1/2 escala real a 5/8 de la escala real, la
salida digital debe cambiar de 100 a 101. Sin em-
bargo, el comportamiento de un convertidor no
monétono podria producir una salida de 100 a
011. El valor de la salida digital ha disminuido
(de 1/2 a 3/8 de la escala real), mientras que la
entrada analdgica ha aumentado (de 1/2 a 5/8 de
la escala real).

o Estabilidad. La estabilidad de un convertidor

A/D se ve afectada por el tiempo, la temperatura
y las variaciones del voltaje de alimentaci6én. En-
tre las especificaciones del convertidor se inclu-
yen los coeficientes de temperatura y pardmetros
de envejecimiento. Un valor tipico de los fabri-
cantes para el coeficiente térmico de ganancia es
15 ppm/°C.
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Filtros digitales

32.1 DESCRIPCION

Un filtro digital es un sistema para filtrar sefiales mues-
treadas cuyas muestras se representan en forma nu-
mérica (tipicamente como ndmeros binarios). La
operacién de filtrado se realiza por medio de cilculos
directos con las sefiales muestreadas. Cuando se em-
plean ecuaciones para analizar o caracterizar la opera-
cién de los filtros analdgicos, las ecuaciones que se
utilizan en el filtrado digital son el filtro (es decir, el
filtro realiza las operaciones aritméticas reales especi-
ficadas por las ecuaciones).

Los filtros digitales presentan varias ventajas sobre
sus contrapartes analégicas:

1. Intervalo dindmico. El limite superior es fijado
por el tamafio del nimero que el hardware di-
gital puede representar, y el limite inferior es
fijado por el ruido de cuantizacién y errores de
redondeo. El intervalo entre estos limites de-
pende dnicamente de las longitudes de palabras
utilizadas (o sea, el nimero de bits usados en la
representacién binaria de la sefial). Si las lon-
gitudes de palabra se pueden hacer lo sufi-
cientemente grandes, en principio el intervalo
dindmico no tiene limite. Los limites son im-
puestos en la préctica, adaptdndose de manera
conveniente a los requisitos de velocidad, rendi-
miento y costo.

2. Ausencia de problemas de componentes. Los
pardmetros de los filtros se representan por me-
dio de niimeros binarios y no derivan con el
tiempo. Al aumentar la longitud de la palabra se
hace posible la obtencién de cualquier grado
de exactitud deseado. Dentro de los limites de
esa exactitud, el filtro funciona tal y como se
disefi6. No hay problemas de tolerancias o de-
riva de componentes, y ninguno asociado con
un comportamiento no ideal de resistores, ca-
pacitores, inductores o amplificadores. Tampo-
co existen problemas de impedancia de entrada
o salida ni efectos de carga entre etapas.

3. Conmutabilidad. Si los pardmetros del filtro se
conservan en registros (lo contrario de conec-
tarse fisicamente), el contenido de estos regis-
tros se puede cambiar a voluntad y en forma
instantdnea (es decir, entre tiempos de muestreo
consecutivos). Por tanto, los filtros se pueden
hacer perfectamente conmutables. Un solo filtro
conmutable también se puede multicanalizar en
el tiempo para procesar entradas miltiples.

4. Adaptabilidad. Un filtro digital puede imple-
mentarse en hardware o bien como un programa
de computadora. Los filtros digitales de hardwa-
re también se adaptan sin dificultad para el con-
trol por computadora de sus pardmetros.

Los filtros digitales son miembros de una clase de
sistemas conocidos como sistemas de datos mues-
treados. Un sistema recibe una o més seflales de entra-
da y produce una o més salidas. (Aqui sélo se consi-
deraran sistemas con una entrada y una salida.) La

complejidad de los sistemas reales se aborda buscando
sistemas simples cuyo comportamiento se asemeje al
del sistema en consideracién. Las dos simplificaciones
principales de interés aqui son la suposicion de linea-
lidad y el uso del muestreo.

32.1.1 Sistemas lineales

Si H[ ] representa lo que el sistema hace (la funcién del
sistema), entonces la linealidad se define de la manera
siguiente:

Dadas x,(¢) y x2(¢), con a y b como factores constan-
tes, se tiene que:

y(t) = Hlaxi(r) + bx(t)] (32-1a)
= aH[x,(¢t) + bH[xx(1)] (32-1b)
= ay(t) + byx()) (32-1¢)

La prueba de linealidad consiste en determinar si
puede pasarse de la ecuacién 32-1b a la 32-1c.

Otras dos simplificaciones comunes con los sistemas
lineales son las siguientes:

1. Invariancia en el tiempo. H[ ] no cambia con el
tiempo. Si y(2) = H[x(t)], entonces H[x(¢ — 1)] =
y(t — 1), donde t es un retardo positivo o ne-
gativo.

2. Causalidad. La salida no puede preceder a la
entrada. Con mayor precisién, para sistemas li-
neales invariantes en el tiempo, dadas dos posi-
bles entradas al sistema x;(¢) y x2(8), si x1(¢) =
x,(t) para t < 1, entonces Hixi(¢)] = H[xa(t)]
para t < fo.

Todas estas suposiciones normalmente son aplica-
bles a los filtros digitales. Las tnicas excepciones son
las siguientes:

1. Los sistemas no causales pueden modelarse en
computadora hasta cierto limite.

2. El hecho de que los pardmetros de los filtros
digitales se puedan conmutar arbitrariamente a
voluntad significa que los filtros pueden variar
en el tiempo si asf se desea. La conmutacién
suele implicar la seleccién de valores de pardme-
tros de un repertorio limitado; en este caso, cada
conjunto de pardmetros se puede analizar por
separado como un sistema invariante en el tiem-
po, aunque el comportamiento transitorio des-
pués de la conmutacién de pardmetros suele re-
querir estudio especial.

3. Laslimitaciones en precision e intervalo dindmi-
co inherentes a la representacién digital de nid-
meros puede restringir la posibilidad de aplicar
la suposicién de linealidad.

En el material que sigue no se consideran sistemas
no causales ni variantes en el tiempo. Se supondrd la
linealidad y se confrontardn sus limites en la seccién
sobre los efectos de la cuantizacién.
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32.1.2 Sistemas de datos muestreados

Un sistema de datos muestreados puede visualizarse
como un sistema de tiempo continuo que se observa
sélo en tiempos discretos #; y, por tanto, se debe tratar
como un sistema de tiempo discreto. Los tiempos #
suelen ser equiespaciados. En este caso ¢; = iT, donde
T es el intervalo entre muestras. En lugar de expresar x
como x(#;), se escribe x(i) o x;. La frecuencia de mues-
treo, f;, es igual a U/T.

La eleccién de la frecuencia de muestreo es un pro-
blema fundamental en el disefio de sistemas de datos
muestreados. Conviene muestrear los datos a la menor
frecuencia posible; sin embargo, si la frecuencia es de-
masiado baja, quizd sea imposible reconstruir la fun-
cién continua correspondiente a partir de las muestras.
El teorema del muestreo establece que cualquier seiial
de tiempo continuo se puede caracterizar por completo
y reconstruir de manera perfecta a partir de muestras
equiespaciadas siempre que f; = 2f,,, donde f,, es la
componente de frecuencia mas alta presente en la se-
fial original. Esta frecuencia minima se conoce comiin-
mente como frecuencia de Nyquist'4.

Se dice que una funcién continua muestreada a una
frecuencia menor que la de Nyquist estd submues-
treada. En una sefial submuestreada, cualquier com-
ponente con frecuencia f > f/2 parecerd estar a una
frecuencia mds baja f' = f; — f. Este fenémeno se
conoce como aliasing’-3. Cuando se muestrean datos
para su andlisis en computadora o para procesamiento
digital, es una practica comin proporcionar proteccién
por medio de un filtro antialiasing. Este es un filtro
analégico, colocado ante el hardware de muestreo, que
rechaza cualquier componente con frecuencia mayor
de f/2. El ingeniero de sistemas debe vigilar que la
frecuencia de muestreo sea lo suficientemente alta, de
modo que ninguna informacién esencial sea eliminada
por el filtro antialiasing.

32.1.3 Anilisis en el dominio del tiempo

Los sistemas de datos muestreados pueden caracteri-
zarse en el dominio del tiempo por medio de una ecua-
cién lineal en diferencias con coeficientes constantes:

y(n) +ay(n — 1) +ay(n—2)+ - +ayy(n —p) =
=box(n) + byx(n — 1) + box(n — 2) + - - - +
+ bex(n — q) (32-2)

Si sélo se tiene acceso a la entrada y la salida del
sistema, éste puede caracterizarse por su respuesta a
una entrada estdndar. La “funcién de pulso unitario”
6 (n) puede definirse de la manera siguiente:

1 n=0

0 en caso contrario (32-3)

o = {

Por tanto, la “respuesta de pulso” A(n) es la respues-
ta del sistema a una entrada 8(n)!-. Si x(n) es cual-
quier otra sefial de entrada, entonces la respuesta a
x(n) se obtiene con la ayuda de k(n):
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y(n) = k}_ _XB)h(n = k) = x(n) * h(n) ~ (32-4)

La operacién x(n) * h(n) se conoce como la convo-
lucién de x(r) y h(n). El resultado es que si se conoce
la respuesta de pulso de un sistema lineal, es posible
determinar su respuesta a cualquier otra entrada. Asi,
el comportamiento de entrada/salida del sistema se ca-
racteriza por completo por su respuesta de pulso.

El concepto de respuesta de pulso también ofrece
una extension ttil a la definicién de un sistema causal:
un sistema lineal invariante en el tiempo es causal si
h(n) es 0 paran < 0.

32.1.4 Anailisis en el dominio de la frecuencia

Para analizar sistemas de datos muestreados en el do-
minio de la frecuencia, conviene utilizar la represen-
tacion de la transformada z. Definanse las transforma-
das z de las sefiales de entrada y salida en la forma
usual. Después, empleando las propiedades de despla-
zamiento y linealidad de la transformada z (cap. 4), la
transformada z de la ecuacién 32-2 puede expresarse
de la manera siguiente:

Y(z) i az”' = X(z) i bzl (32-5)
i=0 =0

Si la funcién de transferencia del sistema se define
como:
H(z) = Y(2)/X(2) (32-6)

entonces H(z) es un cociente de polinomios en z:

H(z) = N(2)/D(2) (32-7a)
donde:
N@) = _io bz (32-7b)
i
y
P
D)= 2 az” (32-7c)

j=

N(z) tiene g raices, para cada una de las cuales H(z) =
0; estas raices se llaman los ceros de H. De modo si-
milar, D(z) tiene p raices para las cuales H(z) = o;
éstas se denominan los polos de H. Dado que un po-
linomio estd definido (dentro de una constante multi-
plicativa) por sus raices, H se caracteriza (salvo por un
factor de ganancia) por sus polos y ceros.

Expresando de nuevo la ecuacién 32-6 como:

Y(z) = X(z)H(z) (32-8)
se obtiene la ecuacién 32-4 en virtud de la propiedad
de convolucién de la transformada z. Se reconoce a
h(n) como la respuesta de pulso del sistema; por tanto,
H(z) es la transformada z de la respuesta de pulso.
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Fig. 32-1. Respuesta de pulso par: @) correspondiente a la
respuesta de frecuencia par real; b) desplazada para hacer
causal el filtro.

El objetivo del disefio de filtros suele ser visualizar
alguna respuesta de frecuencia especificada. La res-
puesta de frecuencia de un sistema puede encontrarse
evaluando H(z) en el circulo unitario:

H(e?) = H@2)|; = oo (32-9)

donde:

w = 2xafif; (32-10)

Debe observarse que las distancias angulares al-
rededor del circulo unitario se mapean linealmente
en la frecuencia. El término CD corresponde al
punto (1 + jO) y el punto (—1 + jO) corresponde a
fif2.

Obsérvese asimismo que como resultado de esta
definicién la respuesta de frecuencia es periddica,
con periodo 27w, que corresponde a una periodicidad
en f de f;.

En este capitulo, w se considera limitada al inter-
valo [— &, ®] a menos que se exprese otra cosa.

La ecvacién 32-9 puede volver a expresarse
como:

H(e®) = _f h(n)e—ron (32-11)

y entonces es posible considerar 4(r) como el desarro-
llo en serie de Fourier de la funcién periédica H(e/®).
Asi:

h(n) = %J._” H(e i®)e iondew  (32-12)

Seria concebible utilizar la ecuacién 32-12 como
punto de partida del disefio de un filtro digital; esta
posibilidad se considera en la seccién 32-5.
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H(e’®) es una funci6n continua de la frecuencia. En
muchos casos précticos basta una aproximacion discre-
ta a H(e/?). La transformada discreta de Fourier
(DFT, de discrete Fourier transform) de h(n) consti-
tuye tal aproximacion.

La DFT de una serie de N puntos se define de la
manera siguiente:

H(k) = Ng_ol xX(n)W-nk (32-13a)

donde W = e 2N La DFT inversa estd dada por:

1 N-1
h(n) = Wkgo H(k)wnk (32-13b)

En el capitulo 4 se explica la DFT.

32.1.5 Sistemas de fase lineal

Existen muchas aplicaciones del procesamiento de se-
fiales en las cuales las relaciones de fases son importan-
tes y no deben ser perturbadas por el filtrado. Para
estos fines seria ideal un filtro con desfasamiento cero;
en la prictica se debe buscar un filtro cuyo desfa-
samiento sea proporcional a la frecuencia. Este filtro
se denomina de fase lineal. Resulta facil demostrar
cémo debe ser un filtro de este tipo.

Si la fase de la respuesta de frecuencia es proporcio-
nal a la frecuencia, entonces debe ser posible factorizar
H(e’*) en una funcion real pura R(w) y un factor de fase
lineal e/a®:

H(ei®) = R(w)e*® (32-14)

En base a la teorfa elemental de la transformada de
Fourier, si la respuesta de frecuencia de un filtro es
R(w), entonces su respuesta de pulso r(n) serd una fun-
cién par del tiempo, como se muestra en la figura
32-1a. Este filtro no es causal. Sin embargo, si 7(n)
tiene duracién finita, el filtro se puede hacer causal
desplazando r(n) a la derecha, como se observa en la
figura 32-1b. No obstante, el factor de fase lineal co-
rresponde a un desplazamiento de r(n) en el tiempo;
por tanto, el filtro de fase lineal se puede concebir
como el filtro de fase cero ideal desplazado para hacer-
lo causal. h(n), el r(n) desplazado, ya no es una fun-
cién par, pero sigue siendo simétrica en el sentido si-
guiente: si la respuesta de pulso tiene N muestras de
longitud, entonces:

Mn) = h(N—-1-n) (32-15)

Esta simetria es la condicién necesaria y suficiente
para la linealidad de fase.

32.1.6 KEstabilidad

Un sisterna es estable si una entrada acotada (es decir,
de amplitud finita) produce siempre una salida acota-
da. Es decir, un sistema de tiempo discreto es estable
si:
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k_i_ (k)| <o (32-16)

o si todos los polos de H(z) estdn dentro del circulo
unitario en el plano z (complejo).

32.1.7 Respuestas de pulso finita e infinita

Una distincién fundamental en los sistemas de datos
muestreados, y particularmente en los filtros digitales,
es la duracién de la respuesta de pulso. Se habla de
sistemas de respuesta de pulso finita (FIR, de finite
impulse response) y de sistemas de respuesta de pulso
infinita (IR, de infinite IR).

Si en la ecuacién en diferencias 32-2 los coeficientes
a; son todos 0 para i > 0, entonces la ecuacién se re-
duce a:

y(n) = box(n) + byx(n — 1) +

+ -+ bgx(n — q) (32-17)

Posiblemente un sistema de este tipo no pueda tener
una respuesta de pulso con mds de ¢ muestras de longi-
tud, debido a que si el impulso ocurrié hace més de ¢
muestras, todo el lado derecho de la ecuacién 32-17 es
cero. Por tanto, un sistema de este tipo es FIR. Si la
ecuacioén 32-17 se expresa de nuevo empleando trans-
formadas z, de inmediato se hara evidente que un filtro
FIR es también un sistema con sélo ceros; es decir,
H(z) no tiene polos salvo en z = 0.

Sin embargo, si alguno de los mayores coeficientes 4
de la ecuacion 32-2 no es cero, entonces la respuesta de
pulso puede durar por siempre, debido a que aun si
el pulso ocurrié hace més de g muestras, se “recuerda”
en las muestras de salida y(n — 1), y(n — 2),... Por
tanto, el sistema serd IIR y H(z) tendrd polos de fre-
cuencia finita.

32.2 ESTRUCTURAS

Se acostumbra a representar el flujo de datos dentro de
filtros digitales por medio de un diagrama de flujo.
Estos diagramas se aplican ya sea que el filtro se vaya a
ejecutar en hardware o en software. Para un filtro de
hardware, el diagrama representa la interconexién real
de los componentes del filtro; para un filtro de softwa-
re, el diagrama constituye un modelo conceptual de la
operacién del filtro y puede utilizarse como punto de
partida de la programacion.

Dado que el filtro FIR es un caso especial del IIR,
los dos tipos tienen algunas estructuras en comun.
Cada uno tiene, no obstante, formas especiales pro-
pias. Se empezard con el caso del IIR.

32.2.1 Estructuras IIR!: 2

Forma directa. Partiendo de la ecuacién 32-7 y ha-
ciendo:

P(z) = 1/ D(z) (32-18)

oyn)

x{n)©

x(n)o

g

M

(b)

Fig. 32-2. Estructura del filtro de respuesta de pulso infinita (IIR) de

forma directa: a) la parte del lado izquierdo ejecuta los polos, la parte del

lado derecho los ceros; b) estructura resultante de la consolidacién de las
dos trayectorias de retardo de (a). ’
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se tiene la siguiente expresion:

Y(z) = P(z)N(2) (32-19)
Esta ecuacién corresponde a dos secciones de filtros
en cascada, donde el primero materializa todos los po-
los de H(z) y el segundo todos los ceros de H(z). La
seccién donde todos son polos, que corresponde a la
ecuacién 32-18, cumple la ecuacién en diferencias:

p(n) = x(n) - fll bp(n —i)  (32-20)

y la seccién donde todos son ceros, que corresponde a
la ecuaci6n 32-19, satisface la ecuacion en diferencias:

M
yw = T apln =) (3221)
j=

En estas ecuaciones M es el nimero de ceros en
H(z) y N es el nimero de polos. Estas ecuaciones lle-
van a la estructura de “forma directa” (que también se
conoce como forma canénica) de la figura 32-2a, don-
de la estructura de la izquierda corresponde a la ecua-
cién 32-20, y la estructura de la derecha a la ecuacién
3221

En la figura 32-2b se presenta una versién méas sim-
ple de esta estructura.

Forma en cascada. En esta forma (también conocida
como “en serie”), si los polinomios de numerador y
denominador de la ecuacién 32-7 se factorizan se tiene:

H(z) = ¢ ,Ii H{z) (32-22)

Aqui, g es un factor de ganancia y P es un nime-
ro que depende de como se efectie la factorizacién.
Dado que debe trabajarse con coeficientes reales, las
raices complejas se factorizan como pares conjugados.
Sihay M| cerosreales, M, pares de ceros conjugados. Ny

polos reales y N, pares de polos conjugados, entonces P
es el maximo de (M, + M>) y (N, + N>). Cada término
Hj(z) se forma a partir de un factor de N(z) y un factor de
D(z) y es, en general, una forma bicuadratica:

1+az '+ bz?

Hi(Z) = 1+ C,’Z_l + d,‘Z_2

(32-:23)

Para ceros reales b; = 0y para polos reales d; = 0, y
si M y N no son iguales, algunos numeradores (o de-
nominadores) serdn unitarios. La ecuacién 32-22 con-
duce a la forma en cascada que se ilustra en la figura
32-3a. En esta figura cada caja contiene una seccién de
segundo orden de la forma de la ecuacién 32-23. Las
secciones individuales por si solas se ejecutan en forma
directa; por tanto, la estructura completa es como se
presenta en la figura 32-3b.

Forma en paralelo. La ecuacién 32-7 también puede
desarrollarse como una suma de K fracciones par-
ciales:

HO=A+ L HEO (229

donde para los polos reales, H; es de la forma:

a;

Hi(z) = TF oz T

(32-25a)

y para los pares de polos complejos, H; tiene la siguien-
te forma:

a; + biz71

HG) = T vare

(32-25b)

El nimero de secciones K es la suma Ny + N,. La
estructura correspondiente es la forma en paralelo que
se puede observar en la figura 32-4. Como sucede con
la forma en cascada, cada seccién se ejecuta en forma
directa.

x(n)‘ H,

Hz s e e i HP ) Y {11}

(a)

xfn)on

(b)

Fig. 32-3. Estructura del filiro de respuesta de pulso infinita (ITR) de forma en cascada: a) el término de
la ganancia va seguido de las secciones de forma directa de orden 2 u orden 1 en cascada; b) forma en
cascada en detalle, que muestra la constitucidn de las secciones individuales.
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Fig. 32-4. Estructura de respuesta de pulso infinita (IIR) de forma en paralelo que se
dedujo del desarrollo en fracciones parciales de H(z). A la derecha se muestra una
seccién Hi(z) tipica.

Comparacion de estructuras, Aunque la estructura de
forma directa es la més atractiva por su sencillez y su
relacidn directa con la ecuacién en diferencias original,
no se recomienda para filtros de orden mayor de 2,
pues es extremadamente sensible a los errores de los
coeficientes. Dado que los coeficientes siempre se re-
presentan con precision finita, es inevitable algin error
en su valor. Estos errores afectan el funcionamiento
del filtro, y en ocasiones su estabilidad. Por tanto, es
importante el uso de formas con la menor sensibilidad
posible a estos errores. Se debe usar la forma directa
para el orden 2 o menor, pero en todos los demds casos
ha de analizarse con cuidado el funcionamiento em-
pleando la simulacién por computadora.

La forma en cascada tiene la ventaja de que las
ubicaciones de polos y ceros se relacionan directamen-
te con los coeficientes de cada seccidn, como indica la
ecuacién 32-24. Las raices complejas de 1 + az~! +
bz=? se pueden localizar por inspeccién; la distancia
radial a partir del origen es igual a V'b y la parte real de
la rafz es —af2.

En el caso de filtros cuyos pardmetros se vayan a
calcular y modificar en tiempo real, esta implemen-
tacién puede ser por tanto especialmente ttil. Por otro
lado, la ganancia de cada seccion depende de sus coe-
ficientes, y el nivel de sefial en cada fase debe ser con-
trolado por otros elementos de ganancia para evitar un
desbordamiento o insuficiencia.

oy(n)

x(n)o=—

(a)

(b)

Fig. 32-5. Estructuras de filtros de respuesta de pulso finita (FIR): @) forma directa; b) forma
en cascada.
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Fig. 32-6. Estructura del filtro de respuesta de pulso finita (FIR) con
muestreo en frecuencia. (Véase la estructura detallada en la figura

La forma en paralelo esta libre de la mayor parte de
los problemas mencionados. Las ubicaciones de los
polos pueden encontrarse como en la forma en casca-
da, aunque no asi la de los ceros.

32.2.2 Estructuras FIR!?

Forma directa. Las formas directa y en cascada que se
describieron antes se adaptan facilmente a filtros FIR.
Dado que las porciones de produccién de polos y de
ceros de estas estructuras son diferentes, las formas
FIR se deducen simplemente omitiendo las porciones
de produccién de polos de las formas IIR. La forma
directa FIR se muestra en la figura 32-54.

Forma en cascada. En la forma en cascada, cada sec-
cién es asimismo una seccion cuadratica (o lineal) con
solo ceros y, por tanto, la estructura se simplifica del
mismo modo que la forma directa. En la figura 32-5b
se ilustra una estructura FIR de forma en cascada.

Forma de muestreo en frecuencia. La forma IIR en
paralelo se dedujo a partir de un desarrollo en fraccio-
nes parciales de H(z). Dado que estos desarrollos se
basan en polos, este método es claramente inaceptable
para filtros FIR. Sin embargo, es posible una forma en
paralelo, pero ésta se deduce de una manera por com-
pleto distinta. En la seccién 32.5 se hace una expli-
caci6n detallada; aqui s6lo se observa que esta forma
se basa en un procedimiento de disefio especifico que
toma como punto de partida la transformada de
Fourier de la respuesta de pulso. La forma de mues-
treo en frecuencia se presenta en la figura 32-6.

Forma de fase lineal. Muchas aplicaciones requieren
filtros cuya respuesta de fase sea lineal con la frecuen-
cia. En la secion 32.1 se mostré que los filtros FIR de
fase lineal tienen una respuesta simétrica de pulso. Es
decir, para un filtro de orden N:
h(n) = A(N — 1 — n) (32-26)
Esta simetria produce cierta economia en la imple-
mentacién. En un filtro FIR, las & corresponden en
_forma biunivoca a las b de la ecuacién 32-17. Debido a
la simetria en A(n), esta ecuacién se convierte en:
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y(n) = box(n) + bix(n — 1) + - - -+ bix(n — N+ 1) +
box(n — N)

Esto se puede expresar, para N par, como:

(32-27a)

Ni2-1 .
y(n) = ‘20 bux(n = 1) + x(n = N+ )] (32-27h)
o bien, para N impar, como:
(N-12-1
y(n) = bypx(n = N2) + Y bafx(n — 1) +
i=0
(32-27¢)
+ x(n ~ N + )]

Dado que cada término de la suma requiere un mul-
tiplicador y puesto que el nimero de términos se re-
duce en aproximadamente la mitad, se logra una
economia importante en operaciones de calculo y
hardware. Las estructuras de forma directa que corres-
ponden a estas formas vueltas a expresar se presentan
en las figuras 32-7a y 32-7b.

Comparacion de estructuras. Las ventajas y desventa-
jas de las formas directa y en cascada son sustancial-
mente las mismas en los filtros FIR y en los IIR. Es
obvio que la forma directa no presenta problemas de
estabilidad, pero los errores de cuantizacién de coe-
ficientes ain pueden degradar el funcionamiento. La
estructura en cascada sigue permitiendo el control mas
directo sobre las ubicaciones de los ceros.

Los filtros de fase lineal son un caso especial. De-
bido a la simetria del filtro, los errores en la cuantiza-
cién de coeficientes no perturban la linealidad de fase,
pero aiin pueden degradar el funcionamiento de otras
formas.

Si los filtros de fase lineal se materializan en forma
de cascada, la sensibilidad a la cuantizacién de coe-
ficientes serd menor, pero los errores pueden destruir
la caracteristica de fase lineal.

Estos aspectos se consideran con mayor detalle en la
seccién 32.5.

Obsérvese que en todas las estructuras de filtros
mostradas, las unicas operaciones aritméticas que se
requieren son multiplicacién y adicién.
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Representacion numérica y efectos de cuantizacion
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32.3 REPRESENTACION NUMERICA
Y EFECTOS DE CUANTIZACION

Todas las seflales que pasan a través de filtros digitales
tienen la forma de muestras que se representan como
ndmeros binarios. Para la representacién digital de es-
tas muestras, y de valores intermedios contenidos en el
filtro, debe utilizarse necesariamente una longitud de
palabra finita. Las multiplicaciones y probablemente
las adiciones que se realizan durante el filtrado en ge-
neral producen resultados intermedios que son més
largos que la longitud de palabra disponibles, y por
tanto deben redondearse. De modo similar, los coe-
ficientes del filtro también se representan por medio de
ndmeros binarios de longitud finita. Debido a estas
limitaciones, los valores de muestra que se hacen pasar
por el filtro contienen pequefias inexactitudes que se
manifiestan como ruido, y los coeficientes del filtro (tal
y como estdn guardados en el filtro) diferirdn de los
valores de disefio. Los efectos de estos errores depen-
den en parte del sistema numérico que se utilice.

32.3.1 Errores de desbordamiento y redondeo

Las operaciones aritméticas con mimeros binarios de n
bits pueden tener resultados con més de » bits en dos
formas. Cuando se multipliquen mimeros, el producto
tendr4, en general, 2n bits de longitud. Si se suman
nimeros de n bits, la suma puede ser de n + 1 bits de
longitud. En un caso u otro, normalmente el resultado
debe acortarse a n bits una vez mds antes de que pueda
continuar el célculo. Acortar el nimero es desechar
informacién y agregar inexactitud al célculo.

Por ejemplo, considérese el filtro de un cero de la
figura 32-8, el cual utiliza nimeros binarios de 6 bits.
La muestra de entrada retrasada, x(n — 1), se multipli-
ca por el coeficiente a y se suma a la muestra que llega,
x(n). Supdngase que coeficiente y muestras tienen los
valores binarios que se muestran en la figura. Asi, mul-

tiplicando 0.101001 por 0.110111 se obtiene un produc-
to de 0.100011001111. Este producto se debe acortar a
6 bits para utilizarlo en el filtro; por tanto, existe un
error de redondeo resultante de —0.000000001111
(cerca del —0.65%). En forma anéloga, el valor acor-
tado, 0.100011, que se suma a 0.100110 (la muestra
que entra), da por resultado una suma de 1.001001.
Esto vuelve a exceder el limite de 6 bits y representa un
desbordamiento, que no se puede resolver simplemen-
te desechando el bit de orden inferior.

Truncado y redondeo. Si simplemente se descartan los
bits extra de un producto, se dice que el resultado se
trunca. Si el resultado se fija en el nimero de n bits
mas préximo al valor original, se dice que el resultado
se redondea. El truncado es mds simple en términos de
célculo, pero sus inconvenientes son que: la diferencia
de costo es trivial, los errores de truncado pueden te-
ner sesgo, no asf los de redondeo, y los errores intro-
ducidos por truncado tienden a ser mayores que los
que se introducen por redondeo. Aquf sélo se consi-
derarén los del segundo tipo.

El redondeo se efectiia de la manera siguiente: cuan-
do se descartan bits en exceso, se prueba el bit m4s
significativo de la parte que se desprecia. Si este bit es
un 1, se incrementa el resultado de » bits; si el bit es un
0, el resultado se deja como esta. Por ejemplo, la frac-
cién binaria 0.011001101011, redondeada a 6 bits, es
0.011010, puesto que la parte descartada, 101011, co-
mienza con un 1. Esta regla introduce un sesgo peque-
fio, ya que si el nimero se encuentra entre los dos
valores mds préximos, siempre se redondea al mayor
de ellos: 0.011000100000 se redondea a 0.011001, con
un error de 0.0000001. Estos valores suelen ser tan
poco frecuentes que el sesgo es insignificante.

Si la fraccion binaria se redondea a n bits, el error
resultante es a lo mds 2~ * 1); esto es:

—2‘("+1)Se$2—("+1)

(32-28)

x(n)om ., 2 Qe - - z]
h(0) A(D) A(2)
(a)
x(njom 2 —is -

ny(n)

Fig. 32-7. Estructuras de respuesta de pulso finita (FIR) de forma directa y fase lineal: a) orden par; b) orden impar.
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x(n) = 0.100110
=

oyin)

= 0.110111
x(n~1) = 0.101001

Fig. 32-8. Filtro de un solo cero, con datos y coeficientes
representados por fracciones de seis bits.

El efecto del error de redondeo se analiza en forma
estadistica. Se supone que todos los errores dentro de
este intervalo tienen la misma probabilidad de ocurrir;
por tanto, el error de redondeo es una variable alea-
toria con media cero y varianza o = 2-2%/12%,

Desbordamiento. Si la adicién de dos fracciones de n
bits produce una suma de 1 o mayor, ocurre desborda-
miento. En la aritmética de punto flotante, el resultado
se puede renormalizar con un desplazamiento a la de-
recha e incrementando el exponente. En el despla-
zamiento se pierde el LSB y se produce un error de
redondeo. En la aritmética de punto fijo, el desborda-
miento causa tres problemas:

1. El nimero se tiene que dividir entre 2 para re-
ducir su magnitud a menos de 1.

La pérdida del LSB genera error de redondeo.
Se necesita alguna normalizacion o escalacién
en cualquier parte del filtro para compensar el
hecho de que el nimero sea la mitad de su valor
verdadero.

2.
3.

Los efectos laterales de estos problemas son tan gra-
vosos, que la practica comin consiste en escalar de
antemano los niveles de sefial para evitar la posibilidad
del desbordamiento.

32.3.2 Errores de redondeo en filtros digitales

Aritmética de punto fijo. Si se evita el desbordamiento
de punto fijo mediante la escalacion de los niveles de
sefial, entonces sélo en la multiplicacién ocurren erro-
res de redondeo. En cada nueva multiplicacién el pro-
ducto es en general diferente y se introduce un error de
redondeo distinto. Por tanto, los errores aparecen
como una serie de variables aleatorias pequenas que se
agregan al sistema; el resultado final es un incremento
en el nivel de ruido en el sistema. Este “ruido de re-
dondeo” se puede reducir a cualquier nivel deseado
incrementando la longitud de palabra. El objetivo del
anélisis del ruido de redondeo consiste en determinar
la longitud de palabra més corta compatible con requi-
sitos de intervalo dindmico dados. En las referencias
bibliograficas 1 y 2 se presentan los detalles.

Estos analisis dependen del supuesto de que las
fuentes de ruido no se correlacionan entre si ni con la
sefial. Esto es cieto en esencia si la sefial misma es
ruido de banda ancha, pero no lo es si se trata de se-
fiales deterministicas simples, como constantes o si-
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nusoides. En estos casos es necesario respaldar el
anélisis por medio de una simulacién en computadora.
Por suerte, muchas seiiales comunes como el habla o la
musica pueden considerarse aproximadamente alea-
torias.

Debe tenerse presente que no se requiere exactitud
absoluta en estos andlisis. La meta del andlisis es de-
cidir una longitud de palabra; esta longitud debe ser un
nimero entero de bits; cada bit extra incrementa el
intervalo dindmico en un factor de 2; por tanto, a me-
nudo resultan adecuadas exactitudes del 50%.

Aritmética de punto flotante. El anilisis de errores de
la aritmética de punto flotante se complica por dos
consideraciones. Primero, la necesidad de normalizar
la operacién después de hacer adiciones significa que
pueden generarse errores de redondeo en la suma y
también en la multiplicacién. Segundo, la estructura
del nimero de punto flotante significa que un error de
redondeo no es una cantidad absoluta, sino el producto
del error en la fraccion y 2¢. Por ejemplo, si los nd- .
meros V; = 0.578125 x 21y V, = 0.578125 X 23 tienen
ambos un error de 1/128 = 0.0078125 en sus fracciones,
el error absoluto en V; es 0.0078125 x 2! = 0.015625,
mientras que el error en V, es 0.0078125 x 23
0.0625. El efecto de escalacién del exponente debe te-
nerse presente en cualquier andlisis de ruido de filtros
de punto flotante’®.

Como consejo préctico, el usuario debe resistir la
tentacién del andlisis excesivo. El célculo de punto flo-
tante es @ menudo una opcién en implementaciones de
software. Aqui, la eleccién de longitudes de palabra
suele restringirse a “precision sencilla” (p. ej., fraccio-
nes de 24 bits) y “doble precisién” (p. ej., fracciones de
56 bits). La utilidad del analisis para elegir entre alter-
nativas tan separadas entre sf es dudosa en el mejor de
los casos.

32.3.3 Ciclos y oscilaciones limite

Una consecuencia mds de la longitud de palabra finita
es la posibilidad de oscilacién en un filtro tedricamente
estable. Esto se ilustra mejor con un ejemplo. Sup6n-
gase que se implementa un filtro de un polo con la
funcién de transferencia:

y(n) = — 0.6y(n — 1) + x(n)

empleando fracciones de 4 bits para los datos. Si la
entrada es un pulso (ec. 32-3) escalado a una amplitud
de 0.5 en n = 0, entonces y toma los valores que se
muestran en la tabla 32-1. (Los valores se dan como
fracciones binarias de magnitud con signo para mostrar
los efectos del redondeo.) Después de que n = 35, el
filtro estd en un ciclo limite y las oscilaciones resultan-
tes de y se denominan oscilaciones de ciclo limite.

Las oscilaciones de ciclo limite han sido estudiadas
en relacién con sistemas de primer y segundo orden
por Jackson’. Para sistemas de primer orden de la
forma:

y(n) = x(n) — ay(n — 1) (32-29)
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Tabla 32-1. Oscilaciones de ciclo limite en el
filtro y(n) = —0.6y(n — 1) + x(n)
empleando muestras de 4 bits
y sin bits de guarda

n y(n) y(n) (redondeado)
0 0.10000000 0.1000
1 — 0.01001101 - 0.0101
2 0.00110000 0.0011
3 - 0.00011101 —- 0.0010
4 0.00010011 0.0001
5 - 0.00001001 — 0.0001
6 0.00001001 0.0001
7 — 0.00001001 - 0.0001
8 0.00001001 0.0001

con fracciones de n bits utilizadas con redondeo,
pueden ocurrir oscilaciones de ciclo limite para y en la
region (—k.k), donde k es la fraccién de b bits mds
grande que satisface: :

0.5x2°°

k<

(32-30)

Para |4| < 0.5 no pueden ocurrir oscilaciones.
Para sistemas de segundo orden de la forma:

y(n) = x(n) — py(n — 1) — qy(n — 2) (32-3])

una vez mas con fracciones de b bits utilizadas con
redondeo, pueden ocurrir oscilaciones de ciclo limite
en la regién (—k,k), donde k es la fraccidn de b bits
més grande que cumple:

0.5 x 2
1-lqi

De nuevo, las oscilaciones de ciclo limite pueden
evitarse haciendo |g] < 0.5.

Sin embargo, en la préctica los coeficientes son de-
terminados por requisitos de disefio y no se pueden
modificar con facilidad para evitar la oscilacién de ciclo
limite. En cambio se utilizan las ecuaciones 32-30 y
32-32 para establecer la maxima amplitud de estas os-
cilaciones y anexar los bits de guarda suficientes (es
decir, bits de orden extrabajo que se encuentran mas
alla del requisito de longitud de palabra de disefio), de
manera que las oscilaciones ocurran solamente en los
bits de guarda. Asi, si en el ejemplo anterior se utili-
zaran fracciones de 6 bits para las variables internas del
filtro, la oscilacién sélo afectaria el sexto bit y nunca
figuraria en la salida de 4 bits, como se muestra en la
tabla 32-2. Aqui, el filtro entra en un ciclo limite en
n =7, pero como s6lo es afectado el sexto bit, la salida
de 4 bits se redondea a 0.

Puede presentarse un problema de oscilacién di-
ferente debido a desbordamientos en la adicién. Se
supone que el filtro ha sido diseftado para evitar estos
desbordamientos; sin embargo, en la prictica cual-
quier sistema puede sobrecargarse en ocasiones. Si se
utiliza la aritmética del “complemento a dos”, el des-

k< (32-32)

|
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bordamiento de un niimero positivo puede “dar la
vuelta” para producir un valor negativo espurio, y de
modo similar para el desbordamiento de un nimero
negativo. Por-ejemplo, las fracciones binarias de 6 bits
0.111011 y 0.101110 suman 1.101001. La suma pasa de
1y la salida del bit de alto orden coloca el bit del signo
en 1, lo que indica un nimero negativo. (En el capitulo
55 de este libro se cubre con mayor detalle la adicién
binaria.) Por tanto, esta caracteristica de transferencia
de un sumador se ve como en la figura 32-9a. Estos
cambios inesperados de signo pueden provocar inesta-
bilidad y oscilaciones de gran amplitud. La solucién
consiste en utilizar un sumador de saturacién. En un
sumador de saturacién, un desbordamiento en una di-
reccién u otra da por resultado un valor de salida igual
a la magnitud més grande posible, como se muestra en
la figura 32-9b.

32.3.4 Efectos de cuantizacion de coeficientes

Los valores de los coeficientes de los filtros, al igual
que las muestras de seiiales, se representan por medio
de niimeros de precision finita, por lo que también
tienen errores de cuantizacién!-?. Estos errores pro-
ducen errores en las posiciones de los polos y ceros de
los filtros, y éstos no tienen exactamente el funciona-
miento previsto. El grado de desplazamiento de los
polos y ceros respecto a sus valores de disefio depende
de la longitud de palabra usada para los coeficientes y
la estructura del filtro. Aqui se analizaré la cuantiza-
cién de coeficientes en filtros de segundo orden y se
demostrara que en este caso tiene el efecto de limitar la
eleccién de ubicaciones de polos y ceros.

Filtros IIR. En la figura 32-10 se presenta una concep-
cién de forma directa de un par de polos complejos.
Los polos de esta estructura estdn dados por las raices
del polinomio denominador. Este polinomio puede ex-
presarse nuevamente en términos de las coordenadas
polares de las raices:

1+ 2pcos 6z + p?z—2 (32-33)
Tabla 32-2. Oscilaciones de ciclo limite en el filtro

y(#) = —0.6y(n — 1) + x(n) con dos

bits de guarda

y(n)

n Producto 6 bits Salida

0 0.100000000 0.100000 0.1000
1 —0.010011010 - 0.010011 - 0.0101
2 0.001011011 0.001011 0.0011
3 - 0.000110100 - 0.000111 - 0.0010
4 0.000100010 0.000100 0.0001
5 —0.000010011 - 0.000010 — 0.0001
6 0.000001010 0.000001 0.0000
7 - 0.000000100 - 0.000001 - 0.0000
8 0.000000100 0.000001 0.0000
9 — 0.000000100  — 0.000001 —-0.0000
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Fig. 32-9. Caracteristica de transferencia de ¢) sumador binario de
complemento a dos ordinario y b) sumador de saturacién.

Si los coeficientes se representan, por ejemplo, por
medio de nimeros de complemento a dos de 4 bits,

Si los coeficientes se representan, por ejémplo, por
medio de nimeros de complemento a dos de 4 bits,
entonces p s6lo puede tomar siete valores, que van de
Vv 0.001,a V 0.111,. Con la misma cuantizacién, p cos 8
puede tomar s6lo 15 valores, de —0.111; a +0.111,.

Por tanto, con esta cuantizacién las tinicas ubicacio-
nes de raices posibles se encuentran en las intersec-
ciones entre una familia de 7 circulos con una familia
de 15 rectas. Estas intersecciones se ilustran para el
primer cuadrante del circulo unitario en la figura
32-11. Esta cuantizacién pone de relieve dos carac-
teristicas importantes:

1. El espaciamiento de los circulos no es uniforme
(estdn més prdéximos entre si a medida que se
aproximan al circulo unitario). Esto quiere decir
que la densidad de posibles ubicaciones de los
polos aumenta a medida que se acercan al circu-
lo unitario, lo cual es deseable.

2. Existen relativamente pocas intersecciones en la
regién importante de baja frecuencia en la ve-
cindad de (1 + j0).

—0 y(n)

x(n) Om

p cos 8

P2

Fig. 32-10. Ejecucién de forma directa de un par tnico
de polos complejos. Los coeficientes estin en términos de
coordenadas polares de los polos.

Una forma alternativa de ejecutar polos de segundo
orden, debida a Gold y Rader*, permite una eleccién
diferente de ubicaciones de los polos. En esta estructu-
ra se emplean secciones de primer orden interacopla-
das (fig. 32-12). Su funcién de transferencia es:

pz~! (sen 6 + sen 26)

@) = 1+ 2pcos 8771 + p?z72

(32-34)

Esta tiene los mismos polos que la estructura de la
figura 32-10. Sin embargo, aqui los coeficientes del fil-
tro son p cos 8y p sen 6, las coordenadas real ¢ imagi-
naria de la posicién de los polos; por tanto, el conjunto
resultante de posibles ubicaciones de los polos es la
reticula uniforme que se muestra en la figura 32-13.
Obsérvese que esta reticula es mas densa (es decir, las
posibles ubicaciones de los polos estdn mds proximas
entre si) en la vecindad de (1 + j0) de lo que estdn en la
figura 32-11 y menos densa en la vecindad de (0 + j1).
El disefiador debe elegir la estructura que proporcione
la mayor densidad en la regién de interés.

Esta seleccién limitada de ubicaciones de polos es
mas seria en los filtros de banda estrecha de alto orden
en los que se tienen que colocar muchos polos en una
pequeiia regién muy préxima al circulo unitario; en
este caso, incluso los errores de posicién pequefios
pueden degradar gravemente el funcionamiento, y es
posible que se requieran palabras muy largas sin im-
portar la configuracién que se utilice.

En filtros de forma directa de orden superior, el
andlisis es en extremo complicado y no es viable sumar
en términos de posibles posiciones de los polos, debido
a que existe interaccién entre éstos. Especificamente,
Kaiser® ha demostrado que el desplazamiento de los
polos desde su valor deseado es méximo cuando gran-
des numeros de polos estdn proximos entre si. Esta
situacién puede ocurrir con gran facilidad en filtros de
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banda estrecha de alto orden. Por este motivo, la es-
tructura de forma directa no suele recomendarse para
6rdenes de filtros mayores que dos. Como en las es-
tructuras de segundo orden no se encuentran interac-
ciones de polos, tampoco ocurren en estructuras en
cascada o en paralelo.

Filtros FIR. La mayor parte del andlisis subsiguiente se
aplica a los filtros FIR. Sélo se analiza el aspecto de
fase lineal. La cuantizacién de un conjunto de coe-
ficientes simétricos no destruye su simetria; por tanto,
los errores de cuantizacién en la forma directa no des-
truyen la linealidad de fase. Desplazan los ceros de sus
valores de disefio, y en filtros de alto orden pueden
desplazar ceros del circulo unitario fuera de éste.

Si se utiliza una concepcién en cascada, las ejecucio-
nes cuadréticas de los ceros de un circulo unitario
siempre permanecen en dicho circulo. Ello se debe a
que estos ceros se producen a partir de un factor (z 72+
az~! + 1), y un coeficiente de 1 no tiene error de
cuantizacién. Sin embargo, en filtros de fase lineal los
ceros que salen del circulo unitario se presentan en
grupos de cuatro, con coordenadas polares (p, £ ),
(1/ p, £ 6) (fig. 32-14). Si estos pares se materializan
con secciones cuadriticas, la eleccién limitada de
ubicaciones de raices, para una (p, £ 6) dada, suele
evitar la colocacién de un par correspondiente exac-
tamente en los puntos reciprocos (1 / p, £ 8). Por
tanto, si la linealidad de fase es un requisito critico,
suele ser mejor implementar términos de cuarto orden
en forma directa.

32.4 TECNICAS DE DISENO DE FILTROS DE
RESPUESTA DE PULSO INFINITA (IIR)

Los disefios de filtros digitales generalmente se agru-
pan en dos categorfas. Existen los que se hacen a
mano, con sélo la ayuda de una calculadora de bolsillo,
y los que requieren una computadora. La primera ca-
tegoria es mds simple; las ecuaciones de disefio son
breves y directas. También es la mds antigua y tiende
(con algunas excepciones) a generar un producto de
inferior calidad. Los disefios auxiliados por compu-
tadora son dificiles de describir de manera concisa y,
en términos generales, para ello es necesario hacer re-
ferencia a los programas que se utilizan, que son de-
masiado extensos para presentarlos en su totalidad
aqui. Por tanto, los diseitos que se pueden realizar a
mano se describen aqui mds ampliamente que los auxi-
liados por computadora, ya que cualquier descripcién
de los dltimos termina con una referencia al programa
que se utiliza.

Existen dos métodos generales para disefar filtros
digitales IIR. El primero consiste en comenzar con un
filtro analdgico conocido que cumpla los requisitos de
disefio y determinar un filtro digital correspondiente.
El segundo consiste en aproximarse al funcionamiento
del filtro deseado directamente en el dominio digital o,
de manera equivalente, en el dominio de la transfor-
mada z. Estos métodos de aproximacién requieren la
solucién de conjuntos de ecuaciones no lineales y son
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Fig. 32-11. Primer cuadrante del circulo unitario, que
muestra posibles ubicaciones de los polos mediante la
estructura de la figura 32-10 con cuantizacién de tres bits.

rcos 8
rsen @ /(\
o 0
2=1
-1
2-1
rsen @
r.cos @

Fig. 32-12. Ejecucién alternada de un par tnico de
polos complejos en base a secciones de primer orden
interacopladas.

IMAGINARIO

Fig. 32-13. Primer cuadrante del circulo unitario, que ilustra
posibles ubicaciones de polos mediante la estructura de la
figura 32-12 con cuantizacién de 3 bits.
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Fig. 32-14. Ubicaciones de ceros en filtros de respuesta de
pulso finita (FIR) de fase lineal.

los que mejor se adaptan para el disefio auxiliado por
computadora. Se comienza analizando los métodos
con los que se da inicio a un disefio analégico equi-
valente.

32.4.1 Invariancia a los pulsos

Dado que un sistema lineal es especificado comple-
tamente por su respuesta de pulso, una posible estra-
tegia de disefio consiste en deducir un filtro digital cuya
respuesta de pulso sea una versién muestreada de
la respuesta de pulso de un filtro analdgico dado!-*. Es
decir, si g() es la respuesta de pulso analdgica y i(n) es
la respuesta de pulso digital, entonces:

h(n) = g(nT)

donde T es el intervalo de muestreo.

No obstante, como en una operacién de muestreo
cualquiera, se debe considerar en forma muy cuida-
dosa la relacién entre frecuencia de muestreo y ancho
de banda. La operaci6én de muestreo g(f) se puede con-
siderar una multiplicacién por un tren de pulsos con
espaciamiento T = l/f;. Sin embargo, en base a la
teoria elemental de la transformada de Fourier, esta
operacién convoluciona la respuesta de frecuencia
G(f) con otro tren de pulsos con espaciamiento f; =
1/T9. El resultado es una reproduccién de G(f) en in-

(32-35)

tervalos de f;, como se observa en la figura 32-15. A
menos que G(f) sea limitado en banda en forma
adecuada, estas reproducciones producirdn aliasing.
(La respuesta de pulso se submuestrea.) Por tanto, la
utilidad de este método de disefio se limita a filtros
cuya respuesta de frecuencia tenga un descenso brusco
hasta quedar muy por abajo de f;/2. Su principal atrac-
tivo es su sencillez intuitiva y de cdlculo.

El procedimiento del disefio invariante a los pulsos
€s como sigue:

1. Se comienza con la funcién de transferencia del
filtro analégico correspondiente, G(s).

. Se determina el desarrollo en fracciones par-

ciales de G(s) = Z,G,(s).

Para cada término Gi(s), se obtiene el Hi(z) co-

rrespondiente.

. Se utiliza un filtro en paralelo constituido por
bloques cuadraticos que correspondan a Hy(z).

0w

32.4.2 Transformacion lineal

En el dominio de la transformada z, el circulo unitario
corresponde al eje jow en el dominio de la transformada
de Laplace. La deduccién de un filtro digital a partir de
un filtro analégico equivalente puede equipararse a la
bisqueda de un mapeo de un dominio al otro que “en-
rolle” al eje jw en torno al circulo unitario. De hecho, la
invariancia a los pulsos hace esto, con la salvedad de
que un solo tramo del eje jw, de —afs a af;, da una
vuelta completa en torno al circulo unitario. En esta
interpretacion, el problema del aliasing se presenta de-
bido a que todos los tramos adicionales del eje jw, de
(2n — Dafsa@n+ Vaf,n=...,-2,-1,0,1,2,.. .,
también vuelven al circulo unitario. Lo que se necesita
es una funcién que mapearé todo el eje jw en el circulo
unitario s6lo una vez. La funcién que hace esto es la
transformacién bilineal:

1=zt
s = 2fs _i_"r:?l- (32'36)

Si esta funcién sustituye a s en G(s), el resultado es
una funcién que, cuando se evalia en torno al circulo
unitario, asume los valores que toma G(s) cuando se
evalia sobre el eje jo.

La transformacién de la ecuacién 32-36 mapea un
intervalo infinito de frecuencias en el circulo unitario
finito. Naturalmente, este mapeo distorsiona la escala
de frecuencia. Lldmese w, a la frecuencia en radianes
del dominio de la transformada z y a w, a la frecuencia

N
<

\/

A\

t
-4 --

\/

i
1
fs 2f

Fig. 32-15. Repeticiones de la respuesta de pulso a intervalos
de f; como resultado del muestreo.
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en radianes correspondiente del dominio analégico.
En el dominio de la transformada z, w, corresponde a
la distancia angular en torno al circulo unitario. La
distancia angular es w,7 radianes, donde T es el perio-
do de muestreo. Evaluando la ecuacion 32-36 sobre el
circulo unitario, z = e/®4T:

w, =2/ T tan (T /2) (32:37)

La consecuencia préctica de esto es que, cuando se
deduce un filtro digital a partir de un disefio analdgico
empleando la transformacién bilineal, hay que predis-
torsionar las frecuencias de interés en el dominio
anal6gico de manera que, después de que se hayan
transformado, lleguen a los sitios correctos en el do-
minio de la transformada z.

Esto se ilustra en la figura 32-16. La frecuencia del
dominio digital se grafica en el eje horizontal y la fre-
cuencia del dominio analdgico en el eje vertical. La
curva continua es una gréfica de la ecuacién 32-37.
Debajo del eje del dominio digital se presenta una res-
puesta de frecuencia hipotética, y la predistorsién ne-
cesaria en el dominio del tiempo se aprecia a la izquier-
da del eje del dominio analdgico.

El procedimiento para disefiar un filtro IIR em-
pleando la transformacién bilineal es como sigue:

1. Se predistorsionan todas las frecuencias criticas
empleando la ecuacién 32-37.

2. Se diseia (o se busca en una tabla) la funcién de
transferencia del filtro analégico G(s), emplean-
do las frecuencias predistorsionadas.

3. Se encuentra la funcién de transferencia del fil-
tro digital correspondiente H(z) sustituyendo la
ecuacién 32-37 en G(s).

4. Se deduce la seccion digital apropiada, ya sea
por factorizacién o por desarrollo en fracciones
parciales de H(z).

Ejemplo. Empleando f; = 10 kHz, disefiar un filtro
Butterworth de dos polos con frecuencia de esquina de
1 kHz.

1. Predistorsion de la frecuencia: T = 0.0001 s, w,=
6283.2 rad/s. Por tanto, w, = 2 X 10* tan
(6283.2 x 107%2) = 6498.4 rad/s(1034.25 Hz).

2. Disefio analégico: un filtro Butterworth pasaba-
jas de dos polos con w, = 6498.4 tiene la funcién
de transferencia:

4.2229 x 107
$2 +9.19011 X 103 + 4.2229 x 107

G(s) =

3. Transformacion bilineal:

> &
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Fig. 32-16. Mapeo de frecuencias entre los dominios

analégico (eje vertical) y digital (eje horizontal). Se

muestran una posible respuesta de frecuencia y su
equivalente analdgico predistorsionado.

4. Implementacién: como los polinomios son cua-
dréticos, cualquier implementacién se reduce a
una forma directa de orden 2 unica (fig. 32-17).

En este ejemplo, G(s) tiene dos polos complejos en .
s = 4595.05 + j4595.05 y un cero con multiplicidad
dos en s = ». En el filtro digital, los polos estdn en
z = 0.57149 + j0.29360 y los ceros en z = —1. La
respuesta de frecuencia de este filtro se presenta en la
figura 32-18.

Debido a que distorsiona la escala de frecuencia, la
transformacion bilineal se adapta mejor a filtros cuyas
respuestas de frecuencia son esencialmente constantes
por tramos, a diferencia de lo que ocurre con los filtros
cuya respuesta debe ser alguna funcién lineal de la fre-
cuencia (p. €j., diferenciadores).

4.2229 x 107

H(z) =

1+

1“2_1 2 1-7z2 ,
4><108( — | + 1.83802 x 108 {=——| + 4.2229 X 10
z 1+z2

1+2z71+ 772

= 0.067455

1 — 1.14298z71 + 0.4128027~2
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0.06746

0y

0.4128

Fig. 32-17. Ejecuci6n de un filtro Butterworth de dos polos
por medio de la transformacién bilineal.

32.4.3 Técnicas de diseiio directo

En seguida se exponen tres técnicas para el disefio
de filtros IIR directamente a partir de una respuesta de
frecuencia especificada. Estos procedimientos de di-
sefio son muy laboriosos desde el punto de vista del
célculo y, por lo general, no son practicos sin la ayuda
de una computadora.

Minimizacion del error cuadritico medio (MSE, de
mean squared error). En la primera técnica, creada por
Steiglitz!, la ganancia del filtro se especifica en M fre-
cuencias discretas, {z;}, y se determinan los coeficien-
tes que minimizan los errores en estos puntos. Para
tener minima sensibilidad a los coeficientes y ducti-
lidad analitica, supdngase una estructura en cascada de
N secciones:

Y(z) = AH(z) (32-38)

A es una constante de ganancia donde H es un pro-
ducto de formas bicuadraticas dado por:

N -1 + -2
Hi) = 11 1+ arz biz

w1l + az”l + dz™? (32-39)

Sea Y 71la magnitud especificada de la respuesta de
frecuencia en una frecuenza z; y sea Y(z;) la aproxima-
cién del filtro digital. Por tanto, el MSE se define
como:

0@ = ¥ lvwl- v @240

donde 6 es el vector de pardmetros desconocidos:
8= {al, bl, Cy, dl, e, 4N, bN, CN, dN,A } (32-41)

y la suma se toma sobre los M puntos en los cuales se
especificd Y.

Para encontrar este minimo es necesario resolver un
conjunto de ecuaciones no lineales simuitdneas. Steig-
litz utiliza el algoritmo de Fletcher-Powell, que se
puede hallar en el paquete de subrutinas cientificas de
IBM!!. Este programa requiere una subrutina suminis-
trada por el usuario que calcule Q y las derivadas par-
ciales de Q con respecto a los pardmetros grad Q.

La subrutina para obtener Q y grad Q tiene como
entradas las frecuencias de interés {z;}, las respuestas
especificadas en estas frecuencias, y el valor actual de
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un vector ¢. El vector ¢ comprende todos los pardme-
tros de 8 salvo la ganancia, que es determinada por la
subrutina. Esta ganancia 6ptima se expresa como A*, y
Steiglitz utiliza Q(qg) para representar Q en relacion
con esta ganancia: Q(6) = Q(A*, ¢). A se maneja por
separado porque su nivel éptimo puede calcularse en
forma directa. El manejo por separado reduce el ni-
mero de pardmetros por optimizar con la rutina de
Fletcher-Powell, y por tanto acelera su ejecucién.

La subrutina comprende las siguientes etapas. (Para
més detalles véanse Steiglitz!' y en Peled y Liu2.)

1. Calcular Ia funci6n de transferencia, exclusiva
de la ganancia, para todas las frecuencias que se
especifican.

2. Determinar A* mediante el uso de este valor de
H,‘ eY ',1

3. Calcular los errores individuales, E;, y el
MSE, Q.

4. Determinar el gradiente.

En general, se requieren muchas iteraciones para
llegar a un valor de ¢ satisfactorio. Ademds, la solucién
puede tener polos exteriores al circulo unitario. Por
tanto, el programa se corre en dos etapas. Se hace una
suposicién inicial razonable como punto de partida;
después de la convergencia, se examinan las ubicacio-
nes de los polos. Cualesquiera polos que se hallen
fuera del circulo unitario [p. e€j., en las coordenadas
polares (p, )] se sustituyen por un polo correspon-
diénte en el interior, es decir, en (1/p, 6). Después se
corre por segunda vez el programa utilizando estas
ubicaciones corregidas como intento inicial.

Minimizaciéon de otras funciones error. El procedi-
miento anterior puede refinarse empleando una fun-
cién error mas complicada. Deczky!? emplea una suma
ponderada de potencias superiores de los errores in-
dividuales:

E=7Y aflY(z)| - V> (32-42)

donde p es alglin nimero mayor de 1. El uso de un
exponente mayor hace que el error resultante tienda a
una solucién equiondulante. Esta versién da por resul-
tado un conjunto de ecuaciones no lineales, como an-
tes, que se resuelven de la misma manera. El método
de Deczky también puede emplearse para obtener un
retardo de grupo especificado.

Programacion lineal. La programacién lineal es una
técnica para obtener valores {x, x2, . . . , x, } que
maximicen la combinacién lineal:

n
R=) cpx; (32-43)
i=1
sujeta a las restricciones lineales:

Yap b i=12,,m  (32-44)
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Fig. 32-18. Respuesta de frecuencia del filtro de la figura 32-17.

Thajchayapong y Rayner!? han aplicado esta técnica
al disefio de filtros digitales. El valor absoluto al cua-
drado de la funcién de transferencia | H(z)|?, evaluada
en el circulo unitario, puede expresarse como:

|H(e/®)|? = P(o, ky) | Q(w, ) (32-45)
donde:
M
P(w,ky) = ZOKpcos(pr) (32-46)
o=
N
Qw,ly) =1+ 2 lcos(qoT) (32-47)
g=1

Estas expresiones son lineales en &, y /.

La ganancia del filtro se especifica por medio de li-
mites superior e inferior U *(w) y L(w), y su diferencia
es E%(w) (fig. 32-19). Las restricciones se basan en el
requisito de que P/Q esté entre estos limites. La fun-
cién R se elige de tal forma que su maximizacién fuerce
la respuesta real hacia U?(w) en la banda de paso y
hacia L*(w) en la banda de bloqueo o detencion.

| H(elw) | 2

Estas restricciones se evalian en cada frecuencia de
interés y la funcién R se maximiza empleando la técni-
ca sfmplex. Si la R resultante es negativa, entonces el
orden del filtro debe incrementarse o bien deben re-
lajarse las especificaciones de errores.

Después de que se ha obtenido el nivel 6ptimo, el
disefio especificado se da en términos de cos (nwT).
El disefio se completa sustituyendo cos(nwT) por 0.5
(z* + z7™). Los polinomios resultantes en z se refieren
a |H(z)|? y tendrén raices fuera y dentro del circulo
unitario; al pasar de |H(z)|? a H(z) se descartan las
raices que estdn fuera por razones de estabilidad y fase
minima. Rabiner'* y otros han generalizado este mé-
todo.

32.5 TECNICAS DE DISENO DE FILTROS
DE RESPUESTA DE PULSO FINITA
(FIR)

Uno de los atractivos de los filtros FIR es que resulta
facil hacer que tengan una respuesta de fase lineal. En
muchas aplicaciones, la fase lineal es una necesidad;
por tanto, casi todas las técnicas de disefio FIR se han
creado pensando en los filtros de fase lineal.

Fig. 32-19. Definicion de limites de ganancia para el disefio de filtros mediante
programacion lineal.
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Fig. 32-20. a) Caracteristica de un filtro pasabajas ideal con corte en w.. b) Respuesta de pulso
correspondiente a un filtro pasabajas ideal.

32.5.1 Técnicas de la transformada de Fourier:
aplicacion de ventanas

Un punto de partida natural del disefio de filtros FIR
es la respuesta de frecuencia especificada, aprovechan-
do la relacién que existe entre esta respuesta y la res-
puesta de pulso del filtro.

Si un filtro digital tiene respuesta de pulso A(n), en-
tonces su respuesta de frecuencia H(e/®) estd dada por
la ecuacién 32-11. Si w se escala a la frecuencia de
muestreo, entonces H(e/®) es peri6dica con periodo 27
y h(n) puede obtenerse a partir de la ecuacién 32-12.

Considérese el caso de un filtro pasabajas ideal, co-
mo se muestra en la figura 32-20a. Esta respuesta es:

. 1 |of < o
H(elw) = .
0 en caso contrario  (32-48)
donde @, es la frecuencia de corte normalizada 27 f./f;.
Aplicando la ecuacién 32-12 se obtiene:

We

elonggy =52 (35 49
a)t‘
cuyo aspecto general es similar al de la figura 32-20b.
Esta solucion no estd aun lista para utilizarse, puesto
que la respuesta de pulso no es finita y, ademads, el
sistema no es causal (porque la respuesta de pulso es
diferente de cero en un tiempo negativo). Sin embar-
g0, se puede obtener una aproximacion causal finita
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haciendo pasar por una ventana la respuesta de pulsos;
es decir, truncandola para |n| mayor que algin tiem-
po de corte ¢, y desplazando la respuesta en el tiempo
hasta que el sistema sea causal. Estos dos pasos se
ilustran en las figuras 32-21a y 32-21b.

El hacer pasar por una ventana la respuesta de pulso
provoca una desviacion respecto a la respuesta de fre-
cuencia especificada, como se muestra en la figura
32-21c:

1. Larespuesta de la banda de paso ya no es plana,
sino que presenta oscilaciones que aumentan de
manera uniforme en amplitud hasta llegar a la
frecuencia de corte.

2. La respuesta de la banda de bloqueo ya no es
cero.

3. La transicidn entre la banda de paso y la banda
de bloqueo ya no es abrupta.

Para minimizar las oscilaciones mencionadas, la res-
puesta de pulso infinita original se multiplica por una
funcién ventana que no sea un pulso rectangular puro.
No existe una funcién ventana finita cuya transforma-
da no tenga I6bulos laterales, pero se pueden encon-
trar funciones cuyas transformadas tengan l6bulos la-
terales muy pequefios.

En el caso de utilizarse una de estas funciones venta-
na, las oscilaciones en la respuesta de frecuencia se
reducen en forma correspondiente.

Se han explorado muchas funciones ventanal>. Al-
gunas de las mejor conocidas se enumeran en la tabla
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Fig. 32-21. a) Versi6n truncada de la respuesta de pulso de la figura 32-20b. b) Respuesta truncada
desplazada para hacer causal el sistema. ¢) Respuesta de frecuencia del filtro, resultante del truncado de
la respuesta de pulso.

32-3 y se presentan en la figura 32-22, junto con sus
transformadas. En todas estas funciones ventana, los
18bulos laterales son mucho menores que aquellos que
resultan de la ventana rectangular, y todos los 16bulos
principales son mds amplios que los resultantes de la
ventana rectangular.

Estas aseveraciones son vélidas para todas las venta-
nas; la bisqueda de la funcién ventana ideal es una
busqueda de la mejor solucién intermedia entre la am-
plitud de los I6bulos laterales y el ancho de los lébulos
principales.

Sin embargo, ningin filtro FIR disefiado por trans-
formacién de Fourier y aplicacién de ventanas es op-
timo. El atractivo de la técnica reside totalmente en su
sencillez y economia.

El disefio con la transformada de Fourier de filtros
FIR puede resumirse en las especificaciones que siguen
a continuacion:

Se establece la ecuacion de la respuesta de fre-
cuencia deseada.

Se determina la respuesta de pulso por medio de
la ecuacién 32-49.

1.
2.
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3. Se elige una funcién ventana y un ancho de ven-
tana para satisfacer las especificaciones de os-
cilacién y amplitud de transicién que se re-
quieren. Se asigna la ventana de acuerdo con la
respuesta de impulso.

4. Se desplaza la respuesta de pulso para hacerla
causal.
Tabla 32-3. Funciones ventana comunes
Nombre Descripcion®
Rectangular w(k) =1
Fejér-Bartlett ~ w(k) = 1 — |2k/N|

Hanning w(k) = (1 + cosmk/N)/2

Hamming w(k) = 0.54 + 0.46 cosk/N
V1 = (k/INR

Kaiser w(k) = L[N6,V 1 — (k/N)]

L[N6,]

7 Para todas las ventanas, w(k) = 0 para |k| > N.
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Fig. 32-22. Funciones ventana comunes y sus transformadas: a) rectangular; b) triangular (Fejér-Bartlett);

(d)
¢) Hanning; d) Hamming.
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fe)

Fig. 32-22 (cont.). Funciones ventana comunes y sus transformadas: e) Kaiser.

32.5.2 Diseiio de muestreo en frecuencia
La funcién de transferencia de un filtro digital puede

obtenerse a partir de su respuesta de pulso empleando
la relacién (ec. 32-13a):

N-1
H(z) = éo h(n)z ™" (32-50)

La respuesta de pulso puede determinarse a partir
de la respuesta de frecuencia por medio de la DFT
inversa (ec. 32-13b):

N=1
h(n) = L Y. H(k)Wnk (32-51)
N (o
Combinando estas dos relaciones:

1 N-1 N~1
Hiz) = ano " kgo H(Wrk  (32-52)

que puede volver a expresarse como:

NZ_I H(k)
k=01 — z71WFK

H(z) = — 7 (32-53)

Esta forma puede ser implementada por la estructu-
ra en paralelo de la figura 32-23. Los multiplicadores
H(k) son muestras equiespaciadas de la respuesta de
frecuencia deseada. El procedimiento de disefio de es-
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te filtro consiste en sustituir muestras de la respuesta
de frecuencia deseada en la ecuacién 32-53.

Como es usual, este disefio requiere algin trabajo
extra para hacerlo practico; se puede citar:

1. El denominador (1 — z~!W*) coloca un polo en
el circulo unitario y lleva a un sistema marginal-
mente estable. En la practica, los polos se colocan
justo dentro del circulo haciendo que el deno-
minador sea (1—az~! W¥), donde a es una cons-
tante liglgramente menor que la unidad (p. ej.,
1 — 2712,

Las muestras H(k) son nimeros complejos. En la
préctica, los términos H(k) conjugados se combi-
nan para producir multiplicadores reales, con al-
glin incremento en la complejidad.

Para tener la exactitud adecuada se requieren
muchas muestras muy préximas entre sf y, por
tanto, un nimero grande de ramas en paralelo.
Sin embargo, el disefio es atractivo para filtros de
banda estrecha en los cuales sélo algunas mues-
tras son diferentes de cero, ya que se pueden omi-
tir las ramas que tienen multiplicadores cero.
La respuesta ondulante de este filtro es deficien-
te, pero mejora en grado considerable dejando
una o mds muestras de las bandas de transicién
sin restriccién y colocdndolas de modo que se op-
timice dicha respuesta. Esto se realiza mejor con
la ayuda de una computadora, mediante un pro-
grama de bdsqueda del gradiente!.

.
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Fig. 32-23. Estructura de un filtro bésico con muestreo en
frecuencia.

32.5.3 Diseiio optimo de filtros

El concepto de disefio por ajuste de la respuesta de
frecuencia a un conjunto de puntos predeterminado va
a la zaga del moderno diseflo optimo de filtros auxilia-
do por computadora. Este disefio produce un desem-
pefio equiondulante tanto en las bandas de paso como
en las de bloqueo. Es un proceso iterativo en el que
cada iteracién produce una aproximacion al filtro de-
seado. El desempeiio ondulante de la aproximacion se
compara entonces con la especificacién y, como resul-
tado, se produce una nueva aproximacion.

Los procedimientos modernos de disefio 6ptimo to-
man la forma de programas de computadora. Aqui se
describird la base general de su operacién, y se referird
al lector a listados publicados. Estos programas tam-
bién se pueden utilizar en linea mediante servicios de
tiempo compartido.

Para simplificar, supdngase que la respuesta de fre-
cuencia H(e/*) es real pura y 1a respuesta de pulso i(n)
es simétrica alrededor de n = 0. (Este filtro no causal
se hace facilmente causal por medio de un simple des-
plazamiento cuando ha concluido el disefio.) Después
h(n) se define sobre una regién —M < n <M, y H(e/®)
se puede describir en términos de funciones coseno:

H(e/®) = h(0) i 2h(n)cos(nw)

n=

(32-54)

Sea el filtro equiondulante deseado como el de la
figura 32-24. 6, es la tolerancia de la banda de paso, &;
la tolerancia de la banda de bloqueo, w, el final de la
banda de paso y w; el inicio de la banda de bloqueo.

El procedimiento de disefio optimo puede visua-
lizarse ahora como el problema de determinar un con-
junto de multiplicadores de cos(nw) que ajuste la suma

H{e/v)
1+ 6,
1 - 5,4
857

Fig. 32-24. Especificaciones de disefio 6ptimo de filtros de respuesta de pulso
finita (FIR): 6; = ondulacién de la banda de paso; 6, = ondulaci6n de la banda de
bloqueo; w, = final de la banda de paso; w; = inicio de la banda de bloqueo.
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1+ 8,7
1 - 81—
O 7\
w
[ I SN

T

Fig. 32-25. Ubicaciones supuestas de errores maximos de
respuesta de frecuencia en la primera y segunda iteraciones
del disefio 6ptimo de filtros.

de la ecuacién 32-54 a las tolerancias de la figura 32-24.
Son soluciones a este problema las de Herrmann!’,
Herrmann y Schuessler'®, Hofstetter y colaborado-
res!%2! Parks y McClellan???* y Rabiner?*2%, En todas
estas soluciones se emplea el mismo método bésico.

Se supone que los puntos de error maximo estdn
equiespaciados en frecuencia, como se muestra en la
figura 32-25. Entonces se calcula una respuesta de fre-
cuencia que pase por estos puntos, como lo ilustra la
curva de la figura 32-25.

En general, los errores maximos reales no ocurren
en los puntos esperados. Sin embargo, el procedimien-
to 6ptimo es iterativo, y en cada nueva iteracién las
posiciones que se hallaron en la anterior se toman co-
mo las posiciones de error mdximo. Asi, por ejemplo,
en el paso 1 los extremos reales se encontraron en las
ubicaciones que indican las flechas; de este modo en el
paso 2 los puntos de error méximo se desplazan hacia
las flechas, como lo indican los circulos vacios de la
figura. Después, en el paso 2 se calcula una nueva res-
puesta de frecuencia que pase por los circulos vacios.
Luego se determinan los errores méximos reales de
esta nueva respuesta y se ejecuta una nueva iteracién.
El proceso se repite hasta que no haya desplazamiento
entre los errores esperados y los reales. A partir de la
curva de respuesta final se obtienen los muitiplicadores
de la ecuacién 32-54; éstos dan la respuesta de pulso
requerida.

En las referencias bibliograficas 22, 23 y 26 se inclu-
yen copias de un programa de computadora escrito por
Parks y MacClellan.
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Ingenieria de sistemas

33.1 DEFINICION DE SISTEMA

Definir el término “sistema” no es una tarea simple,
porque esa palabra ha invadido la sociedad tecnoldgica
actual y se emplea en muchas 4areas diferentes con mu-
chos significados distintos. En la péagina 2 562 del
Webster’s New International Dictionary (2.* ed. no
abreviada) se hallan 15 definiciones de la palabra “sis-
tema”. Sin considerar los sistemas legales, el sistema
decimal de Dewey, el sistema de trenes AMTRACK y
los sistemas orgdnicos de los seres vivos, queda un gran
conjunto de definiciones de sistema que tienen una
aplicacién directa en la ingenieria. Tres de las més per-
tinentes son:

Agregado o montaje de objetos unidos por alguna
forma de interaccion o interdependencia regular; gru-
po de unidades diversas combinadas por la natura-
leza o por el hombre para formar un todo, y para
funcionar, operar o moverse al unisono y, con fre-
cuencia, obedeciendo a alguna forma de control...

Conjunto de ideas organizadas o dispuestas en for-
ma metddica; presentacion completa de principios o
hechos esenciales, dispuestos en una dependencia
0 conexion racional...

Esquema o método formales que rigen la organi-
zacion, disposicién, etcétera, de objetos o material, o
un modo de procedimiento; plan definido o estable-
cido de ordenamiento, operacion o procedimiento...

En sentido general éstas son unas definiciones vé-
lidas, pero carecen de ciertas especificaciones que
suelen aplicarse a todos los sistemas de ingenieria,
cientificos o técnicos. Algunas de estas especificacio-
nes importantes son:

1. Unsistema debe poder describirse, de lo contra-
rio no es un sistema (cuando menos en sentido
ingenieril, cientifico o técnico). La descripcién
suele contener aproximaciones con datos pro-
babilisticos o estocasticos, de manera que los pa-
rdmetros o valores pueden cambiar o ser varia-
bles aleatorias, o incluso pueden ser inobser-
vables.

Un sistema debe producir una salida, ejecutar
una accién o llegar a un objetivo. La mayor par-
te de los sistemas requieren asimismo una entra-
da. Los sistemas de control, de computacién
(célculo), econémicos y administrativos tienen
entradas y salidas.

Un sistema debe gobernarse por reglas de
operacién cuya meta sea minimizar o maximizar
alguna funcion de las entradas y salidas. Los sis-
temas de control suelen disefiarse para minimi-
zar errores; los sistemas administrativos, para
maximizar ganancias, etc. La teorfa de la optimi-
zacion trata sobre la bisqueda de la mejor regla
o control para producir la minimizacién o ma-
ximizacién deseadas del sistema en particular
que se optimiza.
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Con estos antecedentes, en el presente capitulo se
utilizan y citan las definiciones de ingenieria de sistemas
que se encuentran en Shinners!, como la definicién
generalmente aceptada por el ingeniero de sistemas:

Un sistema grande y complejo que consta de siste-
mas de control, computacion y comunicaciones, que
funcionan de manera altamente integrada e inter-
dependiente para lograr una armonia total en el ren-
dimiento, confiabilidad, programacion, costo, man-
tenimiento, consumo de energia, peso y expectativas
de vida de alto nivel, se conoce como el problema de
la ingenieria de sistemas.

Otras definiciones de un sistema con sesgo tanto ma-
tematico como intuitivo pueden encontrarse en Klir?,
en especial en las secciones 1.3 y 1.2. Glorioso y
Osorio® hacen una amplia seleccién de material bésico
sobre sistemas practicos, técnicos y matemadticos.

33.2 CLASIFICACION DE SISTEMAS
POR FUNCION

Los siguientes tipos de sistemas son disefiados, modifi-
cados, utilizados o aplicados por el ingeniero eléctrico:

1. Sistemas de control. Servomecanismos; robots;
reguladores de presién, temperatura, velocidad,
etcétera; controladores de procesos, controlado-
res numéricos de maquinas herramienta, contro-
ladores de plantas de manufactura.

Sistemas de computacion. Sistemas de control
digital directo; disefio de arquitectura y ldgica
de sistemas; programas de sistemas; sistemas de
multiprocesamiento; sistemas de tiempo com-
partido; redes de sistemas; sistemas de control o
instrumentos de microcomputadoras especiali-
zadas.

Sistemas de comunicacién. Sistemas anal6gicos
de radio, television y telefénicos; sistemas de
relevadores por satélite; sistemas de navega-
cién; sistemas de conmutacién de redes y paque-
tes; sistemas digitales de comunicacion; sistemas
de codificacién y correccién de errores; siste-
mas de cifrado (en clave) y descifrado; sistemas
de modulacién y demodulacién; sistemas de pro-
cesamiento y acondicionamiento de sefiales.
Sistemas administrativos. CPM (critical path
method, método de la ruta critica) y PERT (pro-
gram evaluation and review technique, técnica de
evaluacién y revisién de programas); métodos
de maximizacién por programacién lineal y di-
nédmica; algoritmo simplex para maximizacién
sujeta a restricciones; sistemas de modelado en
economia.

Sistemas con operador humano. Sistemas de in-
terfaz humano-méquina, sistemas de control ve-
hicular; sistemas de bioingenieria; sistemas de
diagndstico médico; miembros y érganos artifi-
ciales; sistemas de control electromiografico; sis-
temas automatizados de atencién de pacientes.




Sistemas de comunicacién

6. Sistemas de radar. Doppler de pulsos; radar de
la policfa; sistemas de control del tréfico aéreo;
sistemas de altimetro por radar; sistemas de ma-
peo por radar de vista lateral; sistemas de nave-
gacién por radar de barcos y puertos; sistemas
de radar de localizacién en el aire.

Sistemas de navegacién y guia (direccién)*. LO-
RAN (long range aid to navigation, auxiliar de la
navegacién de largo alcance); DME (distance-
measuring equipment, equipo telemétrico), para
la direccién de aeronaves; SONAR (sound na-
vigation and ranging, navegacién y alcance por
ondas sonoras), para navegar bajo la superficie;
VOR (visual omni range, radiofaro omnidireci-
conal de onda métrica), para la direccién de
aeronaves; indicadores de la inclinacién de pla-
neo para aterrizaje de aeronaves; sistemas de
navegacion por satélite para submarinos, aero-
naves, misiles y vehiculos aeroespaciales; sensor
solar y sensor canope (de la estrella Canope)
para naves de exploracién planetaria y satélites;
sistemas de direccién por microondas.

7.

33.3 SISTEMAS DE CONTROL

A continuacién se definen algunos de los términos que
se utilizan en los sistemas de control.

Planta. Dispositivo fisico controlado por un sistema de
control. Puede ser un dispositivo individual, como un
motor, 0 una coleccién de dispositivos, como el motor,
engranes, cables y pesos que conforman una planta
elevadora. En el sentido mas amplio una planta puede
ser un proceso quimico, una generadora de energia
o una nave espacial. En el capitulo 34, seccién 34.4, se
analizan sistemas que contienen diversos tipos de
plantas.

Sistema de control por retroalimentacion. Este sistema
contiene un ciclo de retroalimentacién que devuelve la
seflal de salida a la entrada de referencia y compara
estas dos seflales para obtener la diferencia o error
entre la entrada y la salida. El sistema de control por
retroalimentacién minimiza el error, lo cual permite
relacionar la salida del sistema con la entrada de re-
ferencia del sistema o que aquélla sea controlada por
ésta. Los sistemas de control por retroalimentacion se
analizan el capitulo 34, secciones 34.3 a 34.9.

Servomecanismo o servo. Es un sistema de control por
retroalimentacién con una salida mecénica, tal como la
posicién, dngulo, velocidad o aceleracién. El mecanis-
mo de direccién hidrdulica de un vehiculo es un servo-
mecanismo, y un robot soldador contiene muchos ser-
vomecanismos (uno para cada grado de libertad de
movimiento). La teorfa de los servomecanismos se
analiza en el capitulo 34, secciones 34.3 a 34.9, y el
hardware del servo se etudia en el capitulo 36.

*La navegacion y la gufa (direccién) se estudian en los capitu-
los 50 a 54.

Regulador o regulador automitico. Es un sistema de
control por retroalimentacién con una entrada de re-
ferencia constante o casi constante. La tarea del
regulador consiste en mantener la salida constante, en
respuesta a perturbaciones desconocidas del sistema.
Un sistema de calefaccion doméstico con un contro-
Iador termostético es un ejemplo de sistema de regula-
cién de temperatura. La teorfa de los reguladores se
estudia en el capitulo 34, secciones 34.3 y 34.4.

Sistema de control de procesos. Es un sistema de re-
gulacién automética en el que la salida regulada es una
variable del proceso tal como el gasto, pH, densidad,
temperatura o presién. El control de procesos se utiliza
ampliamente en la industria, en particular en las indus-
trias qufmica y de procesamiento de alimentos. Uno de
los algoritmos de control mas usados en la industria de
procesos es el controlador PID (posicién, integral, de-
rivada). El control de procesos industriales se expone
en el capitulo 35.

33.4 SISTEMAS DE CALCULO

Los sistemas de computacién (célculo) se estudian en
los capitulos 55 a 65. Las mediciones digitales de las
variables del sistema de control se exponen en el ca-
pitulo 37, y en el capitulo 38 se analizan las simulacio-
nes por computadora.

Los sistemas de computacién y de control se interre-
lacionan cada vez mds, de manera que resulta dificil
juzgar la separacién entre ambos. En el capitulo 35 se
exponen el control de automéviles y las aplicaciones de
las computadoras en este dmbito.

Las computadoras también se estdn convirtiendo en
la parte méds importante de muchos sistemas de co-
municacién. Las computadoras de conmutacién de
mensajes son dispositivos tanto de computacién como
de comunicaciones, y no se pueden separar en uno u
otro.

33.5 SISTEMAS DE COMUNICACION

Como se dijo en la seccién 33.4, los sistemas de co-
municacién se vinculan cada vez més con los sistemas
de computacion. Esto es especialmente cierto en 4reas
tales como la conmutacién de paquetes, conmutacién
de mensajes y multicanalizacién en los dominios de
tiempo y frecuencia (TDM y FDM), asi como en diver-
sas 4reas de codificacién destinadas a corregir errores o
proteger la seguridad de un enlace de comunicacién
por medio de diversos algoritmos de cifrado y descifra-
do en clave.

Los sistemas de comunicacién se analizan en los ca-
pitulos 47 a 49.

Los sistemas de control y servomecanismos también
se entrelazan con sistemas de comunicacién por satéli-
te (cap. 49), debido a que la posicién u orientacién de
los satélites en el espacio se debe controlar en forma
precisa, a fin de que las antenas apunten a las dreas de
recepcidn indicadas en la Tierra. Para comunicaciones
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en el espacio lejano, la antena de recepcion en la Tie-
tra (p. €j., la antena parabélica Goldstone de Cali-
fornia) debe estar dirigida hacia la nave espacial y
seguirla. Los sistemas de control se analizan en el ca-
pitulo 34. -

33.6 SISTEMAS ADMINISTRATIVOS

El objetivo principal de un sistema administrativo es
suministrar informacién y predecir posibles dificulta-
des, asf como aportar posibles soluciones a los niveles
administrativos adecuados*. Un sistema administrativo
consta de los siguientes elementos:

® Un plan sistemético.

¢ Un método de recoleccién de datos.

¢ Un método para efectuar estimaciones de costos
razonables, tiempo necesario para realizar subta-
reas y divisién de recursos o esfuerzo de trabajo.

® Un método de procesamiento y presentacién al
nivel administrativo adecuado de toda la infor-
maci6én obtenida.

Un sistema administrativo puede ser sélo software,
en el que se realiza el procesamiento de datos necesa-
rio y los informes se escriben a mano. Aunque los in-
formes escritos a mano aportan valiosa informacién a
la administracién, no son lo que suele entenderse por
un sistema administrativo. Tipicamente, un sistema
administrativo moderno, como un MIS (sistema de in-
formacién administrativa), proporciona informacion
que varia cada semana, todos los dias o hasta cada
hora. Para informar estos cambios répidos se aplica un
algoritmo de procesamiento de datos sistemAatico a
cantidades potencialmente grandes de datos variables
empleando un sistema de computadora o de compu-
tacién digital.

Algunos sistemas administrativos meramente con-
densan datos que se obtienen de muchas fuentes re-
motas (p. ej., oficinas o almacenes de ventas) y
generan informes al minuto que contienen gréficas o
presentaciones de tendencias de ventas, ganancias,
pérdidas, inventarios, cuentas por cobrar y otros indi-
cadores comerciales pertinentes. Un sistema mayor di-
vide esta informacién en segmentos o secciones que se
relacionan en forma natural con la empresa que se ad-
ministra. En un sistema ain mayor se busca corre-
lacionar en forma cruzada un pardmetro administra-
tivo con otro mediante un andlisis de regresiéon multi-
ple con los conjuntos de datos disponibles. Asi, un
gerente podria desear ver los coeficientes de relacién o
correlacién que existen entre las ganancias del dltimo
trimestre y el nimero de unidades producidas o los
gastos generales. Un MIS de esta naturaleza consta de
una computadora digital, diversas estaciones de entra-
da de datos y estaciones de visualizacion de salida, y un
conjunto de programas de computadora y paquetes es-
tadisticos hechos sobre pedido.

Aqui se consideraran cuatro importantes herramien-
tas administrativas de sistemas: PERT, CPM, modelos
econémicos y programacién lineal.

33.6.1 PERT (técnica de evaluacién y revision
de programas)

Una clase totalmente diferente de sistemas administra-
tivos proporciona algo mas que la informacion digerida
hasta la fecha. Esta clase de sistema ayuda a la ad-
ministracién a programar tareas sucesivas o interre-
lacionadas desordenadamente largas o complicadas. El
método mejor conocido de este tipo es la PERT, o
bien el CPM (de critical path method, método de la
ruta [camino] critica), en esencia similar.

PERT son las siglas de program evaluation and re-
view technique (técnica de evaluacién y revisién de
programas), creada en 1958 por la Marina de Estados
Unidos para manejar el sistema de misiles del subma-
rino Polaris (sistema de misiles balisticos de la flota).
La PERT encuentra la critica o cuello de botella que
retrasa la terminacién de un proyecto complejo. CPM
€s un proceso esencialmente similar. La diferencia en-
tre PERT y CPM se analiza méds adelante.

El concepto de ruta critica se entiende mejor obser-
vando un diagrama PERT, como el de la figura 33-1.
En la figura 33-2 se ilustra la nomenclatura de la figu-
ra 33-1.

El diagrama PERT es similar a un diagrama de flujo
de sefiales (que se estudia en la seccién 34.3). Las ra-
mificaciones o flechas indican la cantidad de tiempo de
trabajo o actividad que se requiere para pasar de un
suceso encerrado en un circulo al siguiente. Todos
los sucesos deben completarse, y todas las trayectorias
deben seguirse. Cada flecha conectora o actividad se
rotula con cuatro valores de tiempo, como se muestra
en la figura 33-2. Todos los tiempos deben medirse en
las mismas unidades, ya sean dias, semanas o meses.
Estos tiempos se estiman al realizar un andlisis PERT.
La exactitud de las estimaciones de tiempo influye di-
rectamente en la exactitud del diagrama PERT vy las
conclusiones que se obtienen de éste. Ademas, la exac-
titud es influida por el grado en que se aplica la suposi-
cién de una distribucién beta con desviacién estandar
0 = (tz — 11)/6 a las estimaciones de tiempo reales.

Una vez construido el diagrama PERT, se examina
cada posible trayectoria de conexién de principio a fin
del proyecto, y se suma el tiempo total de cada trayec-
toria. La trayectoria con el tiempo mds largo se conoce
como ruta critica. Dado que todas las trayectorias
se deben cubrir para ejecutar todos los sucesos, sélo se
depura la del tiempo més largo. El método de depura-
cién es simple. Los trabajadores o recursos de una ac-
tividad que no forma parte de la ruta critica y que
se concluye antes de ésta sobran o estén inactivos, y se
pueden desplazar a alguna parte de la ruta critica para
acelerar su terminacion.

Considérese el segmento muy simplificado de un
diagrama PERT que se muestra en la figura 33-3. La
ruta critica requiere un tiempo estadisticamente esti-
mado de 4 + 7 = 11 semanas, mientras que la ruta no
critica paralela sélo requiere 2 + 3 = 5 semanas. El
tiempo de inactividad en la ruta no critica es por tanto
de seis semanas (11 — 5 semanas). La asignacién de
personal y recursos de la trayectoria no critica a la ruta
critica hace posible ahorrar hasta seis semanas. En la
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Fig.33-1. Diagrama PERT (técnica de evaluacién y revision de programas) para el disefio de un respirémetro
Warburg de registro automético. Linea discontinua = ruta (camino) critica = tiempo mds largo para realizar
todas las tareas necesarias; linea continua = ruta no critica. Notacién: (1 — 2 — 3)/2, (4 — 6 — 8)/6, etc. =

(hh — 2 = B)tes te = (1 + [4]r2 + :)/6. Véanse en la figura 33-2 las definiciones de los factores ¢.

realidad, es factible que el ahorro sea menor, ya que se
pueden necesitar diferentes técnicas especiales y recur-
sos especializados en las dos trayectorias. Sin embargo,
si los tiempos se miden en meses o afios en vez de en
semanas, es viable contratar o capacitar nuevo perso-
nal y adquirir equipo especializado.

33.6.2 CPM (método de la ruta critica)

Aunque tanto la PERT como el CPM tienen el objeti-
vo de encontrar la ruta critica para completar un pro-
yecto, CPM se diferencié onginalmente de PERT. En
ambos métodos se encuentra y analiza la ruta critica de
una gréfica de flujo de sucesos de una actividad, como
se muestra en la figura 33-1. En este aspecto son idén-
ticos. La diferencia principal entre CPM y PERT es la
estimacién del tiempo.

El PERT asigna tres tiempos de actividad probabi-
listicos y calcula un tiempo esperado (denotado t,.) so-
bre la base de una distribucién de probabilidad beta.
CPM asigna un solo tiempo deterministico, que se su-
pone se conoce con exactitud, sobre la base de la ex-
periencia con proyectos similares (p. ¢j., la construc-
cién de una casa o una carretera). Por tanto, CPM sélo
utiliza un valor de tiempo para cada flecha de activi-
dad, que es equivalente al tiempo esperado (t) del
diagrama PERT.

En el CPM se supone que el tiempo para realizar
una actividad cualquiera puede reducirse dedicando
més personal, materiales y equipo a la tarea; es decir,
incrementando el costo asociado con la actividad. El
tiempo normal de la actividad tiene asociado un costo
normal. En situaciones de urgencia, el tiempo puede
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reducirse por medio de un esfuerzo “intensivo”. El
tiempo reducido se denomina tiempo intensivo, y el
costo mayor asociado, costo intensivo. Por tanto,
cuando se encuentra la ruta critica a partir del diagra-
ma PERT-CPM, CPM asigna una relacién convenien-
temente “negociada” entre el tiempo y el costo a cada
actividad, que en general es diferente para cada una.
Con frecuencia esta relacién es lineal, y el proceso de
la programacién lineal puede aplicarse a todo €l con-
junto de actividades a lo largo de la ruta critica. De
esta forma es posible encontrar el valor mds conve-
niente de tiempo y costo para cada ramificacién de
actividad a fin de reducir el tiempo de terminacion del
proyecto en un ndmero especificado de dias. A me-
nudo se emplea el CPM en el manejo de programas
grandes (es decir, proyectos de construccién) en que
los tiempos de actividades se pueden reducir lineal-
mente asignando mayores costos a la actividad en for-

SUCESO h—t— 13 SUCESO
1 2

Fig. 33-2. Flecha de actividad, rotulada con tiempos de
trabajo para diagramas PERT (técnica de evaluacién y
revisién de programas). #; = tiempo minimo para realizar la
actividad; &, = tiempo més probable para realizar la actividad;
t3 = tiempo méximo para realizar la actividad; ¢, = tiempo
esperado estadisticamente, con base en la distribucién de
probabilidad beta con desviacién estandar de 1/6(t; — ).
Shinners® demuestra que . = (t; + 4t + 3)/6.
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Fig. 33-3. Ejemplo del tiempo “inactivo” de un diagrama PERT (técnica de evaluacién y
revisién de programas). La asignacién de personal y recursos de la ruta B (linea continua) ala A
(linea discontinua) puede ahorrar seis semanas. La ruta A (ruta critica) = 4 + 7 = 11 semanas,
que es el tiempo estadisticamente esperado t; ruta B = 2 + 3 = § semanas (¢.); tiempo

“inactivo” = 11 — 5 = 6 semanas.

ma de personal y equipo. Por otro lado, muchos pro-
yectos o actividades no presentan este comportamiento
lineal de la “negociacién” de los valores més conve-
nientes de tiempo y costo. Por ejemplo, los proyectos
que implican investigacién e invencién son no lineales,
y no se puede aplicar el CPM facilmente a la esti-
macién del plan del proyecto.

33.6.3 Modelos economicos

Un método que se aplica con relativa amplitud para
producir modelos econémicos implica la divisién de la
entidad econémica de interés en subentidades o unida-
des funcionales adecuadas con entradas y salidas.
Luego, estas unidades funcionales econémicas suelen
representarse por medio de un diagrama de bloques, y
la estabilidad o comportamiento del diagrama inter-
conectado completo se analiza por medio de métodos
estdndares de la teoria del control (sec. 34.4), o bien se
simulan mediante una computadora adecuada (cap.
38). Por ejemplo, en la figura 34-4 se muestra un mo-
delo hipotético para la produccién nacional de bienes y
la influencia que recibe de los impuestos corporativos
y al consumidor.

33.6.4 Programacion lineal y asignacién de recursos

La programacién lineal es un método matematico para
la administracién de sistemas en el que se utilizan
ecuaciones lineales a fin de expresar las relaciones de

ganangcias y la distribucién o asignacién de recursos a
través de ecuaciones de restriccion. Se creé después de
la Segunda Guerra Mundial y se aplicé en el puente
aéreo de Berlin en 1948.

Por ejemplo, puede aplicarse para determinar cudn-
tas camisas y pantalones debe producir un fabricante
de ropa para maximizar las ganancias a partir de la
cantidad limitada de tela, hilo y botones de que se
dispone. Considérense los requisitos hipotéticos, que
se presentan en la tabla del final de esta pégina, para la
produccién de camisas o pantalones, donde § es el ni-
mero de camisas producidas y P el nimero de panta-
lones. S y P se denominan variables de decisién.

Supéngase que el fabricante sabe que la ganancia
por cada camisa serd de § 2.00 y por cada pantalén de
$ 4.00. La ganancia, o funcién objetivo, es entonces:

Ganancia = funcién objetivo = 2§ + 4P  §

Las ecuaciones de restriccién se escriben como
“igual a 0 menor que”, debido a que no toda la canti-
dad de un recurso, como la tela, se puede utilizar si la
produccién total estd limitada por una pequefia canti-
dad de otro recurso, como los botones.

Estas ecuaciones de restriccion de la tela, el hilo y
los botones pueden graficarse sobre un conjunto .de
ejes ortogonales asignados a los diversos productos fi-
nales por producir, que son, en este caso, el nimero de
camisas S y el nimero de pantalones P. Las tres gra-
ficas se presentan en la figura 33-5, junto con una cuar-

Cantidad Para una Para un Ecuacién de
Recurso del recurso camisa pantalén restriccién
Tela 1 000 pies? 5 pies? 7 pies? 58§+7P=<1000
Hilo 2000 yd 7 yd 15 yd 78+15P=<2000
Botones 1000 10 2 105S+2P=<1000
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Fig. 33-4. Modelo de sistema administrativo econémico: diagrama de bloques de la produccién nacional
de bienes. R(s) = produccién deseada de bienes, en délares; C(s) = producci6n nacional de bienes, en
délares. Las ganancias de retroalimentacién Hi(s), Ha(s), Ha(s) y Ha(s), junto con la ganancia a futuro X
y fa constante de tiempo Y, se deben ajustar conforme a la politica del gobierno Gi(s) y las condiciones

78 + 15P = 2000
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Fig. 33-5. Ejemplo de programacién lineal de distribucién de recursos. Ganancia o utilidad

(funci6n objetivo) = 2§ + 4P. S y P son variables de decisién. La ganancia siempre serd un méximo

(o minimo) a lo argo de la frontera y en uno de los vértices de la region de soluciones factibles, como

consecuencia de las restricciones lineales y la regién convexa resultante de soluciones posibles o

factibles. Por tanto, las posibles soluciones ocurren en los vértices A, B, C o D. La superposicion de
las tres restricciones, con S = 0y P = 0, produce una regién convexa de soluciones factibles.
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ta grafica en la que se superponen las tres gréficas de
restricci6n junto con la restriccion extra de que el nd-
mero de camisas o pantalones producidos no puede ser
un némero negativo. Las soluciones al problema de la
asignaci6n estan todas dentro del drea sombreada de
la figura. Esta drea sombreada se denomina region
de factibilidad o regi6n de soluciones factibles.

Cuando todas las restricciones se combinan en la
cuarta grafica, se produce una regién cerrada convexa
hacia fuera con vértices 0, A, B, C, D. El teorema
fundamental de la programaci6n lineal establece que la
ganancia, o funcién objetivo, se maximiza en uno de
los vértices de restriccién A, B, C o D. Es obvio que
nada se maximiza en 0, que corresponde a 0 camisas,
0 pantalones y, por tanto, 0 ganancia. Dado que la
funcién de ganancia estd dada por 25 + 4P, la ganancia
aumenta si § o P se incrementan. Por tanto, ningin
nimero que esté en la regién interior del poligono de
restriccién puede maximizar la ganancia, ya que Sy P
pueden incrementarse hasta alcanzar la linea de res-
triccién limitante. En cualquier linea de restriccién, S o
P aumentan en alguna direccién de movimiento a lo
largo de la linea. Por tanto, la ganancia aumenta (en
circunstancias muy especiales podria mantenerse cons-
tante) en alguna direccién de movimiento a lo largo de
la linea de restriccion. Los incrementos del movimien-
to y la ganancia terminan en el mismo vértice. Asi, la
ganancia maxima (y mfnima) ocurre en un vértice del
poligono de restriccién de la programacién lineal.

En este caso hay cuatro vértices por probar, 4, B, C
y D, para alcanzar la mixima ganancia. Tabulando el
ndimero de camisas S, el nimero de pantalones Py la
ganancia en cada vértice se obtienen los valores que se
indican en la tabla del final de la pdgina.

Los valores de S y P de la tabla se obtuvieron resol-
viendo los pares de ecuaciones que enlazan cada res-
triccién. Por ejemplo, el punto B ocurre cuando la
restriccién de la tela (5§ + 7P < 1000) interseca
la restriccién del hilo (78 + I5P < 2000). Sy Pen
el punto B se obtienen resolviendo las ecuaciones si-
multéneas:

58 + 7P = 1000
78 + 15P = 2000

para las cuales § = 38.46 y P = 115.38 (valores trun-
cados 38 y 115).

Dado que sélo las camisas y pantalones completos
tienen valor en el mercado, las soluciones de Sy P se
truncan (no se redondean) a nimeros enteros. Los va-

lores también se podrian leer de una gréfica exacta. Sin
embargo, las gréficas de mds de tres elementos o varia-
bles requieren més de tres dimensiones, de manera que
estos problemas invariablemente se resuelven por mé-
todos analiticos y no gréficos.

La tabulacién de ganancias resultante indica que el
punto C es la eleccién éptima para maximizar las ga-
nancias. El punto C corresponde a la manufactura de
80 camisas y 95 pantalones.

En los problemas reales por lo general intervienen
muchas mds variables. Las ecuaciones simultdneas
que definen los vértices pueden crecer de 2 X 2 a
100 x 100. Cuando aumenta la dimensionalidad, la
frontera de restriccion se desplaza de un poligono pla-
no convexo en dos dimensiones a un poliedro convexo
en tres dimensiones con forma de gema y a una forma
convexa abstracta de dimensiones miiltiples. En 1947,
Dantzig creé un método denominado algoritmo sim-
plex. En éste se examinan los vértices en forma selec-
tiva y siempre se avanza en la direccién del méaximo
incremento en la ganancia de un vértice a otro hasta
que la ganancia ya no aumenta. En ese vértice se en-
cuentra la maxima ganancia.

El algoritmo de Dantzigb introduce las variables lla-
madas inactivas (sin relacién con el tiempo inactivo del
CPM). Estas variables se emplean para convertir las
desigualdades, como 5§ + 7P < 1 000, en igualdades,
como 55 + 7P + X = 1 000. S6lo quedan dos variables
de decisiones, S y P, y la variable inactiva X no incre-
menta la dimensionalidad del problema. En el merca-
do existen paquetes de computacion basados en el al-
goritmo simplex, que pueden resolver problemas de
programacion lineal con miles de restricciones.

En la préictica, el algoritmo simplex se comporta
como si estuviese polinomialmente acotado. Esto es, el
nimero de iteraciones simplex tiende a aumentar
como funcién lineal de las restricciones. A principios
de la década de 1980 los matematicos rusos Shor, Iudin
y Nemirouski informaron sobre el algoritmo polino-
mialmente acotado’. El algoritmo comienza con un
elipsoide grande centrado en el origen y no se supone
linealidad. Después se construyen elipsoides cada vez
mas pequefios, cada uno de los cuales se sabe que con-
tiene la solucién deseada. Aunque se ha demostrado
que este método es polinomialmente acotado, las
pruebas realizadas muestran que su convergencia es
comparable a la del método simplex para ciertas fa-
milias de problemas simples. Por tanto, aunque el mé-
todo de programacién ruso es superior en teoria, el
algoritmo simplex sigue siendo el método de progra-
macién lineal de mayor uso.

Vértice S P Ganancia (25+4P) (3)
A 0 133 (133.33) 532
B 38 (38.46) 115 (115.38) 536
C 80 (80.88) 95 (95.59) 540
D 50 0 100
Punto medio
arbitrario 50 50 300
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DESPLAZAMIENTO PERCEPCION DESPLAZAMIENTO
DEL BLANCO DEL ERROR
o LA MIRA
- SALIDA DEL
DEL. OPERADOR @)= Fylw)  =€——— OPERADOR
HUMANO
DESPLAZAMIENTO
DEL MANGO
(a)

R(s) Mi(s)
R(jw) E(s) C(s) M(jw)
i F(jw) Fyljw) SISTEMA ¢
dt ORER DR z O PLANTA (ARMA) dg

e U A CONTROLADOS
- \
dg
(b)

Fig. 33-6. Modelo de seguimiento compensatorio de Tustin®: @) forma original; b) diagrama de
blogues equivalente, dt = r(f) = entrada del sistema en el dominio del tiempo; e = e(f) = error del
sistema en el dominio del tiempo; & = ¢(t) = salida del operador humano en el dominio del tiempo;

dg = m(f) = salida del sistema en el dominio del tiempo; F; |j(w) =

humano en el dominio de la frecuencia; F> (jw)

el dominio de la frecuencia; M(jw) =

R(jw) =

33.7 SISTEMAS DE CONTROL
CON OPERADOR HUMANO

Los sistemas de control con operador humano constan
de una planta controlada, un medio de visualizacién y
un operario que realiza alguna operacién con este 1l-
timo. Los ejemplos mds comunes conciernen a vehicu-
los guiados por personas. La planta controlada es, en
este caso, el barco, avién, automévil o nave espacial.
El medio de visualizacién es un conjunto de instru-
mentos y pantallas de CRT (tubo de rayos cat6dicos).
El operador u operario es la persona que est4 al timén,
el piloto o el conductor del vehiculo. Entre otros ejem-
plos de sistemas de control con operador humano se
cuentan el seguimiento de un blanco en una pantalla de
CRT o de PPI (indicador de la posicién en el plano), la
operacién de un elevador, la punteria del cafién de un
tanque y el control manual de parte o todo un sistema
complejo grande en casos de emergencia.

El andlisis formal de los sistemas de control con
operador humano comenzé con el trabajo publicado
por Tustin® en 1947 sobre la punteria del cafién de un
tanque. Tustin propuso diversos modelos lineales del
operador humano, uno de los cuales se presenta enla
figura 33-6. El introdujo el término “remanente” para
describir aquella parte de la salida del operador que no
se relaciona en forma lineal con la entrada y, por tanto,
no es producida por su modelo. La sefial remanente o
de ruido se muestra en las figuras 33-7 y 33-8.

E(s)|s=jo = entrada del operador
C(s)|s_,a, = salida del operador humano en

M(s)}s_ -jw = salida del sistema en el dominio de la frecuencia;
R(s)ls_ jo = entrada del sistema en el dominio de la frecuencia.

La mayor 4rea de interés en el modelado del opera-
dor humano es €l control manual de vehiculos aéreos o
aeroespaciales pilotados. La atencién se ha centrado
en estos sistemas de control manual porque los vehicu-
los implicados son los mas dificiles de controlar, y los
que tienen las menores constantes de tiempo y el me-
nor tiempo de respuesta de cualquier vehiculo tripula-
do. En el comienzo mismo del modelado del piloto,
Tustin y sus colaboradores reconocieron que ¢l opera-
dor humano es no lineal o, cuando mucho, cuasilineal;
la generacién de modelos del operador humano ha se-
guido los avances de la teoria del control no lineal. En
la tabla 33-1 se presentan modelos de operadores hu-
manos seleccionados y se describen brevemente. Aun-
que la mayor parte de estos modelos fueron propuestos
para el control de acronaves, son igualmente aplicables
a otras tareas de control por operador humano, como
la conduccién de un automévil, un barco o el control
manual de una planta de energia nuclear.

33.7.1 Funcion de transferencia lineal

En la funcién de transferencia lineal de Tustin®, la se-
fial de entrada es tres sinusoides, relativamente primos
en frecuencia, que se suman para producir una entrada
de aspecto aleatorio para evitar la prediccién por un
operador humano. Una funcién de transferencia lineal
se ajusta al conjunto de datos de entrada y salida calcu-
lados en diversas frecuencias.
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N(s), n(t)
VISUALIZACION
R(s) r - —} +
OPERADOR + Cls) DINAMICA Ors)
HUMANO CONTROLADA
H(s), ht) oft) W(s), w(t) oft)

Fig. 33-7. Diagrama de bloques del sistema de persecucién visual. H(s) = aproximacion lineal (funcién

descriptora del operador humano); N(s) = parte de la salida del operador humano que no est4 relacionada

en forma lineal con la entrada (remanente o ruido); W(s) = dindmica controlada, o planta; R(s) =

entrada del sistema; E(s) = error del sistema; C(s) = salida del operador humano; O(s) = salida del

sistema. Para convertir una funcién cualquiera del dominio de Laplace, tal como la H(s), a una funcién
del dominio de frecuencia, simplemente se sustituye de manera formal s por jw. Ejemplo:

25015

HO) = G+ 10)

25¢0.lw

H(jw) = H(s)ls=jo = o+ 10

ganancia del ciclo = H(s)W(s)|s=j =H(jw)W(jw)

33.7.2 Funcién descriptora cuasilineal

La funcién descriptora cuasilineal de McRuer y co-
laboradores® es similar en concepto al modelo de Tus-
tin, pero es, con mucho, més avanzada desde ¢l punto
de vista computacional. La funcién de transferencia
del operador humano, expresada como una transfor-
mada de Fourier H(jw), se obtiene como la razén de las
transformadas de Fourier de dos correlaciones cru-
zadas, o:

H(]a)) = cbrc(iw)/(pre(jw)

r = entrada del sistema

¢ = salida del operador

e = entrada del operador = error de sistema
w = frecuencia, rad/s

j= \/j s (I),c(jCU) = q)rc(s)|5=f‘0

®,.(s) = transformada de Laplace de dos lados

de ¢.(7)
®,.(jw) = transformada de Fourier de ¢ (1)
¢,.(1) = funcién correlacién cruzada entre la
entrada r y la salida ¢®

donde

Y
Gre(7) = yliineo le-J_yr(t)c(t + 1)dt

Uno entre los cientos de modelos de McRuer y
Krendel es:
Ke /(1 + jowy,)
(1 + joyn)(1 + joy)

H(jw) =

donde H(jw) = Y,(jw) = funcién descriptora del
operador o piloto humano
y; = constante de tiempo de retraso
del operador humano = 10 s

" Knoop y Ful2 1964

Y. = constante de tiempo de adelanto del
operador humano = 0.5 s
Y. = constante de tiempo de retraso
neuromuscular = 0.2 s
T = tiempo de reaccién o tiempo de
retardo = 0.15 s
K = constante de ganancia = 35
Todos estos pardmetros, en particular K y yg, de-
penden de la tarea y pueden cambiar en forma impor-
tante. McRuer y Krendel formularon reglas de ajuste
de todos los pardmetros, seglin varfen la tarea o la
planta. Su modelo bésico se ilustra en la figura 33-8.

Simplificacion importante. Si r(f) es sinusoidal, enton-
ces la funcién de transferencia del operador humano
H(jw) estd dada por la siguiente férmula:

Tabla 33-1. Modelos seleccionados con operador

humane

Investigador Fecha Tipo del modelo

Tustin® 1947 Funcién de
transferencia
lineal

McRuer y Krendel® 1957-67  Funcién descriptora
cuasilineal

Soliday y Schohan*® 1964 Modelo lineal
simplificado

Ward® 1958 Modelo de datos
muestreados

Bekey!? 1962 Modelo de datos
no muestreados

Goodyear

Modelo no lineal
Modelo adaptativo

Aircraft Co.!! 1962
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O, (jo) _ F [c()
(o) F [e(®)

= H(jw)

otencu},
anancia

donde = [ ] = operador de la transformada de
Fourier. La transformada de Fourier de una funcién
de tiempo es mucho mas facil de evaluar que la transfor-

o

SALIDA
DEL SISTEMA m(t)
B m(w)

=
&
o
. . N §Ox
mada de Fourier de una funcién correlacion cruzada: é’g_g
£3s
’ : £33
F 0] = |__ fye e dr < So%
—o0 I
pu} S5
< [e) E = S
ool il £E <=8 cZg
33.7.3 Modelo lineal simplificado FE oS =83
TS . & S203 =)
El modelo simplificado de Soliday y Schohan® se em- z< ] 2 ﬁgf E1E
ple6 en una investigacién de vuelo de aeronaves a baja e @8 “oé. ,§~§
altitud y alta velocidad: g° 8 - 13
= = 3 I
—ST e
H(s) = ———— g3
(1 + syp) e sy
a,28 2ge
. . o S
Es idéntico al modelo de McRuer y Krendel con g‘sgé z 5=
K=1,vy.,=0,y, = 0. En 1963 se utilizé un modelo Foo g
simplificado idéntico para la funcién de transferencia { ~ W ]~ T 7 2 ;E
del operador del plano de proa de un submarino en | g%% | R Se!
una simulacién del control profundo de este vehiculo. | oaz2#® ! 3 8p
| 23S+ | L 5§
—_ D =
1 z= + | 3 g <.
33.7.4 Modelo de datos muestreados | w T E9.
| 58z0 l 5 °§T3
Los psic6logos experimentales, como Hick en 194741, LsR8z | x SE583
. . . . - -
han informado un comportamiento discontinuo del | 5852 ° I 2 Esim
operador humano. Se sabe que los 6rganos de los sen- | §§5§ Z g SEER
tidos del sujeto cuantizan sus salidas, emitiendo trenes ; <Lz 2 2 | ~ 23 3""‘
de pulsos cuya velocidad de repeticion se relaciona en | 2884 i B Bl
forma no lineal con la intensidad del estimulo, y que | @ Q| £ E°E3
los datos del rastreo a menudo presentan una compo- | > § ' T og 17,;
nente sinusoidal de 1 a 2 Hz cuando no hay una com- | 8&‘:5,\ g : " E8S3
ponente de 1 a 2 Hz en la sefial de entrada. Un mues- : 2933 2 3 2588
treador que opere en 2 a 4 Hz puede mostrar esta sefial | 3 = 20z ;Z sz 8
inexplicada. Un elemento de muestreo y retencion | gggg, gl 2 ~2E
puede explicar la demora del individuo. | 208 *E I Sg
Por tltimo, la incapacidad del hombre de responder | & : £ T3
por separado a la segunda de dos sefiales individuales ! s il 3! -g
. z 2 » = ~~
con poco espacio entre si, fenémeno que se denomina : ) | | § ETE
periodo refractario psicolégico, también se explica sin | ‘fgges | | E 22E
dificultad por medio de un modelo de datos mues- | 2323 I 18 &~ &
. . . PR . [ g | « =] N =
treados. El periodo refractario psicolégico es simple- | wogt i | E o
mente el tiempo entre los muestreos. Ward™® utilizéun | °e HE bl é
tiempo de muestreo de 0.5 s, junto con un elemento de L a @ 3 =8
retencién de orden cero en la mayor parte de su obra, T 3 §‘ o b
mientras que Bekey® utilizé un tiempo de muestreo de 8 PG
0.33 s, junto con una red de retencién de primer orden. §- s 56
El modelo de Bekey constaba de un interruptor de =g + r T ..
muestreo, un elemento de retencién de primer orden y =2 3 gty
N . sZ S+ I
la funcién de transferencia del operador humano: Qu S I
ass E  SI=
K 8853 5 I3
H(S)= —— WwoF = 8 I~ .
1+sy Wz G-
N gggo . ZEN
. 2 : <z ‘o Sy
Elemento de retencion de primer orden ggo & o §
%} k=IUC)
g . g &
[= o0 =
[1 —e-mr(l + sYs) z2 g  SEg
o
s Vs
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donde y; = periodo de muestreo = 0.33 s, y Yy =
constante de tiempo de retraso neuromuscular.

El modelo de Bekey constaba de los dos elementos
anteriores, una constante de ganancia en cascada con
un interruptor de muestreo de pulsos, y retroalimenta-
cién negativa unitaria. El modelo de datos mues-
treados de Bekey se muestra en la figura 33-9.

33.7.5 Modelo no lineal

El modelo no lineal de la Goodyear Aircraft Com-
pany!! se cre6 en la era de las computadoras analégicas
gigantes. Fue un modelo evolutivo de ensayo y error
que produjo resultados tan provechosos que un piloto
de prueba no podia informar de inmediato cuando su
salida se conmutaba con la salida del modelo!!.

El modelo Goodyear se ilustra en la figura 33-10.
Contiene factores psicol6gicos bien conocidos, como
umbral de percepcidn, tiempo de reaccién, estimacion
de aceleracién y velocidad, y anticipacién.

33.7.6 Modelo adaptativo

Una de las facultades més précticas del operador hu-
mano es la capacidad de modificar la forma de su res-
puesta conforme a variaciones en el sistema que se
controla. Los modelos lineales de McRuer y Krendel,
por ejemplo, cambian de estructura para diferentes ti-
pos de elementos controlados, como se muestra en la
tabla de la parte inferior. (Los valores numéricos ti-
picos que se dan pueden cambiar facilmente en un fac-
tor de dos o mas con diferentes operadores.)

El modelo adaptativo de Knoop y Fu'? es del tipo de
acoplamiento, que contiene un modelo de planta, co-
mo se muestra en la figura 33-11. El modelo de planta
se ajusta para que corresponda al elemento controla-
do, segiin varfen los pardmetros del elemento contro-
lado.

33.7.7 Modelo de modo dual

Todos los modelos anteriores tienen la finalidad prin-
cipal de manejar sefiales de entrada que son ruido
aleatorio filtrado o sinusoides sumados de diferentes
frecuencias. No predicen con exactitud la respuesta de
un operador a sefiales discontinuas por tramos (como

una rifaga de viento repentina). Aunque algunos de
los modelos anteriores se pueden ajustar para pro-
ducir respuestas en tramos razonables, no producen
respuestas de seguimiento continuo razonables. El mo-
delo de modo dual de Costello'® contiene un modelo
linealizado de coeficientes constantes del tipo que po-
pularizaron McRuer y Krendel, y un modelo contro-
lador de segundo orden 6ptimo, del tipo de frontera de
conmutacién de maximo esfuerzo.

Las ecuaciones que describen el modelo dual se ex-
presan en el dominio del tiempo con variables de esta-
do, en lugar de expresarse en el dominio de la frecuen-
cia con variables de frecuencia. Cuando los valores ab-
solutos del error del sistema y de la primera derivada
del error son menores que ciertas cotas, se emplea el
modelo final de coeficientes constantes. Cuando los
valores absolutos exceden estas cotas, se utiliza el mo-
delo controlador de segundo orden 6ptimo. Estas cotas
son especificadas por una frontera de conmutacién de
modelos que se construye en el plano de fase [e(s),
é(1)], como se muestra en la figura 33-12, junto con el
modelo de modo dual completo.

33.7.8 Modelo de control éptimo

El modelo de control 6ptimo de Kleinman!* es un mo-
delo adaptativo que ajusta algunos de sus parametros
de manera que la salida del modelo sea 6ptima en al-
gtin sentido. El sentido éptimo se elige como una suma
ponderada cuadrética media minima de estados del sis-
tema y sefiales de control. Esto puede interpretarse
como minimizar el error cuadratico medio y el esfuerzo
de control cuadratico medio, donde ambos objetivos
son deseables. La forma matemética cuadrética media
se elige porque es susceptible de solucién de forma
cerrada. El modelo de Kleinman es continuo y estocds-
tico y contiene retardo de tiempo, un retraso de primer
orden atribuible a la dindmica neuromuscular; también
contiene entradas de ruido o remanentes.

El modelo del piloto de control 6ptimo que se mues-
tra en la figura 33-13 se desarroll6 en un trabajo patro-
cinado por Wright-Patterson!®>. La dindmica del ve-
hiculo o planta es descrita por una ecuacién de estado
lineal invariante en el tiempo:

(X1 = [AlX] + [b]u + [w]

Caracteristicas
constantes, retardo e™5?
y retraso neuromuscular

Funcién
de transferencia
del elemento o planta

Caracteristicas
adaptativas del

Descripcién verbal
de la caracteristica

controlados (1 + sy, operador humano adaptativa
Const Ke~0-15 N (1+5) Retraso-adelanto mis
onstante T+02) @+ 10s) ganancia variable K
Ke—OJSs 1 . .
Primer orden Cy/s aT+03) X T Ganancia variable pura K
ke~015s (1 + 10s) Retraso-adelanto m4s
Segundo orden Cy/s* T +025) X 1+ ganancia variable K
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Fig. 33-9. Modelo de datos muestreados de Bekey'? para el seguimiento compensatorio del
operador humano, con dindmica constante. y; = periodo de muestreo, muestreo de pulsos
en 3 Hz, o Ys = 0.33 s; r(¢) = entrada al sistema estacionaria de aspecto aleatorio; e(f) =
error del sistema; K = constante de ganancia del operador humano; y~ = constante de
tiempo de retraso neuromuscular; m(f) = salida del operador humano; c(f) = salida del
sistema; K¢ = funcién de transferencia de elementos controlados; retencién de primer orden =

[ — e )s](1 + sys)lys.

donde [X] = vector de estado del vehiculo
u = salida del operador o piloto humano
(entrada de control)
[w] = entrada de ruido blanco al sistema
[A] = matriz cuadrada de variables de estado
homogénea con coeficientes constantes
[b] = arreglo de funciones de entrada con
coeficientes constantes (vector)

Los autores suponen que el operador puede estimar
las velocidades de los cambios de estado si se visualizan
un estado o una combinacién lineal de estados. Enton-
ces postulan el siguiente indice de rendimiento cuadra-
tico, que el operador minimiza a fin de realizar la tarea
de control en forma éptima:

Jw = Y qof+Rol+ Go?
i=1

donde J(u) = funcién de costo por minimizar

p = salida del piloto = entrada de control
g = derivada respecto al tiempo o velocidad
X

de u
= variable de estado del vehiculo,
n de ellas

gi» R, G = coeficientes de ponderacién
a%l = varianza promediada de variables
__ de estado
Z = varianza promediada de variables
de control

% = varianza promediada de variables
de velocidad de control
Aqui X = media de X = limy 1/¥[¥X(2)dt =
promedio en el tiempo
0% = varianza = (X — X)* = lim y_1/}
(X — X)? dr
o = desviacién estdndar = Vvarianza
El operador elige una entrada de control en base a la
observacién de las pantallas, de manera que se minimi-
ce alguna suma ponderada del estado promediado y la
varianza de control.

887

33.7.9 Restricciones de disefio

Ciertos pardmetros o restricciones de disefio se en-
cuentran en la base de todos estos modelos. La restric-
cién fundamental divide todos los modelos actuales del
operador humano en dos categorias, segin el tipo de
informacién que se presente visualmente al operador
humano. Estas dos categorias se denominan de perse-
cucién visual y de seguimiento compensatorio. En la
figura 33-7 se ilustra el diagrama de un sistema de per-
secucién visual y en la figura 33-8 el de un sistema de
seguimiento compensatorio. El rendimiento del siste-
ma y los modelos analiticos varfan notablemente entre
las dos configuraciones.

Persecucién visual. Esta se produce cuando la entrada
y la salida se presentan visualmente al operador hu-
mano y €l intenta hacer coincidir la entrada y la salida
del sistema. La punteria de una escopeta a un ave en
vuelo es una tarea de persecucién visual.

Una forma especial de persecucién visual ocurre
cuando se conocen o advierten los valores futuros de la
entrada. El término “precognoscitivo” describe este
caso. La conduccién de un automévil o la biisqueda de
la perilla de una puerta representan dos ejemplos de per-
secucién visual precognoscitiva, puesto que el ope-
rador conoce la posicién futura del camino o de la
perilla.

El comportamiento precognoscitivo, comparado con
la persecucidn visual ordinaria, posee varias caracteris-
ticas tnicas. En el modo precognoscitivo, el individuo
con frecuencia ejecuta movimientos répidos apren-
didos con anterioridad, que se efectian en forma de
ciclo abierto (es decir, sin correccién visual extra una
vez que se inicia el movimiento). Este comportamiento
altamente no lineal no es susceptible de andlisis de
control directo. En consecuencia, no se ha investigado
en forma tan detallada como el comportamiento de
persecucién visual o el seguimiento compensatorio.
Los modelos que incluyen comportamiento de perse-
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cucién visual y precognoscitivo requieren fronteras de
conmutaci6n que delimiten el control de la persecucién
visual, predominantemente lineal, del control precog-
noscitivo, predominantemente no lineal3-16,

Seguimiento compensatorio. El seguimiento compen-
satorio no implica un seguimiento real como la perse-
cucién visual. En una tarea de seguimiento compensa-
torio visual s6lo se presenta al operador la diferencia
entre la entrada y la salida; es decir, el error del siste-
ma. Después, el sujeto actiia de manera tal que anule
el error.

La mayor parte de los modelos de control por opera-
dor humano que se utilizaron y que atin se emplean en
el presente se aplican de manera exclusiva al segui-
miento compensatorio. Entre ellos se cuentan los pri-
meros modelos lineales de Tustin® (ya mencionados),
los modelos cuasilineales de coeficientes constantes de
McRuer y colaboradores®, los modelos de datos mues-
treados de Ward y Bekey!, los modelos adaptativos
de Knoop y Fu'? y de Wasaff'?, los modelos de regre-
sién multiple de Elkind'®, los modelos de filtro 6ptimo
de Wierwille!® y los modelos de control 6ptimo de
Kleinman!4.

De todos estos modelos se pueden deducir ciertas

‘restricciones sobre el rendimiento de un operador hu-

mano. North?® y Fogel?! indicaron la mayor parte de
estas restricciones en la década de 1950, y su natura-
leza bésica se mantiene intacta. Estas restricciones y
algunos ejemplos actuales de su aplicacién se enume-
ran a continuacién (junto con algunas ventajas del sis-
tema con operador humano sobre los sistemas de con-
trol puramente automaticos).

33.7.10 Restricciones del operador humano

1. Tiempo de retardo o de reaccion. Tipicamente
este tiempo es de 0.5 s para un automovilista
distraido, 0.25 s para uno atento, 0.15 s para un
piloto de combate, un atleta o un conductor de
autos de carreras, y 0.10 s es el limite de los
campeones. .

2. Respuesta a la frecuencia maxima para una ta-
rea de seguimiento visual compensatorio ma-
nual, como pilotar un avién por instrumentos.
Tipicamente esta respuesta es de 10 rad/s para
un descenso en la ganancia de —3 dB (potencia
mitad), aunque un cierto rendimiento del segui-
miento se puede extender hasta 20 rad/s. La re-
gla empirica general es que 1 Hz (6.28 rad/s)
constituye el limite del seguimiento sostenido
del operador humano en control manual simple
(dindmica controlada de ganancia unitaria).

3. Generacién de adelanto de fase y orden de la
planta controlada. Una planta de orden cero (di-
namica = K) requiere la generaci6n del adelanto
de fase cero por parte del operador y es la planta
més facil de controlar. Una planta de primer or-
den (dindmica = K/s) requiere un cierto adelan-
to de fase por el operador y es miés dificil de
controlar, como lo indica la menor respuesta a la
frecuencia comparada con la de una planta de
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Sistemas de control con operador humano

orden cero. Una planta de segundo orden (di-
ndmica = K/s?) requiere un adelanto de fase mu-
cho mayor por el operador que una planta de
primer orden y es dificil de controlar, con una
respuesta mdxima a la frecuencia aiin menor.
Intervalo de ganancia del sistema y ganancia
adaptativa del sistema. El operador tiende a pre-
ferir la méxima ganancia compatible con restric-
ciones de estabilidad y linealidad, y su rendi-
miento tiende a ser mayor con ella. Las ganan-
cias inferiores llevan a desempefio lento. Los
primeros cafiones de tanques que investigé Tus-
tin se apuntaban haciendo girar una manivela
muchas veces (que es un método de control de
ganancia muy baja). Sin embargo, la ganancia
debe limitarse para asegurar la controlabilidad
en todos los posibles estados del sistema. Cuan-
do los errores son relativamente pequefios y las
frecuencias de entrada son bajas, cabe utilizar
ganancias mayores, pero cuando los errores son
grandes y las frecuencias de entrada son relati-
vamente altas, se deben utilizar ganancias me-
nores para evitar no linealidades (como llevar la
visualizacién del error mds alla de sus limites) o
para evitar relaciones de ganancia y fase inesta-
bles. Una solucién consiste en emplear ganan-
cias adaptativas variables, que varfan con el es-
tado del sistema. En los modernos aviones de
propulsién a chorro se aplica este método, y en
ciertos automdviles se emplea un mecanismo de
direccién hidriulica de razén variable que intro-
duce una ganancia variable en el ciclo de control
de la direccién. En la actualidad, uno de los
ejemplos més desarrollados de sistema de con-
trol con operador humano de ganancia adaptati-
va variable es el reactor de caza de un motor y
un solo tripulante F-16 de la General Dynamics.
Por si sola, esta nave de rdpida respuesta es esta-
disticamente inestable o casi lo es. La aerodiné-
mica inestable se controla y el avién se hace
operable por medio de un sistema de control
electrénico de ganancia variable adaptativa que
opera las supetficies de control de la aeronave
por medio de seiiales eléctricas de control (el
llamado método de pilotaje por cables). El pi-
loto no controla directamente el F-16, sino que
envia 6rdenes al sistema de control electrénico,
que controla el avién en forma directa.
Probablemente el vehiculo controlado por
operador humano y estabilizado por compu-
tadora de ganancia adaptativa méds famoso sea
el transbordador espacial de Estados Unidos. El
transbordador espacial es pilotado por cables y
lo controlan cuatro computadoras que “votan”
en favor de la accién adecuada.
Ajuste de la ganancia por el modelo de cruce.
En el modelo de cruce de McRuer y colaborado-
res’ se combina el criterio de estabilidad de Bo-
de (que se estudio en la seccion 34.4) con la pre-
ferencia observada de los operadores humanos
de sistemas con dindmica controlada de la forma
K/s. El término “cruce” se refiere al cruce de la
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magnitud de la ganancia de ciclo abierto por el
nivel de 0 dB, que corresponde al nivel critico de
ganancia unitaria. El modelo de cruce establece
que en la regién de control estable el operador
ajusta la ganancia, de manera que en la regién
de 0 dB la magnitud de la ganancia de ciclo
abierto tenga la forma K/s. Con simbolos:

V(i) Y(je) = HOWSomso = € hmso,

dondeY,(jw) = H(s) = funcién de transferen-
cia del piloto u operador
Y.(jw) = W(s) = funcién de transferen-
cia de la aeronave o planta con-
troladas
w, = frecuencia de cruce, rad/s (en @
= a,, | Yp(jor)Ye(jor) | = 0dB)
T = tiempo de reaccién del opera-
dor, s
Para un seguimiento préctico, @, debe ser mayor
que cualquier frecuencia de entrada.

33.7.11 Ventajas del operador humano?

1. Reconocimiento de patrones. En ninguna mé-
quina o computadora ha podido reproducirse la
facultad del operador humano de reconocer pa-
trones y extraer sefiales del ruido en un entorno
operativo de tiempo real.

2. Sensores multimodales. Los sistemas de control
ordinarios no pueden compararse en niimero de
modos sensoriales o grado de resolucién o sensi-
bilidad con el operador humano. Es posible
construir un controlador con mayor sensibilidad
o resolucién en un modo sensorial (como la per-
cepcién de temperatura, color o sonido), pero
sélo a un costo relativamente grande y para un
modo a la vez. Ademds, el operador humano
contiene canales de sensibilidad e informacién
que pueden reconocer un comportamiento peli-
groso o anormal del sisterna (a menudo antes de
que ocurra una catéstrofe).

3. Costo, tamafio, peso, mantenimiento y dispo-
nibilidad. En comparacién con un sistema de
control cualquiera que pueda duplicar todas las
acciones de control que ejecuta un operador hu-
mano, éste presenta las siguientes caracteris-
ticas:

a. Pesa menos.

b. Cuesta menos.

¢. Es relativamente més fécil de mantener.

d. Es relativamente més facil de programar o
capacitar.

e. No hay gastos en su produccién.

Sélo en situaciones especializadas limitadas los pi-
lotos automdticos o robots soldadores han superado al
hombre. Los pilotos automdticos o robots soldadores
no pueden encargarse de situaciones de emergencia o
inusuales. De hecho, su ventaja principal es que se
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Clasificacién de sistemas por modelo matemaético

encargan de operaciones repetitivas estdndares paso
por paso que cansan al operador humano y en conse-
cuencia reducen el rendimiento de éste.

33.8 CLASIFICACION DE SISTEMAS
POR MODELO MATEMATICO

Los sistemas se pueden clasificar segiin la forma del
modelo matemético que describe sus caracteristicas,
tales como:

Ecuaciones diferenciales lineales.
Ecuaciones transformadas de Laplace.
Ecuaciones de estado.

Ecuaciones en diferencias.
Ecuaciones transformadas z.
Ecuaciones de tiempo discreto.
Ecuaciones diferenciales no lineales.

En la tabla 33-2 se resumen los modelos matem4-
ticos que se utilizan para describir las caracteristicas de
los sistemas.

Basdndose en la forma del modelo matematico y la
estructura del sistema, los sistemas suelen clasificarse y
denominarse como sigue:

Sistemas lineales.

Sistemas no lineales.

Sistemas continuos.

Sistemas discretos.

Sistemas de una sola entrada y una sola salida.
Sistemas de entradas y salidas multiples.
Sistemas deterministicos.

Sistemas estocdasticos.

Sistemas 6ptimos.

Sistemas adaptativos.

Cada uno se analiza brevemente desde el punto de
vista de los sistemas.

33.8.1 Sistemas lineales

Un sistema lineal se describe o modela por medio de
una ecuacién lineal. La caracterfstica principal que
identifica un sistema lineal es que cumple la ley de
superposicion. Esta ley establece que la salida del sis-
tema para la suma de dos o més entradas es igual a
la suma de las salidas para cada entrada aplicada por
separado. Se sigue que si la entrada de un sistema
r(tf) produce una salida C(f), entonces una entrada
Kr(#) produce una salida KC(#). Por tanto, si se duplica
la entrada de un sistema lineal, también se duplica la
salida.

Los sistemas lineales se analizan con todos los mé-
todos matemdticos que se mencionaron en la seccién
33-8 y la tabla 33-2, salvo los de ecuaciones diferen-
ciales no lineales.

Otra implicacién del teorema de superposicién es
que la salida de un sistema lineal est4 dada por la con-
volucién de su entrada con la respuesta de pulso del
sistema. Cuando se consideran las transformadas de

Laplace, la convolucién se convierte en multiplica-
cion. Por tanto, en el dominio de Laplace, la transfor-
mada de la salida de un sistema lineal est4 dada por el
producto de su transformada de entrada por la trans-
formada de la respuesta de pulso del sistema. Estaes la
base del andlisis de sistemas lineales mediante fun-
ciones de transferencia, que son las transformadas de
Laplace de las respuestas de pulso del sistema. En la
tabla 34-6 se presenta la integral de convolucién junto
con la superposicién y las transformadas de Laplace.

Los sistemas lineales pueden ser sistemas de tiempo
continuo o de tiempo discreto. Estos iltimos se anali-
zan més adelante en el presente capitulo.

Kuo?*? proporciona una excelente introduccién a
los sistemas lineales. Dertouzos y colaboradores®* han
publicado una introduccién igualmente excelente a la
superposicién y la convolucién.

33.8.2 Sistemas no lineales

Un sistema no lineal se describe por medio de una
ecuacién no lineal. Las principales caracteristicas que
identifican una ecuacién lineal son:

¢ Funciones trigonométricas,
otras no lineales:

exponenciales y

Trigonométricas
C(s) = sen r(t)
Exponenciales de funcion
C@t) = e
Exponenciales enteras
C() = r(®?
o Ecuaciones discontinuas:
C@) = 2r(t)
C=0

(@) > 1
r) <1

¢ Ecuaciones diferenciales con coeficientes varia-
bles, o productos de derivadas:

Lineales
% C) + C(t) = 0
No lineales con coeficientes variables C(t)
@) - % CH+CH=0
Ecuacion lineal de segundo orden
&

5 €O + % C@) + Clt) = 0
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Tabla 33-2. Resumen de métodos matematicos comunes que se aplican en el analisis de sistemas

Tipo de ecuacién Ejemplo Métodos de solucién
Ecuacién d? d. De tanteos, serie infinita
diferencial =2 0 +2 =€) +3C() = (1) de potencias,
lineal e e aproximaciones por
Condicién inicial: C(#)};=0 = ¢(0) irft egracion numel?ri ca,
d . transformada de
y 7 C(t)|t=0 = C(O) Lap]ace
Ecuacién 52C(s) — sc(0) — ¢(0) + 2sC(s) — 2¢(0) + 3C(s) = R(s) Manipulaciones
transformada algebraicas, tablas
de Laplace Para condiciones iniciales cero: de transformadas,
desarrollo en
52C(s) + 2sC(s) + 3C(s) = R(s) fracciones parciales,
integrales de inversién
Ecuacién : Métodos matriciales,
de estado [?} = [ _ g _ %][;?} + [ r?t) il d exponencial de
2 2 X == () matrices de transicion,
t

transformadas de
Laplace, teorfa de
sistemas lineales

Ecuacién en X(K +2)+2X(K + 1) + 3X(K) = r(K)

Sumatoria de series

diferencias infinitas, sumatoria de
Condicién inicial: convolucién, solucién
X(K)|k=0 = X(0) numérica,
v X(K)he1 = X(1) transformadas z
Ecuacién 2X(z) — 22X(0) — zX(1) + 2zX(z) — 2zX(0) + 3X(z) = R(z) Manipulacién algebraica,

transformada z
Para condiciones iniciales cero:

72X(z) + 22X(z) + 3X(z) = R(2)

desarrollo en
fracciones parciales,
tablas de transformadas,
integrales de inversién

Ecuacién X(Ky + 2y) + 2X(Ky + Y) + 3X(KY) = r(Ky)
de tiempo
discreto (Y = tiempo de muestreo constante)

Condiciones iniciales:
X(KY)| k=0 = X(0)
Yy X(KY)|k=1 = X(Y)

Mismos métodos que
para las ecuaciones en
diferencias. Nétese
que X es un entero,
mientras que Ky no lo
es, salvo en el caso
especialy = 15

Ecuacién & dC(®)
diferencial
no lineal

dt

(ecuacién de Vanderpol)

yr CH-N-CH——+Cn=0

Sin solucién en general;
andlisis del plano de
fase, funciones
descriptivas,
aproximaciones por
linealizacién, método
de Lyapunov, método
de Popov, integracién
numérica
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Ecuacion diferencial no lineal debido al término
trigonométrico, A sen C(t)

&?

d
e Cc@ + i CH+AsenC(t) =0
Ecuacion diferencial lineal con funcion
de accionamiento no lineal A sen wt

&

=7 €0 + % C(t) + C(f) = A sen ot

Producto o cuadrado no lineales de la derivada
de primer orden

P d 2
prs ) + [ 7 C(t)] +C(t) =0

Los sistemas no lineales no se comportan conforme
al principio de superposicién. La duplicacién de la en-
trada no duplica la salida, como ocurre con un sistema
lineal. Todos los sistemas reales presentan alguna for-
ma de no linealidad tal como la saturacién, zona muer-
ta, huelgo (movimiento initil), histéresis, esticcién,
friccién de Coulomb o alguna combinacién de ellos.
Los sistemas no lineales se estudian en detalle en las
secciones 34.8 y 34.9.

Gibson?’ presenta una introduccién completa a los
sistemas no lineales. Graham y McRuer? cubren el
tema y ponen de relieve la descripcion de funciones
correlacién y la densidad espectral de potencia, que
utilizan en un trabajo posterior sobre modelos lineales
y no lineales de pilotos humanos.

33.8.3 Sistemas continuos

Los sistemas continuos se describen por medio de
ecuaciones o modelos en los cuales el tiempo varia en
forma continua. Los sistemas continuos a menudo se
denotan como sistemas analégicos y suelen describirse
por medio de ecuaciones diferenciales, ecuaciones de
estado o ecuaciones transformadas de Laplace. Un sis-
tema continuo verdadero no contiene elementos dis-
continuos, tales como relevadores, conmutadores o
dispositivos digitales. Sin embargo, un sistema conti-
nuo por tramos puede contenerlos. Entre unos cam-
bios discontinuos cualesquiera, tales como el encen-
dido o apagado de un motor cohete, el sistema conti-
nuo por tramos se analiza sobre una base continua. Los
sistemas continuos pueden ser lineales o no lineales.

D’Azzo y Houpis®” presentan una introduccién muy
amplia a los sistemas continuos.

33.8.4 Sistemas discretos

Un sistema discreto se describe por medio de ecuacio-
nes en diferencias y no de ecuaciones diferenciales.
Dentro de un sistema discreto, algunas de las variables
cambian en forma discreta escalonada. A menudo se
emplean filtros para suavizar este comportamiento es-
calonado antes de que se produzca la salida del siste-
ma, de manera que la salida de un sistema discreto a
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menudo es una funcién continua suave del tiempo. Ti-
picamente, un sistema discreto muestrea una funcién
de tiempo para producir datos muestreados que enton-
ces se procesan. Los sistemas discretos suelen contener
uno o més de los siguientes elementos:

® Interruptor de muestreo (muestreador de pulsos
o elemento de muestreo y retencién).
Elemento de retencién (retencién de orden cero
o generador de “furgones”, retencién de pri-
mer o segundo orden).
Convertidores A/D y D/A (A = seiial anal6gica
o continua, D= cddigo digital, que se mantiene
constante un tiempo de muestreo).
Relevadores o interruptores.
Procesador de sefiales digitales (filtro o contro-
lador especializado, o todo un sistema de com-
putacién).

El crecimiento de los sisteras discretos es paralelo
al de las computadoras digitales, en especial las micro-
computadoras. Antes de 1970, casi todos los sistemas
de hardware eran de naturaleza continua. A princi-
pios de la década de 1980, los sistemas discretos sobre-
salieron en aplicaciones militares y aeroespaciales, en
especial en las dreas de direccién, gufa y control. En el
terreno comercial, el control digital directo, ¢l control
numérico de maquinas herramientas y los robots in-
dustriales son ejemplos de sistemas discretos.

Cadzow? ha publicado una introduccién completa a
los sistemas discretos

33.8.5 Sistemas de una sola entrada y una sola salida

Los sistemas de una sola entrada y una sola salida se
pueden reducir a una expresién que relaciona la entra-
da del sistema con su salida. Son ejemplos de estos
sistemas los sistemas reguladores, tales como los de
control de temperatura, presién o velocidad. La entra-
da es la temperatura, presién o velocidad deseadas y
la salida es la temperatura, presién o velocidad regu-
ladas.

Un sistema de una sola entrada y una sola salida
puede ser un componente de un sistema mucho mayor
que contenga otras sefiales. En realidad no puede ha-
ber un sistema de una sola entrada ya que, adem4s de
la entrada pretendida, siempre hay otras entradas ex-
traiias que ocasionan perturbaciones generadas por ra-
fagas de viento, olas, variaciones de temperatura o
cualquier otra fluctuacién externa que afecte al sistema
(p. ¢j., ruido).

Un libro con ejemplos })récticos de sistemas de con-
trol, como el de Shinner®, proporciona muchos ejem-
plos de sistemas de una sola entrada y una sola salida.

33.8.6 Sistemas de entradas y salidas miltiples

En un sistema de entradas y salidas muiltiples, cada
salida es afectada por una o més entradas. Una salida
también puede ser afectada por otras salidas. La mayor
parte de los sistemas complejos grandes son de la va-
riedad de entradas y salidas miltiples. Por ejemplo, un
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sistema de control de Ia posicién de un satélite tipica-
mente controla tres coordenadas angulares y sus ve-
locidades. Por tanto, el sistema tiene seis salidas.

En un sistema de entradas y salidas miltiples no in-
teractivas las variaciones en una entrada sélo afectan
una salida. Conceptualmente, este sistema puede se-
pararse en un conjunto de sistemas de una sola entrada
y una sola salida, todos contenidos en un gran marco
de referencia. Por ejemplo, un sistema de control de
procesos podria tener varias entradas, como materias
primas, temperaturas, gastos hidrdulicos y presiones, y
podria generar varias salidas de producto. Es deseable
que una sola entrada controle por separado cada sa-
lida, para facilitar la produccién variable. Por tanto, se
busca un sistema de entradas y salidas multiples sin
interaccién. Por lo general esto no sélo es dificil, sino
imposible de conseguir. Ocurre interaccién entre las
entradas, y algunas de las entradas o todas ellas se
deben ajustar para hacer variar una de las salidas en
una forma deseada. En un libro verdaderamente so-
bresaliente, Ogata?® analiza este problema empleando
matrices espaciales de transferencia de estado. En otro
libro breve pero lleno de realidades, Owens®® también
estudia los sistemas de entradas y salidas miiltiples.

33.8.7 Sistemas deterministicos

La salida de un sistema deterministico se establece de
manera Unica para todo el tiempo a partir de las condi-
ciones iniciales y sefiales de entrada. Es deseable que
un sistema sea deterministico, de manera que no haya
incertidumbre en la salida del sistema. Un sistema des-
crito por medio de una ecuacién diferencial o en di-
ferencias con coeficientes constantes sin entradas de
perturbacién o ruido es un sistema deterministico. En
la realidad, siempre existen entradas de perturbacién
extrafias, que producen fluctuaciones aleatorias en la
salida del sistema. Por tanto, para tener un sistema
deterministico en la préctica, estas perturbaciones ex-
ternas aleatorias deben ser insignificantes.

En la mayor parte de los libros que abordan el tema
de la teoria del control, particularmente libros intro-
ductorios como el de D’ Azzo y Houpis?’, s6lo se anali-
zan sistemas deterministicos.

33.8.8 Sistemas estocisticos

Los sistemas estocdsticos estdn sujetos a variables o
procesos aleatorios o los emplean, y se analizan por
medio de métodos estadisticos. La salida de un sistema
estocdstico no puede determinarse de manera tGnica en
un instante cualquiera, sino que la respuesta esperada
de la salida puede determinarse dentro de una varianza
calculada. Tipicamente un sistema estocistico tiene
una seifial de entrada ruidosa. El objetivo que se busca
en el disefio de un sistema es un sistema que responda
a la sefial de entrada subyacente y no al ruido que
degrada esta seiial. El efecto del ruido se minimiza por
filtrado. En el proceso de filtrado se pueden emplear
promedio o correlacién de sefiales, filtros analégicos o
digitales, o filtros ponderados de retroalimentacion
o de Kalman. Los pardmetros del filtro requerido de-

penden de la planta controlada por el sistema y de las
caracteristicas de las sefiales de entrada y de ruido. Si
alguno de éstos varia en forma significativa, también
cambian los pardmetros del filtro requerido. Por tanto,
para ser en verdad efectivo, un sistema estocéstico de-
be poder cambiar sus pardmetros de filtrado conforme
a las variaciones en las propiedades estadisticas de las
sefiales degradadas por ruido. Aunque estos sistemas
estocdsticos ya se han analizado, se han construido
muy pocos. En casi todos los sistemas estocdsticos se
supone estadistica constante estacionaria de ruido*, en
particular ruido blanco (en todas las frecuencias) con
distribucién de probabilidad gaussiana en forma de
campana. En ocasiones se supone ruido de color (de
banda de frecuencia limitada).

Dos razones para suponer una distribucién de pro-
babilidad gaussiana estacionaria son:

1. Muchas perturbaciones aleatorias y seiales de
tuido se calculan en forma muy aproximada por
medio de una distribucién de probabilidad gaus-
siana, que s estacionaria o no cambia si se des-
plaza el origen del tiempo.

La distribucién de probabilidad gaussiana esta-
cionaria es matemdaticamente atractiva. Su fun-
cién de autocorrelacion?s:

2.

Y

V-

> (33-1)

Onn(7) = lim yn(t + Dn(t)dt
Yoo

s una funcién pulso Ko(t) cuya transformada

de Laplace es simplemente K, donde K es el

peso o drea situada bajo el pulso delta de Dirac

8(t). K estd dada por ¢,.(0), que se denomina

valor cuadrético medio de n(s).

Los sistemas estocésticos con entradas aleatorias a
menudo se analizan mediante funciones de correlacién
y funciones espectro de densidad de potencia. Estas
tltimas también se denominan espectro de potencia o
densidad espectral de potencia. Las funciones corre-
lacién son funciones del tiempo (correlacién cruzada
para dos sefiales, autocorrelacién para una sefial consi-
go misma). Las funciones densidad espectral de poten-
cia son transformadas de Fourier o de Laplace de las
funciones autocorrelacién y, por tanto, son funcio-
nes de la frecuencia. Las transformadas de las fun-
ciones correlaciéon cruzada (de tiempo) se denomi-
nan funciones densidad espectral de potencia cruza-
da o funciones densidad espectral cruzada; éstas
también son funciones de la frecuencia®’. Algunos
de los simbolos empleados para estas cantidades son
los siguientes:

Seriales de tiempo, r(2) y c(f)

Expresiones para los términos de correlacién y
densidad del espectro de potencia son:
Autocorrelacién. ¢,(t) y ¢..(t) [véase @un(T),
dado antes para la definicién completa]:

*Las propiedades estadisticas de una funcién estacionaria no
cambian si se desplaza el origen del tiempo.

896




Clasificacion de sistemas por modelo matemético

Correlacién cruzada

o1 JV
Or(T) =\}1n:° N _Yr(t)c(t + 1)dt (33-2)

Densidad espectral de potencia
@, (w)=s(w)=s{w)=s5,(N=Y (=Y (w) =Y, (jo)=

= @(s)
Transformada de Laplace de dos lados

-

D,.(s) = J._wq),,(t)e‘"dr donde s =0+ jw (33-3)

Transformada de Fourier

d)rr(w) = d)rr(s)|s=jw = I_wQ’r(T)e—jwldT (33-4)

Densidad espectral de potencia cruzada

®.(s) = Or(joo) = Or(w) = (W) = Yrew)

D,.(s) = J_“¢,c(r)e‘s’dr (33-5)

©

®,(w) = J_w¢,c(1)e'fw’dr = (Drc(s)|s=jw (33-6)

Para la figura 33-14, las relaciones deterministica y
estocastica son como sigue:

C(s) = G(s)R(s) = R(s)G(s) (33-7)

Be(s) = G(S)G(= )P(s) = G(— $)G(s)®r(s)
(33-8)

t t
)= Jog(r)r(t - ndt= Jor(t)g(t - 7dt (33-9)
Convolucién integral r(f) = 0, t < 0
1 c1+jo
Occ(T) = 5= G(5)G(—5)DP,(s)e’"ds
275 c1jeo
(33-10)
Integral de inversién de Laplace; ¢; = cons-

tante elegida para la convergencia (por lo ge-
neral ¢; = 0)

Frecuencia negativa
®,.(s) = D,(— 5) (33-11)

®,(s) = Dor(— 5) (33-12)

Suma o diferencia de sefiales’ (véase la fig. 33-15)

e(t) = r(t) — c(f) (33-13)

E(s) = R(s) = C(s) (33-14)
Pee(1) = 9(1D) + PeeT) — (1) — Gr(r)  (33-15)
Dee(s) = ¢rr(s) + PeclS) = Prcls) — @er(s) (33-16)

Para la suma de dos sefiales, se cambian por positi-
vos todos los signos negativos de las cuatro ecuaciones
anteriores y la figura 33-15.

33.8.9 Sistemas optimos

Un sistema 6ptimo tiene el mejor desempefio posible
conforme al criterio especificado de “bondad” y las
restricciones especificadas. Una restriccién es toda re-
lacién que deba satisfacerse tal como “el consumo ma-
ximo de combustible no excederd de 1 000 kg”, “la
temperatura méxima no pasard de 1000 °C” o “el
costo maximo no excederd de $1000”. El criterio
de “bondad” se denomina criterio, medida o indice de
rendimiento, funcion de costo o factor de mérito. Este
fndice de rendimiento es una funcién de las variables
del sistema y se maximiza o minimiza por medio del
proceso de optimizacién. El sistema 6ptimo resultan-
te depende en gran medida de la eleccién del indice
de rendimiento. Por lo general, al cambiar el indice de
rendimiento el sistema resultante cambia.

Las medidas del rendimiento suelen estar represen-
tadas por integrales de cantidades cuadradas, tales co-
mo la integral del error al cuadrado que se debe mi-
nimizar. Cuando se emplean ecuaciones matriciales de
variables de estado, como medida del rendimiento
suele considerarse la integral de una funcién positiva
definida (que por lo general es una forma cuadritica).
En el caso escalar, una forma cuadrética se reduce a
una variable al cuadrado.

Una forma cuadrética bidimensional del vector X =
[X1, X2]7 es:

_ _ a a X
R = xmax = x| 4 22 | ]

Multiplicando:

apXy + apXs

F(X) = [Xi, XZ][anXl + 2k =anXi + anXoX1 +

+ apXiXs + a22X§

Ahora F(X) = F(X1, X») es positiva definida si

.F(X) >0 para X # 0, y F(X) = 0 sélo para X = 0.
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En el caso escalar, F(X) = F(X)) = a; X3

La integral de formas cuadraticas o variables al cua-
drado se usa con una funcién de costo o indice de ren-
dimiento, puesto que esta integral es mondtona e in-
dependiente del signo de las variables. Por tanto, si la
variable se relacionara con el error, un error positivo o
negativo incrementaria la funcién de costo. La tnica
manera de minimizar tal funcién de costo consiste en
mantener el error préximo a cero. Un error negativo
no puede cancelar un error positivo posterior. Los pro-
cedimientos de optimizacién de un sistema se analizan
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CUATRO ENTRADAS POSIBLES

CUATRO SALIDAS CORRESPONDIENTES

"t -6 7 N S— {/} <« FUNCIONES DE TIEMPO
& l7) gt) > &d7T  « AUTOCORRELACION DE
LAS FUNCIONES DE TIEMPO
R(s) —ee——3»{ G(s) |—> C(s) «  TRANSFORMADAS DE LAPLACE
DE LAS FUNCIONES DE TIEMPO
&As) el G(s) 3= ¢, {s) <« DENSIDAD ESPECTRAL
DE POTENCIA O
TRANSFORMADA DE
LAPLACE DE FUNCIONES
AUTOCORRELACION
Fig. 33-14. Funciones de transferencia®.
) eft) <« FUNCIONES DE TIEMPO
+
=T ctt
&, (1) ,{7) < AUTOCORRELACION DE FUNCIONES
+ DE TIEMPO
Dol 7)
R(s) E(s) « TRANSFORMADAS DE LAPLACE
+ DE FUNCIONES DE TIEMPO
-1 Crs)
DENSIDAD ESPECTRAL
®pls) > Pe.(s) < DE POTENCIA O TRANSFORMADA
DE LAPLACE DE FUNCIONES
D, 8) AUTOCORRELACION

Fig. 33-15. Suma de diferencia de sefiales. Sélo se utiliza uno de los cuatro conjuntos
posibles de seriales a la vez.

con detalle en las secciones 34.11 a 34.14. Ogata® pre-
senta una introduccién concisa pero en extremo clara a
los sistemas optimos (secciones 7.3 a 7.6).

33.8.10 Sistemas adaptativos

Los sistemas adaptativos modifican sus pardmetros o
estructura internos en respuesta a cambios en la tarea
de control. Estas variaciones suelen deberse a la di-
ndmica cambiante del sistema ocasionada por variacio-
nes internas o externas®$, Ejemplos de estas variacio-
nes son el cambio en la masa del vehiculo debida al
consumo de combustible o el cambio en las fuerzas de
control aerodindmicas debido a cambios en altura, ve-
locidad o ambas del vehiculo. Estas variaciones tam-
bién pueden atribuirse a cambios en el tipo de sefiales
de control y al tipo de ruido que degrada la sefial de
control.

El tipo m4s comun de sistema adaptativo cambia las
ganancias internas para tratar de mantener las carac-
teristicas del sistema independientes de variaciones en
los pardmetros del sistema. Para lograr esto, las carac-
teristicas del sistema se determinan comparando la
salida del sistema con su entrada. Las caracteristicas
resultantes se comparan entonces con una serie de ca-
racteristicas deseadas o con un modelo de referencia.
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Las ganancias adaptativas se ajustan para optimizar
alguna funcién de rendimiento o factor de mérito en
base a esta comparacién de caracterfsticas.

Por ejemplo, la dindmica de avance de una aeronave
a menudo se describe por medio de dos conjuntos de
polos en el plano complejo (los polos de dindmica
de periodo corto y los de periodo largo o fugoides). La
posicién de estos polos, que corresponde a su frecuen-
cia y amortiguamiento asociados, cambia con la al-
titud, velocidad y peso de la nave. En base a pruebas
de manejo con pilotos se conoce la posicién deseada de
estos polos. Si el subsistema de medicién de un contro-
lador de sistema adaptativo determina que estos polos
han salido de las cotas deseables, el controlador adap-
tativo cambia las ganancias de ciclo ajustable de los
diversos ciclos de control. El procedimiento de despla-
zamiento de polos se conoce como incremento de la
estabilidad, y las ganancias de ciclo ajustable son los
controles adaptativos del sistema de incremento de la
estabilidad.

Para medir o establecer las caracteristicas de un sis-
tema, suele aplicarse una entrada de prueba especial
mediante uno de dos métodos. En el primer método se
puede aplicar una entrada determinfstica, tal como un
pulso que se aproxima a una entrada delta de Dirac,
cuando el sistema est€ casi en equilibrio. La salida dar4
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el valor aproximado de la funcién de ponderacién del
sistema. En el caso de que tales perturbaciones no re-
sulten tolerables, puede agregarse a la entrada de con-
trol real una sefial de ruido aleatoria estacionaria
generada a propdsito con media cero, y entonces es
posible determinar la funcién de transferencia del sis-
tema a partir de métodos de densidad espectral de po-
tencia; es decir?s:

D,.(s)
D,.(s)

donde G(s) = funcién de transferencia de la planta
por determinar
n = entrada de ruido al sistema
e = entrada de la planta
¢ = salida de la planta
®,.(s) = espectro de potencia cruzada,
ruido-salida de la planta
@,.(s) = espectro de potencia cruzada,
ruido-entrada de la planta
como se define en este capitulo para los sistemas esto-
césticos.

El diagrama de bloques correspondiente se muestra
en la figura 33-16.

Una vez mds, Ogata® presenta una introduccién
breve, licida y relativamente completa a los sistemas
adaptativos. Si se busca un solo libro que abarque to-
dos los temas sobre la teorfa del control que se analizan
en la seccién 33.8, serd dificil, si no imposible, encon-
trar uno superior.

G(s) =

33.9 RESUMEN DEL PROCESO DE DISENO
DE SISTEMAS

El proceso de disefio de sistemas se inicia con un plan-
teamiento teérico del problema, que incluye la defini-
cién de algunos o todos los siguientes 14 pasos:

1. ;Qué se supone que hace el sistema?

2. ;Cudles son las entradas del sistema?

3. ;Cuadles son las salidas del sistema?

4. ;Cuales son las restricciones del sistema?

5. (Cudles son las alternativas de cada uno de los
primeros cuatro pasos?

6. (Qué efectos tendrd el sistema sobre dispositi-
vos que interactdan con €l, y viceversa?

7. (Cuidles son los beneficios previstos del sis-
tema?

8. ;Cudles son los costos previstos del sistema?

9. ;Qué disposiciones deben o pueden tomarse
para futuras modificaciones y contingencias no
previstas?

10. ;Cudles son los componentes o subsistemas
principales del sistema?

11. ;Qué especificaciones deben cumplir los com-
ponentes o subsistemas para que el sistema ten-
ga un rendimiento satisfactorio?

12. ;Cudl es el tiempo previsto para el diseiio,
construccién, prueba y consecucién de cada
componente o subsistema del sistema?

13. ;Qué recursos (personal, méquinas, instala-
ciones, capital) deben asignarse al sistema?

14. ;Cual es la importancia relativa de cada uno de
los pasos anteriores para el sistema particular?
(Pueden omitirse algunos pasos?

Con los primeros cinco pasos esencialmente se in-
tenta definir el sistema desde el punto de vista del ren-
dimiento. Para tener éxito, todo proceso de disefio
debe contener una definicion clara y especifica del sis-
tema. Dado que un sistema cualquiera, como un siste-
ma de control de antenas, puede ser un componente de
un sistema mayor (p. €j., un sistema de aterrizaje por
radar), considerar las interacciones del sistema (paso
6) puede ser de importancia decisiva en el proceso de
definicién. Si se producen varias tentativas de disefios
del sistema, los pasos 7 y 8, evaluacién de los benefi-
cios y costos esperados del sistema, sirven para compa-
rar los méritos relativos de cada disefio de sistema.

El disefio de sistemas es un proceso iterativo. Todos
los sistemas complejos producidos hasta la fecha han
requerido modificaciones, correcciones, ajustes y al-
teraciones de un tipo u otro. Un sistema debe disefiar-
se teniendo presente la modificacién. Por tanto, debe
contener puntos de prueba, componentes modulares
conectables, tableros de acceso, alambres de repuesto,
puntas de contacto, conectores, mdédulos, zécalos y
memoria extra. S6lo con esta filosofia se puede disefiar
un sistema 6ptimo y de costo minimo.

Una vez disefiado un sistema teérico en borrador,
éste se divide cominmente en subsistemas, a lo largo
de lineas funcionales. Todo el proceso por pasos se
vuelve a aplicar después a los subsistemas, en forma
iterativa, y se agregan detalles al disefio. Si el sistema
es grande, complejo y costoso, cada subsistema se
puede disefiar en un orden secuencial determinado por
un programa administrativo, que se describi6 en la sec-
cién 33.6. A medida que continia el disefio tedrico se
examina cada componente de manera periddica en re-
lacién con los siguientes tres factores clave®:

1. Idoneidad. ;Realizara el trabajo?

2. Factibilidad. ;Se puede manufacturar?

3. Aceptabilidad. ;Justifica su desempeiio los cos-
tos estimados en términos de tiempo, materia-
les, personal y dinero?

Cabe evaluar o juzgar diversos disefios mediante la
aplicacién de las técnicas que siguen:

1. Factores de mérito. Factores de rendimiento de-
seable, como resistencia, exactitud, potencia.

2. Meétodos de optimizacién. Se analizan en las
secciones 34.11 a 34.34; se utilizan para maximi-
zar un factor de mérito.

3. Construccion y prueba del modelo. Mediante el
uso de modelos fisicos 0 matemaéticos.

4. Simulacién por computadora. Se utiliza junto
con los modelos matemadticos o fisicos.

5. Prueba de comparacion. Se emplea cuando va-
rios disefios de subsistemas diferentes se llevan
hasta su terminacién.
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ENTRADA
DE CONTROL
+n(t) e(t) PLANTA Crt)
G(s

+ ERROR (©) SALIDA DE
- = LA PLANTA

= ENTRADA

DE LA PLANTA
RETR.
H(s)

Fig. 33-16. Determinaciéon de G(s) a partir de funciones
densidad espectral de potencia, con entrada de ruido aleatorio
n(t) = n.®,(s) = [= =@n(t)e~5"d7 (transformada de Laplace
de dos lados); G(s) = @uc(s)/DPue(s); Pne(t) = limr,x
(12D)L .(t)e(t + t)dt (correlacién cruzada). RETR.
retroalimentacién.

Una vez que se ha producido un disefio teérico en
forma de diagramas de bloques, programas de compu-
tadora, copias heliograficas de planos, modelos, espe-
cificaciones e informes, se inicia el proceso de disefio
del sistema fisico real. Cada componente o subsistema
se disefia o compra fisicamente de manera que se cum-
plan todas las especificaciones del sistema. Este tam-
bién es un proceso iterativo, en el que s¢ examinan los
componentes fisicos y después se redisefian si es ne-
cesario para cumplir con las especificaciones que se
pidan.

En la prictica, el proceso de disefio tedrico puede
legar a fallar en algin punto, y un subsistema que
originalmente se juzg tedricamente adecuado, facti-
ble y aceptable resulta ser dificil o imposible de disefiar
y producir de manera fisica. En este caso se requiere
un disefio tedrico completamente nuevo. En un caso u
otro, el disefio de un sistema fisico por tltimo se lleva a
término, y se construyen e interconectan los subsiste-
mas prototipo.

El sistema fisico completo debe probarse entonces
para saber si se cumplen las especificaciones, para de-
terminar si surgen problemas que requieren redisefio y
para verificar la confiabilidad, susceptibilidad de re-
cibir mantenimiento y disponibilidad del sistema. Aun-
que todo parezca satisfactorio, el trabajo atin no termi-
na. Se deben hacer esfuerzos para reducir el costo
inicial y el costo del ciclo de vida del sistema (que in-
cluye el costo de operacién) sin reducir el rendimiento
o para mejorar el rendimiento sin incrementar los cos-
tos. Ademads, deben continuar las pruebas de confiabi-
lidad a largo plazo, susceptibilidad de recibir mante-
nimiento y disponibilidad, especialmente cuando se in-
troducen cambios en el disefio.

Por este motivo, el proceso de disefio de sistemas
complejos grandes es iterativo y nunca concluye real-
mente. El objetivo de mejorar el rendimiento del siste-
ma, mejorar la confiabilidad, susceptibilidad de recibir
mantenimiento y disponibilidad, y reducir el costo de
operacién continda durante toda la vida del sistema.

Otros detalles de manejo del proceso de disefio de
sistemas pueden consultarse en Hillier y Lieberman,
Cook y Russell’” o Huysmans®,
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Control automatico

34.1 INTRODUCCION

El control automdtico es una rama de la teoria de los
sistemas a la que concierne el control de entidades o
dispositivos fisicos. Las configuraciones de los dispo-
sitivos varian con el objetivo y la funcién de éstos.
Algunos ejemplos son el control del flujo de agua que
pasa por una turbina, la regulacién de la temperatura
de un horno de difusién y la estabilizacién de la orien-
tacién de un satélite de comunicaciones.

Los antiguos griegos disefiaron sistemas de control
automidtico del tipo de regulacién, que tenfan la finali-
dad de mantener constante ¢l nivel de fluido contenido
en un recipiente, aunque en forma periédica se sacara
algo de ese fluido. En el tanque de agua del inodoro
actual se utiliza un disefio similar, donde el nivel de
fluido se mantiene constante aunque la mayor parte
del liquido se desaloje cada vez que se limpia el inodo-
ro. Este es uno de los ejemplos més antiguos de siste-
ma de control por retroalimentacién de ciclo cerrado
del tipo regulador. En estos sistemas el nivel de fluido
del recipiente se detecta con un flotador que retroa-
limenta la informacidn a través de un reenvio mecénico
con una vélvula y admite més fluido de un depésito o
tuberfa cuando desciende el nivel de éste.

El prolifico autor Herén de Alejandria descubri6 un
“dispensador de vino” que él disefi en el afio 50 d.C.,
el cual mantenia llena una copa por medio de un re-
gulador flotante!.

Segtin Mayr!, el primer sistema de control automati-
co se incorporé a una clepsidra (reloj de agua), diseiia-
da y construida por el disefiador y constructor de ma-
quinaria griego Ctesibios, que trabajaba al servicio del
rey egipcio Tolomeo II de Alejandria hacia el afio 300
a.C. El control automético era una vélvula flotante que
mantenia constante el nivel de liquido en un pequefio
tanque elevado. El pequeiio tanque, a su vez, contenia
un pequeiio orificio por el cual caja agua a un tanque
mucho mayor, que se llenaba lentamente. El nivel de

agua en el tanque mayor elevaba un flotador conec-
tado a una aguja que indicaba las horas. El flotador
regulador de Ctesibios era parecido a la vilvula de flo-
tador actual que se utiliza en los carburadores de los
automoviles, més de 2 000 afios después.

Desde estos inicios, el control automético se desa-
rroll6 hasta encontrarse ahora en casi todos los aspec-
tos de la vida diaria. En la tabla 34-1 se presenta una
lista de adelantos importantes en el drea del control
automatico.

En la tabla 34-2 se resume el origen del control por
la era cronolégica, mientras que en la tabla 34-3 se
enumeran las cinco 4reas de control existentes y se dan
muchos ejemplos; en la tabla 34-4 se enumeran siete
dreas del control en evolucién y se presentan numero-
sos ejemplos.

34.2 CONTROL AUTOMATICO CLASICO

El control automdtico cldsico trata sobre el andlisis y
disefio de sistemas lineales de control de ciclo abierto
mediante diagramas de bloques, funciones de transfe-
rencia de la transformada de Laplace y métodos del
dominio de la frecuencia.

Sistema de control de ciclo abierto. En la figura 34-1 se
muestra un sistema de control de ciclo abierto. Existe
cierta relacién entre la salida y la entrada, de manera
que la entrada cambiante hace que la salida cambie en
forma conocida. La relacién entre la entrada y la salida
se puede llamar ganacia del sistema, funcién de trans-
ferencia del sistema, funcién de ponderacion del siste-
ma o funcién de planta del sistema. En el ejemplo de la
figura 34-1, una vélvula de agua controla el flujo en la
regadera (ducha). La entrada al sistema es la posicion
angular de la llave de la vélvula y la salida es el gasto
del agua. A medida que se da vuelta a la llave aumenta
el 4ngulo de entrada 6, al igual que el gasto del agua

VALVULA
N\
SUMINISTRO DE AGUA e
o REGADERA
I
ANGULO DE LA VALVULA
(ENTRADA)
GASTO DE AGUA, Q,,
faj (SALIDA)
K
——] K — O St}
Y Qu b; Qu
(ENTRADA) (SALIDA) (ENTRADA) (SALIDA)
(b) fe)

Fig. 34-1. Sistema de control de ciclo abierto; gasto de un grifo de agua: a) esquema del sistema fisico;

b) diagrama de bloques; ¢) diagrama de flujo. Ecuacién aproximada del modelo lineal: Q,, = X - 6,

donde Q,, = salida del sistema = gasto de agua, gal/min; 6; = entrada del sistema = dngulo de la vélvula
de agua, rad; y K = constante de proporcionalidad, ganancia o funcién de transferencia.
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Control automatico

Tabla 34-2. Origenes del control

Era de la
primera
aparicion

Tipo de

control Ejemplos

300-200 a.C. Mecénico Reguladores de presién,
reguladores de
velocidad mecénicos,
valvulas de flotador,
control neumdticoe
hidraulico,
reguladores de
temperatura

Relevadores. motores,
resistores de cursor,
interruptores,
sistemas
autosincronicos,
termostatos,
presostatos

Siglo x1x Eléctrico

Siglo xx Electronico  Servoamplificadores(de
bulbosotransistores),
fotoceldas,
transductores
electrénicos, pilotos
automaticos, Servos
de guiamiento,
robdtica

Finales del  Digital Motores paso a paso,
siglo XX convertidores A/D y

D/A, computadoras
digitales, filtros di-
gitales, control di-
gital directo, control
numérico de méqui-
nas herramienta, ro-
bética digital, siste-
mas de control con
entrada visual

Q.. sobre cierto intervalo limitado. En este intervalo,
Q.. es proporcional a 6; y se puede describir por medio
de la ecuacién lineal:

Ow=K"6,

donde Q,, = salida del sistema = gasto del agua, gal/
min .
6; = entrada del sistema = 4ngulo de la llave
del agua, rad
K = constante de proporcionalidad, ganancia

) o funcién de transferencia

Este es el sistema de ciclo abierto més simple, con
una ganancia o funcién de transferencia constante en el
intervalo para el cual el sistema es lineal.

El intervalo lineal es muy pequefio para una vélvula
de regadera doméstica estandar (ducha) y a menudo
no tiene un angulo mayor de 1 rad, mientras que, con
frecuencia, la llave de la vélvula puede hacerse girar
docenas de radianes. Sin embargo, suele utilizarse un

modelo lineal de la vdlvula (como en la figura 34-1)
aunque ésta sea no lineal, ya que el modelo lineal
puede someterse a un andlisis matematico lineal y las
ecuaciones diferenciales lineales se resuelven sin di-
ficultad en forma cerrada. La funcién de transferencia
de la transformada de Laplace es la herramienta més
comiin que utiliza el ingeniero de control para resolver
ecuaciones diferenciales lineales. No se puede aplicar
en general para resolver ecuaciones diferenciales no
lineales. Las ecuaciones diferenciales no lineales por lo
general no se pueden resolver en absoluto en forma
cerrada. Por tanto, antes de la era de la computadora
se daba gran importancia a la obtencién de modelos de
sistemas linealizados, aunque el sistema fuese no li-
neal. De hecho, todos los sistemas fisicos se vuelven no
lineales a medida que llegan a sus limites respectivos
de momento torsional, aceleracion, temperatura, vol-
taje u otro pardmetro fisico.

Todos los modelos lineales de sistemas fisicos son
aproximaciones. Cualquier modelo que se analice con
el método de la funcién de transferencia de la transfor-
mada de Laplace es una aproximacién. A medida que
se aproximan los limites, estos modelos fallan.

Sistema de control de ciclo cerrado. La caracteristica
distintiva de un sistema de control de ciclo cerrado es
una comparacion entre el valor deseado de alguna va-
riable del sistema y el valor fisico real de esa variable.

“ La diferencia entre estos dos valores se denomina

error. Después se aplica la sefial de error como entrada
a ciertos componentes del sistema configurados de ma-
nera que esa sefial tienda a cero. Conforme se reduce
el error, se aproxima el valor deseado de la variable del
sistema seleccionada. Con mayor frecuencia el valor
que se desea de la variable es la salida del sistema. En
la figura 34-2 se ilustra un sistema de ciclo abierto que
se utiliza para dar calefaccién a una casa.
Los sistemas de ciclo cerrado pueden disefiarse de mo-
do que sean muy exactos, a fin de reducir los efectos de
las variaciones de los componentes internos y de las
perturbaciones aleatorias. Esta es su ventaja principal.
Su desventaja es que puede ser inestable, aunque to-
dos sus componentes sean individualmente estables.

Los sistemas que se acaban de exponer tienen entra-
das y salidas tnicas. Ejemplos de estos sistemas son el
control termostatico de un horno doméstico (sistema
de ciclo cerrado) o el control del gasto de un grifo de
agua (sistema de ciclo abierto).

Los sistemas de entradas y salidas miltiples se anali-
zan en la seccién 33.8.

34.3 REPRESENTACIONES DE LOS
SISTEMAS CLASICOS DE CONTROL*

Se aplican tres métodos para describir un sistema de
control automdtico lineal invariante en el tiempo:

*OgataS, Kuo” y Shinners® abarcan en forma integral Jas re-
presentaciones de los sistemas de control clésicos. La cober-
tura que hace Ogata de las graficas de flujo de sefiales es
particularmente licida.




Representaciones de los sistemas clasicos de control

Tabla 34-3. Areas de control existentes

Tipo de control Ejemplos
Reguladores®, reguladores autométicos, Temperatura, presién, humedad, aforo, gasto, peso
controladores de punto de fijacién especifico, velocidad®, aceleracién?, posicién®, voltaje,

corriente, frecuencia, fase, nivel de iluminacién, nivel de
sonido, densidad de flujo magnético, momento de
torsion, fuerza

Servos¢, servomecanismos, control de El sistema de control generalizado opera con las mismas
persecucién variables que el sistema regulador, pero la entrada y la
salida suelen ser funciones que varfan en el tiempo. Las
variables de control tipicas son las mismas que se citaron
para los reguladores

Control numérico?, control de méquinas Torno de revélver; taladradora de plantillas; prensa
herramienta taladradora de husillos multiples; torno vertical;

fresadora de tres ejes; soldadora por puntos; cortadora
de metal por llama de gas (oxi-corte) de dos ejes;
cortadora de telas, cortadora de metales y cincelador de
madera de rayo ldser de dos ejes; cepillo limador;
cambiadores de herramientas o de brocas; lineas de
transferencia, control de pailas o plataformas

Control digital directo® Linea de montaje automatizada, control de procesos
quimicos, control de plantas de energfa eléctrica,
sistemas de control de trdnsito

Control por operador humano/ Vuelo pilotado de una aeronave “por instrumentos” o
“vuelo a ciegas”; conduccién de cualquier vehiculo con
respecto a una referencia visual de seiial de mando, por
ejemplo, el conductor de un automévil que mantiene el
auto centrado en un carril de un camino accidentado o ¢l
timonel de un submarino que mantiene €l rumbo
observando el marcador de proa

2 La entrada de un sistema de control con retroalimentacién del tipo regulador es una constante, el punto de fijacién. El objetivo de un regulador es
mantener constante la variable controlada.

b Unidades lineales o angulares.

¢ La entrada de un servomecanismo o sistema de control generalizado es una variable. La variable controlada debe seguir a la variable de entrada en
forma lineal, salvo para un cambio de coordenadas o unidades. Por tanto, la entrada puede ser un &ngulo o un voltaje, mientras que la salida puede
ser una velocidad o una posicién.

4 El control numérico se refiere a maquinas controladas de manera automdtica que son autosuficientes con su propia fuente de seiiales de control, ya
sea a través de cinta de papel perforado, memoria electrénica interna u otra informacién almacenada.

¢ El control digital directo se refiere a un sistema distribuido que contiene muchas méquinas o componentes que responden a un controlador digital
central (por lo comiin una macrocomputadora) o se comunican con €l

£ El control por operador humano se refiere a un sistema de control de ciclo cerrado en el cual uno o més elementos constan de un operador humano.

1. Ecuaciones matemadticas; ecuaciones integro- grales. Para poner un ejemplo, considérese la red sim-
diferenciales en el dominio del tiempo o fun-  ple pasabajas o de retraso de fase o cuasiintegrante que
ciones de transferencia de la transformada de  se muestraenlafigura A de la tabla 34-5. A partir de la
Laplace en el dominio de la frecuencia. figura A y de la ley de los voltajes de Kirchhoff:

2. Diagramas de bloques.
3. Grificas de flujo de sefiales. '

Vel®) = R - I(t) + %jol(t)dt =R 1) + Val)

34.3.1 Ecnaciones integrodiferenciales (34-1)

Estas ecuaciones permiten describir el comportamien- 1

to fisico de un sistema en términos de la variable de Veal(f) = — I I()dt (34-2)
c Jo

entrada del sistema, la variable de salida del sistema y
diversas derivadas o integrales de estas variables res-

pecto al tiempo. Con mayor frecuencia, las integrales Cuando se diferencia la ecuacién 34-2 con respecto a
son eliminadas por una eleccién idénea de variables 0 ¢ para eliminar la integral se obtiene la siguiente expre-
por diferenciacion de una ecuacién que contenga inte-  sién:

911




Control automatico

FIJACION DE LA TEMPERATURA
7 CON UN INTERRUPTOR
TERMOSTATICO (ENTRADA)

POTENCIA
CA

iy
\\ //

TEMPERATURA DE LA MASA
DE AIRE DE LA HABITACION
Tame (SALIDA)

K

CALOR Q

SALIDA DEL
TERMOSTATO E&(t)

i CONTROLES
DEL HORNO
(a)
e
TERMOSTATO R AIRE
HORNO CALOR MASSEDEAAIHE (SALIDA)
5 + Ga(s) HABITACION
FIJACION Tys) _ Gafs)
. T (ENTRADA) Ets Qs ht
i& T
tn AIRE b
[
&
Ts) 1 Es)  Gyfs) Gyfs) Tofs)
: —
Qs)
-1

(c)

Fig. 34-2. Sistema de control de ciclo cerrado; sistema de calefaccién doméstica: a) esquema del sistema
fisico; b) diagrama de bloques; ¢) diagrama de flujo de sefiales. E(t) = sefial de conmutacion relacionada con
el error de temperatura, donde E(r) = “encendido” si Taire < T — 0y E(t) = “apagado” si Tae > T — @;
6 = temperatura diferencial de encendido del termostato, en °F, tipicamente de 1 a 5 °F; « = temperatura
anticipadora de apagado del termostato en °F, tipicamente de 0 a 5 °F; Taire = temperatura ambiente (aire)
de la habitacién, en °F = Ty(s); T = fijacién de la temperatura del termostato, en °F = Ti(s); Q = calor
BTUfh; Ty (s) = temperatura de salida, transformada de Laplace de Tare(t); Tds) = temperatura de
entrada, transformada de Laplace de T(¢).

d 1 i :
< [Vea(®)] = TI( ) (34-3) En notacién escalar

Vent = RCV + Vi (34-6)
Reordenando la ecuacién 34-3:

La ecuacién 34-6, que describe la entrada del siste-
ma Ven(f) v la salida Via(f), es una ecuacién diferen-
cial de primer orden que deriva de las ecuaciones
elementales. A medida que el sistema crece en com-
Sustituyendo la ecuacién 34-4 en la 34-1: plejidad, aumenta el orden o mimero de diferen-
ciaciones sucesivas de la variable dependiente.

La ecuacién 34-6 es una ecuacidn diferencial lineal
de primer orden con coeficientes constantes. Las ecua-

1) = C & [Vai®) (344)

Vent(t) = RC % [Vsa(®)] + Vsal(t)  (34-5)

912
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Tabla 34-4. Areas de control en evolucién

Area

Ejemplos

Control econémico

Control fisiolégico

Control biolégico

Control de sistemas
multidimensionales
o de gran escala

Operador humano

Control probabilistico
incierto, confuso

Robética

Control monetario

internacional, mercados
regulados, matrices de
entrada/salida, dindmica
mundial, control
monetario federal

Marcapasos, inyectores

de hormonas
programables,
myectores de insulina,
control mioeléctrico

de miembros artificiales,
interfaz computadora-
mente para el estimulo
o la recepcién nerviosos
directos o inducidos

Control de predadores

y plagas, control del
ciclo ecolégico,
administracion de las
tierras y la vida silvestre

Redes nacionales de
distribucién de energia,
redes internacionales
(planetarias) de
comunicacién, control
del sistema espacial,
control del trafico aéreo

Sistema de localizacion
visual para el piloto de
un helicéptero, control
con la punta del dedo
(normal) de vehiculos
espaciales, control
mioeléctrico de no
movimiento,
controladores operados
por la voz

Guiamiento por radar,
guiamiento y control de
armas, control del clima,
control del mercado de
valores, control de la
poblacién, minimizacién
de ruido o
perturbaciones, juegos
de guerra, guiamiento
por sonar,
guiamiento por rayos
infrarrojos, control de
navegaci6n y correlacién

Dispositivo automatizado
de manufactura y
carga de materiales que
usa Servomecanismos,
microprocesadores
y dispositivos sensores

ciones diferenciales son el método més general de des-
cripcion de sistemas y pueden ser no lineales, variantes
en el tiempo y de orden elevado. La teorfa cldsica del
control se encarga principalmente de ecuaciones di-
ferenciales lineales de diversos 6rdenes con coeficien-
tes constantes.

34.3.2 Funciones de transferencia

Las funciones de transferencia son simplemente las
transformadas de Laplace de las ecuaciones integro-
diferenciales que relacionan las variables de entrada y
salida de un sistema. Las funciones de transferencia se
formulan como la razén de la salida entre la entrada;
de manera que representen una funcién de ganancia.
En el célculo de una funcién de transferencia, las con-
diciones iniciales se fijan en cero. Esto garantiza que la
salida del sistema sea igual a cero cuando el valor
inicial de la entrada sea cero. La razén principal de
usar funciones de transferencia en el dominio de la
frecuencia de la transformada de Laplace es que esto
hace posible la combinacién algebraica de los elemen-
tos del sistema (p. €j., dos sistemas conectados en serie
se pueden sustituir por un nuevo sistema cuya funcién
de transferencia sea simplemente el producto de las
dos funciones de transferencia de los componentes).
Esto constituye una simplificacién espectacular en
comparacién con las manipulaciones que se requieren
para producir la ecuaci6n diferencial compuesta que se
obtiene a partir de dos sistemas en cascada descritos
por ecuaciones diferenciales. La desventaja principal
de las funciones de transferencia es que estdn limitadas
a ecuaciones diferenciales lineales (o sistemas lineales)
por las restricciones mateméticas de la transformada
de Laplace.

La transformada inversa de Laplace de una funcién
de transferencia es una funcién del tiempo, a menudo
denominada funcién de ponderacién, y estd dada por
la integral de convolucién de las funciones de ponde-
racién componentes. Esto se resume en la tabla 34-5,
donde también se presenta una lista de los diversos
métodos de ecuaciones diferenciales, transformadas de
Laplace y funciones de transferencia para la represen-
tacién de sistemas. En la tabla 34-6 se muestran trans-
formadas de Laplace de funciones del tiempo co-
munes, y en la tabla 34-7 se presentan ciertas propie-
dades de las transformadas de Laplace.

34.3.3 Diagramas de bloques y grificas de flujo
de sefiales

Son las representaciones graficas de las funciones de
transferencia interconectadas. Cada bloque de un dia-
grama de bloques contiene una funcién de transferen-
cia. La informacién viaja en una sola direccién por un
bloque. La direccién del recorrido se indica por medio
de flechas. Se supone que los bloques no interactian y
que los bloques conectados en cascada o en paralelo no
descargan o afectan la funcién de transferencia de
otros bloques. Si los bloques interactian o se descar-
gan entre si, no se pueden combinar por medio de las
Jeyes de simplificacién de diagramas de bloques.
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Tabla 34-5. Ecuaciones diferenciales y funciones de transferencia

R
+
! TC Vsay
O
- / \_
SISTEMA SALIDA

Fig. A. Red pasabajas de retraso de fase o cuasi integratoria
= resistencia, una constante, Q
C = capacitancia, una constante, F
Vene = fuente de voltaje de entrada con impedancia interna cero, V
Vel = voltaje de salida, que se entrega a la carga de impedancia infinita, V
s = variable de la transformada de Laplace, s™!
t = tiempo, s
I = corriente de entrada, A
Tipo Ecuacion
o . d
Ecuacién diferencial Vene(t) = RC a [Vsal(®)] + Vaalo)
Transformada de Laplace  Ven(s) = RC[s - Vials)] + Via(s)
de la ecuacién
diferencial Veml(s) = Vaals) = (RCs + 1)
Funcién de transferencia Vaalls) _ 1 = G(s)
o ganancia G(s) Ven(s) RCs +1
Funcién de ponderacién Va9l o,
W(¢) o transformada W =L {Vem(s) = L7H{G()}
inversa de Laplace de la 1
funcién de transferencia ~ W(f) = RC e "RC para =0
(L~ = operador de la
transformada inversa
de Laplace)
Dos sistemas en serie, Gis) | = | Guts) _ G(s) Gi(5)Gals) = G
i - s s = > s s s) = s
{ll.-lan:slfO;CeSngZ Vent(s) ! 2 Vsal(s) Vent(s) ’ Vsal(s) 1( ) 2( 3( )
en cascada
Dos sistemas en serie, _
funciones de V. (Z) Wl(t) g WZ(t) 1% (t) - 1% (l) W3(t) V.
I ent sal ent sal(t)
ponderacién
en cascada

t
donde Ws(r) = JOWI(r)Wz(t — 1) d7 = integral de convolucién,
7 = variable muda
!
o bien Ws(t) = ,[oWl(t — 7)W»(1) dt = integral de convolucién equivalente
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o G S o] G; < # o© G, G, f——o

R, R,
+ + +o—'\/\/\,-—I—o+
Venrty €y I Vealt) Eenttt)  C2 I Esadt
' ()
1
i G(s) = ————— |30 o Gys) = ! O
RCis + 1 2% T Res+ 1
Vent(s) 1 VsaL(s) Eent(s) 272 Esal(s)
(b)
Rl Rz
o ’ I o . o
—MW AW o
Venr(®) C, T Vsa()  Eentlt) C, T Esat)
o : T o ! —
(c)
Vent(s) 1 EsaL(s)
o= R\ R,C, +s(RIC, + RCo+R\C) + 1 [P0
CORRECTO
(d)
Vent(s) : VsaL Eent T Esa(s)
o— RCis +1 R,Cps + 1 >0
INCORRECTO
(e)
Vent(s) : Esals)
O=>—1 RCRC, +sRC, +RC, + 1 o
INCORRECTO
47

Fig. 34-3. Ejemplo de dos funciones de transferencia interactivas que no se pueden

multiplicar simplemente:

a) Dos redes de retraso de fase. Ven(r) = entrada de lared 1, Een(f) = entrada de lated 2,

Vaal(f) = salida de la red 1, Eq(f) = salida de la red 2.

b) Funciones de transferencia de dos redes de retraso de fase, deducidas para una impedancia

de fuente cero e impedancia de carga infinita.

c) Sistema en cascada: Viu(f) se conecta a E.n(f). La red 2 descarga la red 1 con una

impedancia de carga no infinita; por tanto, las funciones de transferencia se modifican y no

se permite la conexion de los bloques. Debe deducirse una nueva funcién de transferencia.

d) Funcién de transferencia correcta de la red que se muestra en (c), considerando la carga o

lainteraccién de la red. Compédrese el resultado que se obtiene aqui con la cascada incorrecta

que resultaria si se multiplicaran entre si las dos fuciones de transferencia de originales b.

¢) Cascada incorrecta de funciones de transferencia interactivas [que se multiplican en (f)}.

El efecto de la carga invalida las funciones de transferencia individuales.

) Cascada incorrecta de diagramas de bloque interactivos que se multiplican. Obsérvese el
término faltante R;Cz, que corresponde a la interaccién de las dos redes.

915




Contro! automatico

1 9p eoualog
(Z/1 12 959A195qO) eLIRIIUN BlOQBIE]

. euejun edwey

[ewdusuodxd OjUAIUIRII

AueIsuo))

BpepIRIAI JRIL(J I BIJOD UQuUNnj

oLieIIun ugyessd uoung

0#7°0= ()9 o < (g ‘Orx( ap e3P ugUN]

?ocotowo %:o o_
‘oyuyy opeynsat un nonpoid spand (s)s
‘o[ [3 9ISIX9 OU IS] [BUI IO[BA [9p BWAIOA,

[eIoIUL JO[BA [9P BWIAIO],
uoN[OAU0D 2p [eAFU]

40 > 1ered g = (o)
‘oduron [op owiwop |9 ud UQRIZANU]

EPEBALI9P epungog

odwon [ 019adsa1 uod epeaLd(]

odwan ap e[eosg

Opie}oI ‘opepie)al OLEIUN UO[EIS? = (8 — §)°

oapedidinu [erpusuodxs ojuslwRIS(]

(1 — Wy

o

(v -1
(rn
(e

@f
(D0

LP(DAL DR = (L -)'Rf
LoD

Of = O = OirLP)
0O f=O.f = Oferwp)
(o1)f

(v —n'nl - 1f
Nw-2

uS/T
¢S/
SN
(@ + 91

SIN

[oyoa1ap ouerdimas [2 us 0 @y afd
[ ua sojod auan ou (5)4] (5)s0Suny

($)og s> gy
()2 ()
()A(s71)

() fHo "y —
= [0y — ()g5]s

(O Ho gy — ()5
(sv)4v
()2

(v + $)4

OLIBJUAWO))

(7)f odwan 1ap uowun,

(s)4 2oejdey op epeusrojsuely,

#96|de] p SEPBULIOJSUEI) AP IAd1q BIqRL, °O-p¢ BIqEL




Representaciones de los sistemas clasicos de control

"€1-pE elq@ By 3p (1)7) ependmowe aluswieanedou epesejop oplosaus el ejjey 3p uy e gf +  sofoidwod sonpiss1 op osed e osed ugpenjeas vUN 208y 38 HI-pE BIqEI ¥ UY ,
‘oanedou odwon [0 exed (1)f eruasaid 9s spuop ‘0T-p¢ BIqel B] 9p Sid [ BIOU B 35EIA 4
‘gsauteq £ Isupien) op ef sa a1o13ud os onb soede] op sepewriojsuent ap evqe) ef ‘soue gy ap spndsa( ,

soptosnuis
uen{eAd 95 OpUEND SOUBIPEI UI SOpeId
INISAUOD 9P ISIBINGISE OLIBSIIAU S

epesejap epengniowe
aprosnuis e[ ap sausfeAmnbs sewIo]

2 3r3

S ONVd
of 3r3

epeseJop epenSniowle aprosnulg

epengniouwe aplosnuig
eind oplosnuiso))

eand aprosnuig

(68 — o06 — IW)uasy, _apz—
(68 — o081 F )50, 27—

(08 — 1@)800, 2T

~8+~Ac+&uma+m=3um+%

:opueen3d] 20npap 98 0159
‘ojusruiengyIowe sp 1019e) = ¢ $03 = 3
D+ P =t

“my =0
2 — TA'® = 0 eoN

(08 — o06 + 10)uds, 2]

(12 = TA"®)U3S03-3(2 = T A/0)
(1)s0>

(Jm)uss

(epeziiojoe] edneIpend e[ ap [e1dadsd
osed un so ofdwis epezijewIou ed)BIPENd €)

2 - TAD =0

“mF =0 W5 — T A/0 = T usq 0

d = LA ‘oo = ofo = NT 06 =0
oY@ =W Oym=g0=V
:9onpoad

so[erored souoIEI} U OfjoLIesIP 9 £
‘UBUOIOB[I 3 SEPEIUD SBWINN SOp Se]

(V/gh-uer = 50
pmwBew = g + VA = W

(@f + ounuipy [ap onJue = g)
opednfuod + (@f + 0 + $)/( 9 /W) uda1q 0

(@ —o + 91gl — v) +
+ @+ 0 + s)(gl + V)

:10112)UE EONRIPEND B[ op [eloudd
BULIO] ‘BPEZLIOIR] BINRIpRn))

9jduns epezijeuliou eonRIPEND
(fo + s'm37 + 5)(%m)

(@ + )8
(@ + 5)/o

OLIBIUWO)

(1)f odwan jop ugUNg

(s)4 2oejde| ap epeuriojsuery,

(no1vnunos) ,ooeide] ap SEPEULIOJSURT) 3P IAdIQ BIqE],

‘9-b¢ BIqeL




k-3

FERLEOEE

LA 3

Control automatico

Tabla 34-7. Propiedades selectas de las transformadas de Laplace, comentadas

Titulo fH F(s) Comentarios
Linealidad af(z) aF(s) ay b son constantes o
afi(t) = bfa(t) aF\(s) £ bF:(s) Egrlta)t’)lses independientes
Cambio de escala f(t/a) aF(as) a es una constante positiva
o variable independiente
positivade 1y s
Traslacion real flt — a)U(t — a) e~ “F(s) U(t — a) = funcién escal6n
unitario; por ejemplo:
fit + )U(t + a) et F(s) Ut - a)=0, t<a
Ut-a)=1 r>a
Traslacién compleja, caso e~ “f(t) F(s + a) a es un nimero complejo
general de linealidad ‘ar _ con parte real no negativa;
e (o) Fs = a) es decir, real (a) > 0;
tipicamente, a es real puro
Diferenciacién real N , < g di!
de n-ésimo orden (@/dmfte) s"F(s) _1\; d I\dt""1 fB)le=0
Diferenciacién compleja ali0) (d/ds)F(s)
Diferenciacién respecto a la
segunda variable (3/3a)f(t,a) (3/3a)F(s,a)
independiente
Integracién compleja (Unf(0 fEF(s)ds
Integracion respecto a la . . a es la segunda variable
segunda variable Jaf(t.a)da JaF(s,a)da independiente de ¢y s

independiente

Conmutatividad de las
transformadas de Laplace
sobre partes reales e
imaginarias de f(r) o F(s)

Real {f(t)} <
Imag {f(} <«

Real { F(s)}
Imag { F(s)}

Si hay interaccion, se debe determinar una nueva
funcién de transferencia de las ecuaciones diferenciales
bésicas que describen los sistemas interactuantes. En la
figura 34-3 se da un ejemplo de dos funciones de trans-
ferencia en interaccion.

En la tabla 34-8 se presentan relaciones basicas de
diagramas de bloques y en la tabla 34-9 se ilustra la
simplificacion de estos diagramas. Todos los diagramas
de bloques que se presentan tienen una sola salida.
Contienen una funcién de transferencia que es la razén
de la salida del bloque dividida entre la entrada (en
el dominio de la transformada de Laplace). En la
practica, cada bloque corresponde a un componente
fisicamente identificable de un sistema. Las sefiales
que entran y salen del bloque algunas veces no estan a
disposicién fisica (p. €j., no son observables), sino que
son internas a un componente fisico representado por
medio de un modelo con dos o mas bloques.

En la tabla 34-10 se definen estas sefiales junto con
otros términos y simbolos comunes de los diagramas de
bloques. Las transformadas de Laplace (tablas 34-6 y
34-7) se utilizan junto con el anélisis de diagramas de
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bloques. En la tabla 34-11 se presentan seis reglas co-
munes que se aplican en la aritmética de los diagramas
de bloques o de las transformadas de Laplace, en for-
mas escalar y matricial. Por dltimo, en la tabla 34-12 se
presentan las reglas de simplificacién de las graficas de
flujo de sefiales y se ejemplifica la evaluacién de la
férmula de ganancia de Mason en relacién con la fun-
cién de transferencia de una gréafica de flujo de sefiales.
Los diagramas de bloques y las graficas de flujo de
seflales son representaciones intercambiables, donde
un bloque corresponde a una flecha o rama dirigida de
una gréfica de sefiales de flujo (tabla 34-8).

34.4 ANALISIS Y COMPENSACION
DE SISTEMAS CLASICOS DE CONTROL

Las respuestas de un sistema de control varian con la
forma matemdtica del modelo del sistema y la seiial
de entrada especifica que se aplique. Con el método de
la transformada de Laplace se calculan las respuestas
de escalén, rampa y aceleracion, y se presentan aqui en




Analisis y compensacién de sistemas clasicos de control

forma gréfica para diversos modelos mateméticos de
sistemas de control que se describen como sistemas
de tipo 0, 1 0 2.

Después se describen los errores del sistema de con-
trol en términos de los coeficientes de error clasicos,
que se deducen por el teorema del valor final de la
transformada de Laplace, ya que son los métodos cla-
sicos que se aplican para determinar la estabilidad del
sistema de control, entre ellos la prueba de Routh-
Hurwitz, la gréfica de Nyquist, la gréfica de Bode y la
grifica del lugar geométrico de la raiz. Por tltimo, se
cubre la compensacién del sistema.

34.4.1 Orden y tipos de sistemas de control
y sus respuestas

Considérese el sistema de control que se ilustra en
la figura 34-4. Su funcién de transferencia de sistema
de ciclo cerrado C(s)/R(s) estd dada por:

Cs) _ GO

R(s) 1+ G(s)H(s) (34-7)

La ecuacién caracteristica del sistema de control por
retroalimentacién general se obtiene igualando a cero
el denominador:

1+ G(s)H(s) = 0 (34-8)

El orden de un sistema de control se refiere al orden
de la ecuacién caracteristica del sistema, dada por la
ecuacién 34-8. Si la ecuacién caracteristica se multipli-
cay se expresa en forma de polinomio, la potencia més
alta de s que figure en el polinomio es el orden del
sistema de control. (Més adelante, en la tabla 34-19, se
ilustran sistemas de primero, segundo, tercero y cuarto
orden.) El error se define como E(s) = R(s) —
H(s)C(s) (fig. 34-4). En el caso de que haya retroa-
limentacién unitaria, H(s) = 1y E(s) = R(s) = C(s).

El tipo de un sistema de control se refiere a la poten-
cia més elevada de s factorizable del denominador de
G(s)H(s). La forma general de G(s)H(s) es:

(S + Z)(s + Z7)...
s"(s + Py)(s + Py)...

G()H(s) = (34-9)

donde Z; y P; son constantes que pueden ser mimeros
complejos. Z se refiere a los ceros y P a los polos de
G(s)H(s).

El tipo del sistema de control que describe la ecua-
cién 34-9 es numéricamente igual a n. Los sistemas
tipos 0 y 1 son generalmente estables, y se encuentran
a menudo en la préctica. Los sistemas tipo 2 son en
general dificiles de estabilizar, especialmente para ga-
nancias globales mayores que la unidad en un intervalo
de frecuencia amplio; sin embargo, se emplean en
ocasiones porque pueden seguir una entrada de acele-
racién (con error finito) y pueden producir un error de
estado estable cero para una entrada de velocidad (con
error finito) y un error de estado estable cero para una
entrada de posicién. Los sistemas tipo 0 pueden seguir
una entrada de posicién (con error finito). Los siste-

mas tipo 3 y superiores no suelen encontrarse en la
préctica, ya que resultan extremadamente dificiles de
estabilizar.

El tipo de un sistema tiene una interpretacién intui-
tiva o matemética. Un sistema tipo n integra la sefial de
error n veces. Por ejemplo, un sistema tipo 1 no puede
tener un error finito de posicién de estado estable, ya
que en este estado la salida es constante. Si hubiese un
error de posicion, aunque fuera pequefio, la integra-
cién uno de ese error produciria una rampa de salida
creciente, lo cual contradice el requisito de una salida
constante de estado estable. La tnica sefial cuya pri-
mera integral es una constante es una sefial cero. Por
tanto, el error de una integracién uno o de un sistema
tipo 1 debe ser cero en el estado estable para una en-
trada constante. En la tabla 34-13 se presentan las res-
puestas de los sistemas tipo 0, 1 y 2 a entradas de es-
calén, rampa, y aceleracién (parabdlica). El examen
de esta tabla revela varios hechos importantes. Pri-
mero, la respuesta de escalén unitario de un sistema
tipo 0 siempre exhibe un error de estado estable. En la
tabla, el error es dos veces mas grande que la salida
real. Es decir, la seiial de salida es 1/3 de unidad y la
sefial de error es 2/3 de unidad. (M4s adelante se estu-
dia el célculo del error del sistema de control.) Un
sistema préctico tipo 0 tendrfa una ganancia hacia
adelante mucho mayor que la unidad, lo que reduciria
el error una cantidad correspondiente.

La respuesta de escalén unitario C3(7) del sistema
tipo 1 de la tabla 34-13 presenta un error de estado
estable cero, mientras que la respuesta rampa unitaria
Cs(¢) del sistema tipo 1 tiene un error de estado estable
constante de 2 unidades. (Estos resultados se calculan
mas adelante en las tablas 34-15 y 34-20.) Los sistemas
tipo 1 se utilizan muy frecuentemente en la practica
cuando se necesita un error de estado estable cero (co-
mo en un sistema de posicionamiento mecénico) o la
capacidad de seguir una funcién de rampa (o veloci-
dad, como en un sistema de direccién de tiro de un
arma). El error de rampa de estado estable constante
se compensa agregando un adelanto suficiente en el
sistema de direccion de tiro (del mismo modo en que
un cazador de aves silvestres adelanta el punto de mira
de la escopeta). En estos dos sistemas de punteria, la
funcién rampa es una rampa de azimut o 4ngulo, que
aumenta en forma continua conforme se sigue el ob-
jetivo.

El sistema tipo 2 de la tabla 34-13 parece benigno,
con G(s) = U/s? (s+2). No obstante, su respuesta de
ciclo cerrado es inestable en todas las entradas. Como
ya se dijo, los sistemas tipo 2 son dificiles de estabili-
zar, y el sistema tipo 2 que se ilustra es inestable. Sin

E(s) Crs)
Gis)

Rts)

His)

Fig. 34-4. Sistema de control por retroalimentacién general.
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Tabla 34-8. Relaciones basicas del diagrama de bloques con grificas de flujo de sefiales equivalentes

(cantidades escalares)

Diagrama de bloques Férmula(s)
Basico
Ris) Cts) - i) _ . . salida(s)
N Gyis) ’ Gi(s) RG) funcién de transferencia = entrada(s)
_ Aps™ + - Ars? + Ags + Ag
Gils) = Bus" + -+ Bys> + Bis + By
Combinaciones de seiiales
Rts) Ers) E(s) - R(s) _ C(s)
A (sustractor)
Ciyi
Y(s)
o
+
Crs) C(s) = X(s) + Y(s5)
(sumador)
+
X(s)
Crs) Crs)
o o C(s) = C(s) = C(s)
Cts) (salidas equivalentes)
Ciclo basico de reatroalimentacion negativa, reducido a Gy(s)
Rts) Ets) Cts) E(s) = R(s) — X(s)
> Grsi —o X(s) = H(s)C(s)
b E(s) = R(s) — H(s)C(s)
. C(s)
C(s) = G(s)E(s) o bien E(s) =
Hrs) ) - ) ) G(s)
Xts) = HisiCrsi
) _ _
Go) - R(s) — H(s)C(s)
Ris) Gis) Cts)
o1 G\'$) = [TGom © C(s) = G(s)R(s) — G(s)H(s)C(s)
C(s) + G(s)H(s)C(s) = G(S)R(s)
Cs)[1 + G(s)H(s)] = G()R(s)
Rts) Crs)

o—>— Gysi [0

Cs __ GO
R(s) ~— 1+ G(s)H(s)

= G1(S)
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Tabla 34-8. Relaciones bisicas del diagrama de bloques con grificas de flujo de sefiales equivalentes
(cantidades escalares) (continuacion)

Gréfica de flujo
de sefiales equivalentes

Valores

G
R(5) 0——I>(‘i° C(s)

R(s) E(s) Ers)
o— —_0 —0
1 1
-1
C(s)
Yis)
Q
1
Cts)
Crs}t
i
1 N
<]
X(s)
Cis) Cis Cls)
o =®, O
1 1
Cts)
1
Ris) Ets) Cis) Cts)
o o
1 Gyls) 1
—Hfs)
G(s)
Gi(s) = —r~
1+ G(s)H(s)
R(s) C(s)

1(s)
R(s5) o=——>——0 C(s)

A,B = constantes
s = variable de la transformada de Laplace, 1/s
m = orden del polinomio numerador
n = orden del polinomio denominador
Para una respuesta acotada sin pulsos infinitos:
n>m

E(s) = R(s) = C(s)
(sustractor)

C(s) = X(s) + Y(s)
(sumador)

C(s) = C(s) = C(s)
(salidas equivalentes)

R(s) = sefial de entrada de referencia
C(s) = seifial de salida controlada
E(s) = seiial de error
X(s) = sedal de retroalimentacién (sélo en el diagrama de bloques)
G(s) = funcién de transferencia de la planta o ganancia
hacia adelante, ciclo abierto

H(s) = funcién de transferencia o ganancia
de retroalimentacién
s = variable de la transformada de Laplace
G(s)H(s) = ganancia del ciclo
1 + G(s)H(s) = ecuacién caracteristica
G1(s) = funcién de transferencia o
ganancia de ciclo cerrado

921




Control automatico

Tabla 34-9. Simplificacion de diagramas de bloques (cantidades escalares)

Proceso Antes
Combinacién de bloques en serie
: R(s) C(s)
o= A(s) B(s) 0
Combinacion de bloques en paralelo
Als)
R(s) C(s)
+
B(s)
Simplificacién del ciclo basico R(s) E(s) Cts)
de retroalimentacién negativa o—> Gls) -0
H(s)
Simplificacién del ciclo basico R(s) Ets) Cts)
de retroalimentacion positiva > Als) ©
+
B(s) €
Desplazamiento hacia adelante X(s) =
del punto de conexién de sehales Als) ~ A(s)E(s)
E(s) Y(s)
° Gf(s) -0
G(s)E(s) = Y(s)
Desplazamiento hacia atrds del Xrs) =
punto de conexién de sefiales Brs) Ble)G(s)E(s)
Ets) Yis)
o G(s) 0
Simplificacion del sistema Ets) M
dado fs)
1. Crear el ciclo de una -
sola entrada y una sola
salida R(s) Yis) Cts)
= G(s) Bis) ]
E(s) +
H(s)
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Tabla 34-9. Simplificacion de diagramas de bloques (cantidades escalares) (continuacion)

Después Relacién

R [ awem o’ Cls) = ROG)AG) - BEs)]

R(s)
A(s) + Bi(s)pm—ip——0 C(S) - R(S)[A(S) + B(S)]
R(s) Gls) C(s) G(s)
(v \"4 = _
1+ G(s)H(s) C(S) R(S) [1 + G(S)H(S)
R(s) Cls) - A(s)
° A © s} = R(s) [1 — A(s5)B(s)
X(s)
FoAls) [—>—0
1
X(S) = G(S) W A(S)
Ets) Yis) o bien X(s) = E(s)A(s) = A(S)E(s)
o Gis) Gl B ~0 [método: dividir entre G(s)]
X(s)
B(s)G(s) -0
X(s) = B(s)G(s)E(s)
[método: multiplicar por G(s)]
Ets) Y(s)
O
S G °
T 1E0T, o Cambiar la entrada a
Grs) s A(s) del interior del ciclo
e E(s) GH en el punto
E(s), hacia el exterior
R(s) E(s) -~ Yis) — < C(s) del ciclo enlel punto Y(s);
Om= e 8. S, ©° = ———
¥ E(s) Go) Y(s)

H(s)
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Tabla 34-10. Simplificacién de diagramas de bloques y definicién de términos

Simbolo Ejemplo arbitrario Definicién

R(s) Ru(s) = o Entrada al sistema de control en notacién de la transformada
i £+ of de Laplace. A menudo se denomina entrada de referencia

C(s) Cals) = (s + wo) Salida del sistema de control en notacion de la transformada
a s%(s% + wf)(s + w) de Laplace. Con frecuencia recibe el nombre de salida

controlada

G(s) Gals) = _r Ganancia del elemento o bloque del sistema, generalmente en

a s(s + wp) sentido hacia adelante de la entrada a la salida. A menudo se

denomina funcién de transferencia de la planta, ganancia de
la planta o ganancia hacia adelante; se expresa en el dominio
de Laplace. wo, wy, @, son constantes de frecuencia
angular (rad/s)

H(s) Hy(s) = 1 Ganancia del elemento o bloque del sistema, generalmente en
“ s direccién inversa o de retroalimentacién, de la salida a la
. y entrada. A menudo se llama ganancia de retroalimentacién o
[para la retroalimentacion funcién de transferencia de retroalimentacién. Se expresa en
unitaria H(s) = 1] el dominio de Laplace
-
E(s) E(s) = Ru(s) — Cauls) Error del sistema de control por retroalimentacién unitaria,

en el dominio de Laplace. Diferencia entre la entrada de
referencia deseada R(s) y la salida controlada real C(s).
Cuando H,(s) no es la unidad, la entrada a G(s) sigue
llamandose E(s), pero E.(s) es ahora R,(s) — H,(s)C,(s), que
ya no es la diferencia (o error) entre R, y C,. Para la
retroalimentacion no unitaria, E(s) se relaciona con el error
pero no es idéntica a éste

A(s) As) = 2 + wf Ganancia del elemento del sistema, o amplificacion en sentido
hacia adelante, en el dominio de Laplace. Analogia exacta
de G(s) utilizando un simbolo diferente, comun al andlisis de
la electrénica. wy = frecuencia (rad/s)

B(s) B _ s+ U Ganancia de la funcién de transferencia del elemento o bloque
als) = s+ UT> del sistema, en el dominio de Laplace. Ty, T, = constantes
del tiempo (s)
X(s) Variables, sefiales, salidas intermedias o entradas internas que
Y(s) existen en el sistema; se expresan en el dominio de Laplace
rt) Transformada inversa de Laplace de R(s). Entrada al sistema
de control en ¢l dominio del tiempo
c(®) Transformada inversa de Laplace de C(s). Salida del sistema

de control en el dominio del tiempo
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Tabla 34-10. Simplificacion de diagramas de bloques y definicion de términos (continuacion)

Simbolo Ejemplo arbitrario Definicion
1) 1 (“Y*F(s)etds Transformada inversa de Laplace de F(s) en la regi6n en la cual
2—]17. Comi existe convergencia. Co = constante, a menudo igual a cero
o—j°

= ¥ residuos F(s)e%|polos de F(s)

F(s) * Transformada unilateral de Laplace de f(f) en la regién para la
Fs) = | fine™ dt cual la integral converge
s Operador de Laplace. s = variable s de la transformada

de Laplace como operador; corresponde a la diferenciacién en
el dominio del tiempo, ya que sF(s) — f(£)|i=o es la
transformada de Laplace de la derivada de f(t). 1/(s) como
operador corresponde a la integracién en el dominio del
tiempo, ya que F(s)/s es la transformada de Laplace

de [t f(r)dr

@ Cuando f(t) existe para t menor que cero, la expresién de la transformada de Laplace de [f(r) se convierte en:

0
ﬂfl + j;"?m = transformada de Laplace de [f(t)dt

Si f(t) contiene un pulso en ¢ = 0, existen dos resultados diferentes, uno para t = 0—, y otro para t = 0+.

Tabla 34-11. Reglas basicas de la aritmética de diagramas de bloques o de la transformada de Laplace

Reglas para cantidades escalares Reglas para cantidades matriciales
A(s)B(s) = B(s)A(s) A(s)B(s) # B(s)A(s)

A(s) + B(s) = B(s) + A(s) A(S) + B(s) = B(s) + A(s)

A($)[X(s) + Y(9)] = A()X(5) + A(s)Y(s) A@E)[X(s) + Y(s)] = A(5)X(s) + A(s)Y(s)
A(S)[X(s) + Y(5)] = X(5)A(s) + Y(5)A(s) A@S)X(s) + Y(s)] # X(5)A(s) + V(5)A(s)
[X(s) + Y(5)]A(s) = X(5)A(s) + Y(5)A(s) [X(s) + Y(5)]A(s) = X(s)A(s) + Y(5)A(s)
C6) = RO) g = T oS R ) = [+ GOHEIGORG)

1+ GoHs) 1+ GloHs) con términos en este orden y sélo en este orden.

I = matriz identidad; [Matriz]~! = inversa de la matriz.
La matriz debe ser cuadrada y tener un determinante
distinto de cero

% El diagrama del ciclo bésico de retroalimentacién negativa de la tabla 34-8 ilustra esta regla.

embargo, esto no quiere decir que todos los sistemas Los dos polos complejos tienen partes reales positi-
de este tipo lo sean. En este caso se puede aplicar vas; es decir, +0.102785. Esta parte real positiva pro-
uno de los métodos abreviados para predecir la es- duce una envolvente de respuesta exponencial, que
tabilidad del sistema. La ecuacién caracteristica de  tiende a infinito a la velocidad e*0-102785, Recuérdese
G(s) =1/s?(s +2),con H(s) = 1,es s>+ 25>+ 0s+ 1. quesi (s — A) es un factor de un polinomio, entonces

El coeficiente cero, o término faltante en la ecuacién ca- + A es una raiz de ese polinomio.
racteristica, indica de inmediato inestabilidad. Esto se En la tabla 34-14 se ilustra la técnica que se utiliza
corrobora factorizando s> + 2 s2 + 1 = 0 con una calcu- para determinar la respuesta de sistemas tipo 0, 1y 2
ladora HP-41c y el programa de soluciones de polino-  por el método de fracciones parciales de la transforma-
mios Mathematics Application Pac (paquete de apli- da de Laplace. La tabla incluye las soluciones de la
caciones matematicas). Los factores son: salida c(t) para las respuestas de escalén, rampa y pa-
rabdlica de un sistema tipo 0, co(f), c1(¢) y c2(f), respec-

(s + 2.205569)(s — 0.102785 + j0.665457) tivamente.

En la tabla 34-15 se presentan soluciones de salida
(s — 0.102785 — j0.665457) = 0 de una respuesta de escalén y otra de rampa del siste-
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ma tipo 1, c3 (£) y ¢4 (£), respectivamente, y la respuesta
de escalén inestable del sistema tipo 2, c¢s(f). Todas
estas respuestas se grafican en la tabla 34-13.

Es importante insistir en que no todos los siste-
mas tipo 2 son inestables, y que un sistema estable de
este tipo tiene la virtud de tener un error de estado
estable cero a las entradas de escalén y de rampa, y un
error de seguimiento finito a una entrada de acele-
racién (parabdlica). Esto se analiza con mds detalle en
la siguiente seccién.

34.4.2 Errores del sistema de control

El objetivo de un sistema de control es controlar con
exactitud ciertas variables, tales como la temperatura,
posicién o velocidad. Una manera de juzgar el desem-
peiio de un sistema de control consiste en determinar
(p- €j., medir, simular o calcular) el error del sistema
en respuesta a diversos tipos estdndares de sefiales de
entrada. Si las entradas de prueba estandar (p. ej.,
escalén, rampa, aceleracién) son idénticas a las entra-
das operacionales reales, estas pruebas de error de la
salida al sistema pueden aplicarse directamente para
juzgar los errores de desempeiio del sistema real. Sin
embargo, si las entradas operacionales reales no se pa-
recen a las entradas de prueba estdndar, los resultados
de tales pruebas no son aplicables directamente para
juzgar los errores reales de desempefio del sistema. En
muchos casos practicos, los errores de las entradas de
prueba estdndar sirven como una excelente guia para
estimar los errores de desempefio del sistema real.

Por lo general, los errores de los sistemas reales son
mayores que los producidos por la entrada de prueba
estandar mds simple, la entrada de escalén unitario,
debido a que las entradas reales contienen otras com-
ponentes que se suman al escalén, inclusive ruido. Por
tanto, si la respuesta deterministica al error de escalén
unitario del sistema es insatisfactoria, su respuesta de
error a entradas reales del sistema que contengan en-
tradas deterministicas y estocdsticas suele ser peor, y el
sistema resulta inaceptable.

Por tanto, en general debe considerarse que las en-
tradas de prueba estdndar proporcionan un estindar
de desempeiio de error minimo. Una excepcidn evi-
dente a esta regla ocurre cuando las entradas reales del
sistema son radicalmente diferentes en el espectro de
frecuencia respecto a las entradas de prueba estdndar.
En los casos en que el espectro de frecuencia real es de
banda limitida es posible que un sistema genere errores
operacionales, aceptablemente pequefios, aunque los
errores de las entradas de prueba estdndar que conten-
gan todo el espectro de frecuencia (p. €j., una entrada
de escalén) sean inaceptablemente grandes. Un ejem-
plo de este comportamiento se da en sistemas de con-
trol de aeronaves de alto rendimiento, en los que la
entrada del piloto normal puede visualizarse como una
sefial aleatoria de banda limitada con contenido maxi-
mo de frecuencia en la vencindad de 1 Hz. Una entra-
da de escalén de quiza un tercio de la carrera mdxima
de la palanca de control desde su punto medio pro-
ducirfa, en general, una respuesta transitoria ina-
ceptable ademas de errores inaceptablemente grandes

927

debido a que la sefial de entrada de escal6n unitario
tiene un espectro de frecuencia que contiene todas las
frecuencias. La mayor parte de las aeronaves de alto
rendimiento filtran cualesquiera sefiales de alta fre-
cuencia introducidas en su ciclo de control. Este filtra-
do se produce en forma electrénica en una aeronave
controlada por cables o por electricidad, o en formas
mecdnica, hidrdulica o neumdtica por medio de filtros
pasabajas adecuados. Los cables de control flexibles,
superficies de control torsionalmente eldsticas y ele-
mentos estructurales flexibles tienden a redondear la
esquina aguda de la respuesta de escalén, lo que re-
duce el contenido de alta frecuencia de la seiial.
Ademis, el piloto tiende a actuar como un filtro pa-
sabajas, con respuesta a la frecuencia en la vecindad
de 1 Hz.

La definicién de error del sistema es diferente para
los sistemas de retroalimentacién unitaria y no unita-
ria. En base a la tabla 34-16 para el caso de la retroa-
limentacién no unitaria, el error se toma como la salida
del comparador (o sustractor), que compara la entrada
de referencia R(s) con la sefial de retroalimentacion
X(s). Por tanto, el error E(s) es:

E(s) = R(s) — X(s) (34-10)

o bien:

E(s) = R(s) — H(s)C(s) (34-11)

El error definido por la ecuacién 34-11 no es la di-
ferencia entre la entrada y la salida del sistema, que es
la definicién usual del caso de retroalimentacion unita-
ria de la tabla 34-16, sino que es la diferencia entre la
entrada y la sefial de retroalimentacién.

Es posible que dos sistemas tengan funciones de
transferencia de ciclo cerrado idénticas y errores di-
ferentes para entradas y salidas idénticas. Esto ocurrird
si un sistema tiene diferentes ganancias hacia adelante
y de retroalimentacién respecto al otro sistema. Consi-
dérese el sistema de retroalimentacién unitaria estdn-
dar que se ilustra en la tabla 34-16. Para un sistema de
retroalimentacién unitaria, el error E;(s) es:

Ey(s) = R(s) — Xu(s) (34-12)

o bien:

Ei(s) = R(s) = C(s) (34-13)

Obsérvese que la ecuacion 34-13 difiere de la 34-11.
Si R(s) y C(s) son idénticos en ambos casos y H(s) no
es la unidad, entonces E(s) diferird de E;(s). Esto se
demuestra en la tabla 34-17, que ilustra las respuestas
de entrada, salida, retroalimentacién y error en fun-
cién del tiempo de dos sistemas con las mismas fun-
ciones de transferencia, pero cuyas ganancias hacia
adelante y funciones de transferencia de retroalimen-
tacion son diferentes. En esta tabla las entradas y sa-
lidas son idénticas pero los errores son distintos.

Las entradas de prueba estdndar son las entradas de
escalén, rampa y parabdlica unitarios. Cuando estas
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Tabla 34-12. Simplificacién de la grifica de flujo de seiiales (cantidades escalares)
Proceso Antes Después
Combinacién de ramas R(s)  Als) Bts)  Cls) Ris) Cis)
en serie o= — o0
A(s)  B(s)
C(s) = [A(s)B(s)]R(s)
Combinacién de ramas Als) Rts) Crs
en paralelo ate 7 By
R(s) Cls)
B(s)
C(s) = [A(s) + B(9)]R(s)
. . .z G)\(s)
Simplificacién Res) Ets) Cs) Crs) Rls) Tyamam = O Crs)
del ciclo de 1 1 om T —
retroalimentacion 1 Ers) Cs) 1
negativo basico —Hy(s) R(s)  Grs) Crs)
C(s) = {Gi(9)/[1 + GUHL()I}IR(s) = G(s)R(s)*
Formula de la ganancia Als)
de Mason R(s) G(s) Cfs)
R(s)  Et(s) Y(s) Cls) Cls)
o —0
1
PrAg PiA1 + P2A;
G(s) = =
() =5 & :
Todas las Para dos
trayectorias trayectorias
progresivas k progresivas
TRAYECTORIA PROGRESIVA P P=4
A
R(s) Cls)
1 1
TRAYECTORIA
R(s) PROGRESIVA P, Cts) Py = GG,
o, o —d
1 G, G, 1
A + GG
G(s) = 162

1+ GH, + G1G-H> + AH,
(la notacién s se sobreentiende)
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Tabla 34-12. Simplificacion de la grifica de flujo de sefiales (cantidades escalares) (continuacion)

Deduccion de la G(s) inmediatamente anterior, usando la férmula de la ganancia de Mason:

Definicién de ciclos

L; = todos los ciclos individuales, L, L;, Ls

L;L; = todas la combinaciones de dos ciclos que no tengan nodos comunes; es decir, ciclos que no
se toquen. Aqui son cero

L;L;L, = todas las combinaciones de tres ciclos que no se toquen. Aqui son cero

E G, Y
Ciclo1 = L, = — G,H, v
_Hl
E G, Y G, c
Ciclo2 = Ly = — G\H,H, \:_/
_H2
A
Ciclo3 = Ly = — AH,
— E c
_H2

L\L, = L,L3 = LiL3 = 0, ya que todos estos ciclos se tocan entre si en el nodo E
LiL,L3 = 0, porque todos estos ciclos se tocan entre si en el nodo E

Definicién de A (=determinante de la gréfica), A (subdeterminante)

A=1-3 L; + > L,'Lj - LiLij...
i Fi ik
A=1-S(Li+ L+ L)+ S0 -3 0.
i U Ut

A=1—(‘61H1—GleHz—AH2)+O—0+...
A =1+ GH; + G,G,H; + AH, = determinante de la gréfica

Ay = A, donde todos los términos que contienen un elemento o rama cualquiera que toca la trayectoria Py
se eliminan por completo. Es decir, el término de la ganancia del ciclo G,G2H; se elimina por completo si
uno o dos de los tres elementos tocan la trayectoria P,. Para el ejemplo que se muestra, dados K = 1,

Pk=P1=Ay
Ay =1+ GH{+-G:67H7 +Af; obien A =1

Se eliminan tres términos, debido a que los tres tocan la trayectoria P; = A en el nodo E. Obsérvese que el
ciclo G H, se elimina aunque no contenga ninguna rama de P; = 1 - A - 1; basta un toque en el nodo E.
Andlogamente A; = 1, P, = GG, porlamismarazén, o sea, todos los ciclos tocan la trayectoria P; en el nodo E.

P1A1=A'1=A

PzAz = 61621 = GIGZ

¢ Esta simplificacién no suele emplearse; mds bien se incorpora en la férmula de la ganancia de Mason.
% Se requiere la ganancia dirigida de la unidad entre R(s) y E(s). Su omisidn es una fuente de error comiin, que transforma los ciclos que no se tocan en

ciclos que si se tocan. Referencia bibliografica 6, K. Ogata, Modern Control Engineering, pégs. 124 a 128.
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Tabla 34-13. Diagrama de blogues, funciéon de transferencia y respuestas de sistemas tipo 0, 1y 2 a entradas

de escaléon, de rampa y parabélica

Variable

Sistemas tipo 0

Diagrama de bloques

Funcion de transferencia

Respuesta de escalon unitario

() = uo)

Respuesta de rampa unitaria

r(t) =t

Respuesta parabélica unitaria
() = 12

Etsy Ctsy

w
+
~

UWs+2) _ 1

1+1U(s+2) s+3

C(s)
R(s)

colt)

Entrada

>
Salida 3 Error

W=

| ! ! t(s)

Entrada = t
L t
" (s)
c(t)—[—t-—l1 -3t
W0 =l5 = 5 (1 - e )
t2
Entrada—E

15 Salida /A‘Tmenta como =
Emradajﬁ
ts)

-0
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—

Tabla 34-13. Diagrama de bloques, funcién de transferencia y respuestas de sistemas tipo 0, 1 y 2 a entradas
de escalon, de rampa y parabélica (continuacion)

Sistemas tipo 1 Sistemas tipo 2
R(s) E(s) 1 Cfls) R(s) E(s) 1 C(s)
¥ s{s+2) + s2(s+2)
= A - y
Us(s+2) _ 1 __Ce Us(s +2) 1 e
1+[Us(s+2)] s+25+1 R T+ [ +2)] s+22+1
__ 1 _ _ 1 _ C(s)
(+17 R T +22D( - 0.1+,.665) R()
(s — 0.1 — j.665)

cslt) Caft)

1
\ Entrada Error cero
1
Salida \
! ) A t(s) L 1

1 2 3 55 10s !
Calt) = (1 — e~ — te~Hult) '

caft) = [1 — 0.078¢722" + 0.93e~%" sen(0.67t — 1.698)]u(t)

CG( t)

Salida Entrada = ¢t

5s \J I ¢
Salida

~>> ¢

>

eg(t) 2
Entrada = £ 8 Entrada = ry
2
125 === mm =
: 2 Entrada : Salida
Salida [
5

10s

“Falta el término s', por tanto es inestable
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Control automatico

entradas se aplican a un sistema tipo 0, 1 o 2, los erro-
res de estado estable se encuentran sin dificultad apli-
cando el teorema del valor final de la transformada de
Laplace [lim,... e(r) = lim;_,o sE(s)]. En base a la tabla
34-16:

E(s) = R(s) (34-14)

1
1 + G(s)H(s)

Por tanto, para una entrada de escalon unitario (en-
trada de posicién) 7, (t) = u(t) (o bien R, (s) = 1/s), y
E(s) se convierte en:

1 1

E6) = 13 6oHD

(34-15)
El valor final de e(f), cuando ¢ tiende a infinito, estd
dado entonces por:

lim e(z) = ex(f) =

t—>o

lim s - Ep(s) =
5—0

- tmS .
T s 1+ GOHG)
o bien:
Jim —— - 1 (34-16)
ssol + GO)H(s) 1+ lim,oG(s)H(s)

donde e, (f) = error de estado estable cuando ¢ — .
La constante de error en posicién K, se define direc-
tamente a partir de la ecuacién 34-16 como:

K, = lir% G(s)H(s) (34-17)

Por tanto, la ecuacién 34-16 puede expresarse asi:

ess(t) = _1_+1_K_ para la entrada de escalén unitario
14
(34-18)

De manera analoga, es posible determinar el error
de una entrada de ramga o velocidad unitaria r, (f) =
tu(t) (o bien R (s) = 1/s°) y una entrada parabdlica o de
aceleracion unitaria r,(f) = (£/2)u(?) [o bien R,(s) =
1/s3]*. Para estos errores, se definen una constante de
error de velocidad K, y una constante de aceleracién
K,. Estas definiciones y los errores resultantes se re-
sumen en la tabla 34-18.

La fuente de error méas comuin al utilizar constantes
de error es la omisién u olvido de que una entrada
parabdlica unitaria es (1/2)#2. El olvido del término 1/2
lleva a un factor extra de 2 en el error resultante. Las
ecuaciones de la tabla 34-18 se aplican a 11 sistemas de
tipos 0 al 3 y de 6rdenes 1 al 4 en la tabla 34-19. Se
tabulan las constantes de error y los errores de estado
estable resultantes, junto con el orden, tipo y funcién
de transferencia de ciclo cerrado de cada sistema.

*Para detalles leer, por ejemplo, Kuo’.
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Para ilustrar los procedimientos que se utilizan, los
errores de Co(t), Cs(t) y Cs(T) de la tabla 34-13 se
calculan en la tabla 34-20.

Es importante insistir en que un sistema debe ser
estable para que estas constantes de error tengan signi-
ficado. Si un sistema tiene raices en la mitad derecha
del plano s o bien sobre el eje jw (p. ¢j., si las raices de
la ecuacién caracteristica del sistema tienen partes
reales positivas), entonces las constantes de error ca-
recen de significado (aunque tengan valores perfecta-
mente razonables).

A titulo ilustrativo, en la tabla 34-19 se presentan
dos sistemas en los que G(s) = 1/s(s + 2) y cuyos
errores son infinitos debido a que los sistemas son ines-
tables; no obstante, los errores de estado estable predi-
chos son finitos o cero.

34.4.3 Estabilidad del sistema de control

Existen muchos métodos para analizar o predecir la
estabilidad de los sistemas de control por retroalimen-
tacién, en base al examen de ciertas caracteristicas de
un modelo o ecuacién mateméticos que describan el
sistema.

Algunos de los métodos de aplicacién més comun
son intuitivamente satisfactorios; se pueden entender
examinando el modelo muy comiin de un sistema de
control por retroalimentacién de ciclo tnico que se
presenta en la figura 34-5. Ambas figuras son equi-
valentes y producen la misma expresién matemadtica de
la ganancia, o funcién de transferencia, del sistema de
ciclo cerrado:

Funcion de transferencia

Cs) _ G(s)
R(s) ~ 1+ G(s)H(s)

(34-19)

donde s = variable de la transformada de Laplace
§s=0+jw
E = error = R(s) + H(s)C(s)

La ecuacién 34-19 se deduce en la tabla 34-8 para la
reduccién de diagramas de bloques, y en la tabla 34-12
para las gréficas de flujo de senales.

Concepto basico de predicciones de la estabilidad

El concepto bdsico de prediccion de la estabilidad im-
plica el examen de G(s)H(s) en el denominador de la
ecuacién 34-19. A G(s)H(s) se le llama ganancia del
ciclo o ganancia de ciclo abierto.

Si para algun valor de s, por ejemplo s = s, el valor
numérico de G(s)H(s) se convierte en el nimero real
menos uno, entonces la ecuacién 34-19 se transforma
en:

) _  GE _ G _ Gso)
R(s) 1+ G(s)H(s) ls=s, 1-1 0
No definida, inestable o infinita  (34-20)

Por tanto, si la cantidad G(s)H(s) llega a tomar el
valor —1, los sistemas de control por retroalimentacion
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Tabla 34-16. Error de sistemas con retroalimentacién no unitaria y uvnitaria

Sistema y diagrama de bloques

Calculo del error

Sistemas con retroalimentacion no unitaria

E(s)

R(s) G(s)

Cis)

A Xrs)

Hs)

Xts) = H(s)C(s)

Sistema con retroalimentacién unitaria

>

C(s) = E(5)G(s)
E(s) = Error = C(s) ﬁ

E(s) = R(s) — X(s)

E(s) = R(s) — H(s)C(s)

Asimismo

Es) _Cs 1 G(s) 1
R(s) ~ R( G(s) 1+ G()H(s) G(s)
Cs) _ G

R(s) ~ 1+ G(s)H(s)

E(s) 1

R(s) 1+ G(s)H(s)

E(s) = R(s)

1 + G(s)H(s)

Glo) & a9 = Ew6w
iy El(S) = R(S) - Xl(s)
X\(s) X,(s) = C(s) Ex(s) = R(s) - C(s)
E) = CO) - 5
Asimismo
Eq(s) _ G 1 G 1
R(s) Rs) G  1+GE G
1
T 1+ G()
s _ G
Ris)  1+G@)
. O)
Ey(s) = T+ GG
937
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Tabla 34-18. Constantes de error de entradas de escalén, de rampa y parabolica

Funcién del  Transformada Errores de estado
Entrada tiempo de de Laplace Constante de error estable en el dominio

entrada de entrada del tiempo
Escalén o posicién Ru(t)* R/s K, = lim G(s)H(s) ess(t) = R

s—0 1 + Kp
Rampa o velocidad Rtu (t) R/s? K, = lim s - G(s)H(s) es(t) = %
s—0 v
Parabola o aceleracién %tz— u(t) s—Iz K, = lims2G(s)H(s) ess(f) = ’11(‘;
s—0 a

4 R es una constante que indica la amplitud de las diversas funciones de entrada. Para una entrada de escal6n, de rampa o parabélica unitarias, R = 1.
Para un escalén de altura 206.3, R = 206.3, u{¢) = funcién de escaldn unitario, u(f) = 0 parar <0y u,(t) = 1 para ¢t > 0. Segin la aplicaci6n, u(z)
para ¢ = 0 se toma en diversas formas como 0, 1/2 0 1. A menudo se verd u(0+) = 1 0 u(0—) = 0. El valor de 1/2 se obtiene promediando los mites

u;(0+) y u(0—) y se denomina valor principal.

que se ilustran en la figura 34-5 presentan una respues-
ta no acotada. Dado que la estabilidad de un sistema
lineal se define como una salida acotada para una en-
trada acotada, los sistemas se vuelven inestables. En
tres de las técnicas para analizar la estabilidad de un
sistema de control por retroalimentacién se emplea la
ecuacion G(s)H(s) = — 1; tales técnicas son el método
de la gréfica de Bode, la técnica de Nyquist y el mé-
todo del lugar geométrico de la raiz.

Las técnicas de Bode y Nyquist son métodos del do-
minio de la frecuencia, donde la variable general de
Lapiace s= o + jw se sustituye por la variable imagi-
naria pura jo (donde w representa la frecuencia real,
medida en radianes por segundo, y j es la raiz cuadrada
de -1).

En la técnica del lugar geométrico de la raiz se utili-
zan las partes real (o) e imaginaria (jw) de la variable de
Laplace s.

Los métodos de Bode, Nyquist y del lugar geométri-
co de la raiz determinan la estabilidad de los sistemas
de ciclo cerrado mediante el examen de la ganancia de
ciclo abierto G(s)H(s). Esta constituye una simplifica-
cién muy importante, ya que las ecuaciones del sistema
de ciclo abierto a menudo estdn en forma factorizada,
mientras que las ecuaciones del sistema de ciclo cerra-
do con frecuencia se encuentran en forma no factoriza-
da. Resulta mucho mds sencillo trabajar con las ecua-
ciones factorizadas, lo que explica en parte la popula-
ridad de estos tres métodos.

R(s) E(s) C(s)
1 G(s) o
+
- v
H(s)
Hs)Cts)
(a)

Técnica de Bode. En la técnica de Bode se emplean
dos gréficas logaritimicas de G(s)H(s). La primera es
una gréfica de 20 log | G(jw)H(jw)| en funcién de log .
Por lo general se utiliza una escala logaritmica para el
eje w, de manera que en realidad no se necesita evaluar
logaritmos. A partir de estas dos gréficas, resulta re-
lativamente fé4cil determinar si es posible que se pro-
duzca la condicién G(jw)H(jw) = — 1 (0 dB en un 4n-
gulo +180°).

La aplicacién real de la técnica de la gréfica de Bode
implica una multitud de contingencias analizadas por
Ogata®, Kuo’, Shinners®, y D’Azzo y Houpis', y en
otros libros normales en que se aborda el tema de la
teorfa clésica del control. Los procedimientos para
construir una gréfica de Bode se especifican a conti-
nuacion:

1. Se reduce un sistema complejo a un sistema de
retroalimentacién de ciclo tnico equivalente,
con ganancia hacia adelante G(s) y ganancia de
retroalimentacion H(s).

2. Se forma la ganancia de ciclo G(s)H(s) y se fac-
torizan el numerador y el denominador en un
término real de primer orden y un término cua-
dratico de segundo orden, més una constante de
ganancia y un término s”. Por ejemplo:

740(s + 2)

Gls)H(s) = s(s + 15)(s% + 65 + 25)
1 G(s) 1
R(s) E(s) C(s) C(s)
—H(s)
(b)

Fig. 34-5. Sistema de ciclo cerrado: a) diagrama de bloques; b) grafica de flujo de sefiales.
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Tabla 34-19. Tipo, orden, coeficientes de error y errores de estado estable de un sistema de control

Funcién de transferencia

Ganancia en Ganancia de de ciclo cerrado Orden de Ti X
- . . ; po de P
senm(i;czsghrecto retroah}rﬁz;ltamén G(s) 1+ G(s)H(s) G(s)H(s) !_1{13 G(s)H(s)
1 + G(s)H(s)
1 1 4
s 2 s+ 2 1 1 ®
1 1,
s+ 1 1 s+ 2 1 0 1
7—1 L —_— 2 1 %
s+2 s 2+2+1
10 10
K2 ! 52+ 10 2 2 ®
| 3 s+4 3 1 o
s(s +2) s+4 s>+ 652+ 8+ 3
1 s+ 10 s+ 20 3 0 v
G+ DE+2) s+ 20 s + 235 + 635 + 50 ‘
1 1
6 +2) s ST s 3 1 ®
1 1.
6 +2) 1 ST A1 3 2 ®
1 1 s .
(6 + 2) K &+ 29 + 1 4 3 ®
1 1
53 ! T3 ! 0 &
1 1 1
G+ 2) ! P oyt gy 2 1 ®

2 R = constante (amplitud de entrada), a menudo 1.

b y(r) = funcién de escal6n unitario.

¢ [#2)u(?) se transforma en 1/s%,

¢ En la tabla 34-17 se explica la generacién de dos errores diferentes por funciones de transferencia idénticas.

¢ f Sistema inestable; los resultados carecen de significado. Los errores son infinitos. Los errores no son cero, como lo predicen los coeficientes de

error®, 0 2R/, Todos los errores son infinitos.
2 Colt), Ca(t) y Cs(?) se grafican en la tabla 34-13. R/1.5, 0 y 2R son valores finales del error.

3. Se determinan los polos y los ceros de G(s)H(s) Por tanto, para la ganancia G(s)H(s) dada:
mediante una inspeccién de los términos de pri-
mer orden. Para los términos de segundo orden Ceros de Polos de Polos de
primer orden primer orden  segundo orden

se utiliza la ecuacion:
w = 2 radfs w=20 w, = V25 =5radls

(52 + 26wns + w?)

donde w, = frecuencia natural del polo (o cero) = 15 radls { = 6w, =
de segundo orden y { = factor de amortigua- = 6/(2)(5) = 0.6
miento. -

941




Control automético

Un sistema de control

K ‘ K Errczr) de escalon? Error de rampa® Error pargbélicoc
‘ 3 im 2G( (1) = Ru(2) r(®) = Reu(t) r(®) = [REQ2]u()
lsxinmsG(s)H(s) lirilos G(s)H(s) es = RI(1 + K,) e = RIK, e = RIK4
2 0 0 : -
d
0 0 125 ®© ®
¥ 0 0 2R ©
R
1 —
% 0 0 0 70
% 0 0 —% R o
0 0 %R ® 0
A 0 0 2R ®
o ¥ e e f
4 ® e e e
R
0 0 135 =1 - Co(t)omree s ‘ 0
¥ 0 0=1-GC)f== 2R =1~ Cs()[t=o o

Tabla 34-20. Cilculos de constantes de error para ciertas respuestas de escalén y de rampa
que se muestran en la tabla 34-13°

Respuesta Cilculo de la constante de error
1 , m—l_ oL
Co(t) para G(s) = e H(s) =1 K, = ll—rfé G(s)H(s) = 21_13(1) 17 -2
. . _ 11 _2 1 R
Entrada de escalén unitario R = 1 ess(t) = T+ K, 1773 °13 —»(o i3 5)
1 . e _
Cs(9), para G(s) = m‘ ,H(s) =1 Kp = il_!}é G($)H(s) = 21_!.%—_—.9(.9 ) =®
Entrada de escalon unitario R = 1 ewl) = — = —L =05 (00-R)
ntrada de escal6n unitario R = )= T7K " T+e
Cs(t) para G(s) = ———— , H(s) = 1 K, = limsG(s)H(s) = lim—— = —
s parabls) = 5+ 2) o= ms+2 2
I 1 1
Entrada de rampa unitaria R = 1 ess(t) = T 2-(2-R)
v 2

2 Co(t), Cx(t) y Cs(t) se grafican en la tabla 34-13, y ahi también se muestran los valores finales de los errores. Estos valores se calculan aqui
directamente a partir de los coeficientes de error. Asimismo se tabulan en los dos dltimos renglones de la tabla 34-19.
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5

Obsérvese que s se sustituye por jo y después se
elimina j cuando se hace referencia a una fre-
cuencia angular w, en radianes por segundo (no
hertz o ciclos por segundo). Si més adelante se
desean unidades en hertz o ciclos por segundo,
se utiliza @ = 27f, donde f = frecuencia en hertz.
Para el ejemplo que se da no hay ceros de se-
gundo orden, meramente con fines de simplifica-
cién.

. Se calcula 1a magnitud de G(jwo)H(jwo) a una fre-

cuencia wo que sea igual a 0 menor que cualquiera
de las frecuencias finitas de polo o cero. Esto se
logra simplemente eliminando todos los términos
menos las constantes y la potencia de s, o término
sy. Por ejemplo, se elige wp = 1 rad/s, que es
menor que @ = 2, w = 5, w = 25 para la ganancia
G(s)H(s) dada. Por tanto:

Mag = 'G(S)H(s)|s=fwo = % s=i0-’o=fl=
= M =
DS 3.95

Este procedimiento funciona debido a que la
grafica de magnitud de la linea recta de Bode
aproxima un término como (j1 + 2) a exactamen-
te (2). El valor 3.95 que se calcul6 es un valor
exacto en la gréfica de la linea recta de Bode. La
gréfica de la linea recta de Bode calcula en forma
aproximada los valores exactos o reales de
G(s)H(s), donde s = jo.

Se convierte esta magnitud a decibeles (dB) me-
diante:

dB = 20 log[|G(jw)H(jw)]] a w = wp
Por tanto, para el ejemplo dado se tiene:
Mag = 20 log(3.95) = 20(0.5962) = 11.9 dB
oMag =12dB a wp = 1 radfs

Este ser4 el punto de partida de la grafica de
magnitud de Bode de G(s)H(s) y es el tinico cél-
culo que se requiere. Con fines de comparacion,
el valor exacto de G(s)H(s) calculado por compu-
tadora evaluado en s = j1 es 12.9657 dB a un 4n-
gulo de —81.2853°. El valor exacto de 12.9657 es
mayor que la gréfica de la linea recta de 11.9 dB,
debido al efecto del término cero (s + 2). Los
términos de polos, como el (s + 15), tienen el
efecto contrario, ya que hacen que el valor exac-
to sea menor que el valor de la gréifica de la li-
nea recta de Bode. Los errores méximos ocu-

rren exactamente a frecuencias de esquina y son
+3 dB para ceros unicos y —3 dB para polos
dnicos. A un octavo (factor de 1/2 o 2) de la es-
quina, el error se reduce a =1 dB, que correspon-
de a la diferencia entre 12.96 y 11.9 dB que se
acaba de analizar. Los términos de segundo or-
den también se desvian de la gréfica de la linea
recta en la proximidad de la frecuencia de esqui-
na. Los errores varfan con el factor de amortigua-
miento { y, por lo general, pueden despreciarse
para 0.5 < { < 0.7. Para {= 1.0, simplemente se
utiliza el doble del error para un término de polo
tnico, 0 —6 dB en la esquina, —2 dB en los pun-
tos octavos. En £ = 0.7, el error es —3 dB. En
§ = 0.5, el error es 0 dB, mientras que en { = 0.3
el error es aproximadamente 4 dB y en § = 0.2,
aproximadamente 8 dB. En forma analitica, el
error en la esquina de un término de magnitud
cuadrética de Bode estd dado por 20 log(1/2£).
Obsérvese que si { tiende a cero, el error tiende a
infinito (el término resuena a la frecuencia de es-
quina). En la figura 34-6 se ilustra el comporta-
miento de un factor de polo cuadriético, proximo
a la frecuencia de esquina, mientras que en la
figura 34-7 se presenta la gréfica de Bode con un
factor de polo cuadrético.

. Se establece una escala de frecuencia logaritmica

con papel semilog. Se eligen las frecuencias de 10
en 10 de manera que se incluyan todas las fre-
cuencias de polos y ceros, més una decena arriba
y abajo de estas frecuencias. Para el ejemplo da-
do, w = 2,15 y 25 rad/s, de modo que el eje selec-
cionado w seria de 0.1 a 1 000 rad/s, o cuatro de-
cenas. En una pulgada se podrian utilizar dos
decenas, es decir, de 1 a 100 rad/s, pero no se
podria trazar la gréfica de fase completa, que
se extiende una decena completa arriba y abajo
de cada frecuencia de esquina. Para la grafica de
magnitud no se necesitan estas ampliaciones
de decenas extra.

. Se establece una escala de magnitud vertical en

decibeles sobre el eje semilogaritmico lineal,
en general con divisiones mayores de 10 o 20 de-
cibeles. Como minimo, la escala debe extenderse
de +20 a 0 a —20 dB. Una escala en decibeles
tfpica podria ir de +40 a —60 dB. La regi6n en
torno a 0 dB es de la mayor importancia.

. En la escala de frecuencia logaritmica se trazan

pequerias flechas ascendentes en cada frecuencia
de cero y pequeiias flechas descendentes en cada
frecuencia de polo. Para un factor cuadrético se
traza una flecha de doble cabeza. Cada flecha sig-
nifica una variacién en la pendiente de magnitud
de la recta de 20 dB por decena, en la direccion
de la flecha. Asi, para el sistema dado se tiene:

2 {Frecuencia de esquina de ceros

) } } - t > w(rad/s)
0.1 1 * 10 100 1000
5 15 {Frecuencia de esquina de polos
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G() NORMALIZADA = wl ~ 2
RERE
20 T T T 71 T T 1
T A = CUANDO ¢ — 0
ok {=0.1 .
- (=02
% A
3 - \\ (=03 .
&
W . \ (=05
g , \ (=10
B ASINTOTAS "
-10 —
0° | i f\ (=0 ]
o) ﬁ
90° - ¢=0l1 S -
i GRAFICA DE
3 =02 HECTA
. i (=03 \\\ \
g =\ -
-180° —/ 2 -
(=05
(=07 ;
= 1.0
| | A ] | | 1 | 1
0.1 0.2 04 0608 1 2 4 6 8 10
w
w

W, = FRECUENCIA DE ESQUINA

Fig. 34-6. Gréficas normalizadas de magnitud y fase de Bode para corregir errores en la proximidad de la
esquina de un polo cuadrético de segundo orden. s = jw (es decir, s sustituye a jw), w = variable de frecuencia en
radianes, & = razén de amortiguacién (0 < & < 1) para polos complejos, w, = frecuencia natural o resonante o
frecuencia de esquina en radianes por segundo, una constante. Obsérvese que si & > 1, el término cuadrético
puede factorizarse en dos términos de polos reales. El cuadrético se denomina sobreamortiguado. Si £ es negativo,
el término cuadrético exhibe un comportamiento inestable, con una envolvente de la respuesta de escalén que
aumenta exponencialmente hacia el infinito. G(s) = w2/(s? + 2 {wns + (wa)?; G(jw) = (W)Y ((jo)* + 2Ewn(jw) +
(ws)?). Tomado de OgataS, reproducido con permiso.
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9, Usando el punto de partida calculado G{jl)
H(j1) = 11.9 = 12 dB, se puede dibujar de in-
mediato la gréfica de magnitud de la recta trazan-
do una recta de pendiente —20(r) dB/decena que
pase por el punto de partida, hasta la primera
flecha, donde se cambia la pendiente como se in-
dica.

El factor n corresponde al exponente del térmi-
no del polo s, y para el ejemplo dado es n = 1.
Por tanto, la grafica del ejemplo comienza en una
pendiente de —20 dB/decena, va hacia w =2 y
después cambia a —20 +20 = 0 dB/decena. La
pendiente de 0 dB/decena se dirige a w =5y
cambia a —20-2 = —40 dB/decena, lo cual se des-

10

plazaaw = 15lapendientecambiaa —40 + ~20=
—~60 dB/decena y se dirige sin cambio hacia el
infinito.

La gréfica de magnitud completa se muestra
en la figura 34-7.
Para construir la gréfica de fase se trazan dos
flechas opuestas, separadas por dos decenas,
con centro en la frecuencia de esquina. La pri-
mera flecha apunta hacia arriba para ceros y ha-
cia abajo para polos. Cada flecha indica una va-
riacién en la pendiente de la gréfica de fase de
45 °/decena, en la direccién de la flecha. *

Por consiguiente, para el sistema dado se
tiene la siguiente gréfica:

Esquinas de fase
(cada flecha = cambio de pendiente de 45°decena)

0.2 50 150
4 -+ } } { » w(rad/s)
0.1 1 l 10 l 100 1000
0.5 1.5 20
A
60 -
40
PUNTO INICIAL
CALCULADO, 12 dB -
20+ EN w; = 1 rad/s
- W, = 7.0 rad/s EN LA GRAFICA DE BODE
PENDIENTE= 0 "€ = APROXIMADA POR REGTAS
(GRAFICA DE LINEA CONTINUA)
. oFb—————— e A e LINEA DE 0 dB
[+ ] W, = 6.8 rad/s EN LA CURVA EXACTA N PENDIENTE = — 40 dB/decena
Z (GRAFICA DE LINEA DISCONTINUA)
3 @, = FRECUENCIA DE CRUCE, rad/s
32 -20 (LA GANANCIA CRUZA POR 0 dB en )
]
3
~ =40 SE TRANSFIERE w, = 6.8 rad/s
" A LA GRAFICA DE FASE, PARA
5 ENCONTRAR LA FASE = — 158°
= ! SISTEMA ESTABLE
8 MARGEN DE FASE = 180° — 158° = + 22°
-60-
l v 15
-80— 5 FRECUENCIAS DE ESQUINAS DE MAGNITUD
(CADA FLECHA = CAMBIO DE PENDIENTE DE 20 dB/decena)
- L ll‘llll b L IIALAJ_L ' ] IJJALIIII 1 lJ_Llllllg
0.1 1 2 5 7 10 15 100 1000
w(rad/s)
(a)

Fig. 34-7. a) Gréfica de magnitud.
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ANGULO DE FASE Gfjw) H(jw)

Control automético

OBSERVESE LAS CONSIDERABLES CORRECCIONES DE FASE
QUE SE REQUIEREN DEBIDO AL TERMINO DE SEGUNDO ORDEN

FASE () (s? + 6s + 25) CON POLO EN V35 = 5 rad/s
A (VEASE LA FIGURA 34-6)
-90°
PUNTOS CALCULADOS = 15.0 rad/s EN LA GRAFICA DE BODE
-135°}- APROXIMADA POR RECTAS (GRAFICA
DE LINEA CONTINUA)
-180° e LS
- o '~ -
. LINEA DE - 180 wygg = 9.6 radls EN LA GRAFICA_ O LINEA DE - 180°
-225°|— EXACTA (GRAFICA DE LINEA  "Os
DISCONTINUA) O

-270°
SE TRANSFIERE wygo = 9.06 rad/s
A LA GRAFICA DE MAGNITUD, PARA
HALLAR |G| = - 5.2dB
.. SISTEMA ESTABLE
MARGEN DE GANANCIA = + 5.2 dB FRECUENCIAS DE ESQUINA DEL ANGULO DE FASE

(CADA FLECHA = CAMBIO DE PENDIENTE DE 45°decena)
) 0.5 1.5 20 i A
0.2 i Y { 50 150
s 1 1 11094 1 b ataal L rod a1l i ro il
0.1 1 10 100 1000
w(rad/s)

(b)

Fig. 34-7 (cont.). b) Grafica de fase de Bode de G(s)H(s) = 740 (s + 2)/[s(s + 15)(s® + 65 + 29)].

11. Se calcula el 4ngulo de fase G(s)H(s)|s=je cuan-
do wtiende a cero y después a infinito. Por tanto,
para la ganancia G(s)H(s) dada (donde el sim-
bolo jO denota una cantidad imaginaria peque-
fia, mientras que jeo representa una cantidad
imaginaria arbitrariamente grande) se tiene:

13. Con fines de verificacién, se observa si la pen-
diente constante final de (°decena de la grafi-
ca de fase tiene un valor de fase igual a
G(jo)H(j=), que es —270° en el ejemplo
dado. Una gréfica de fase correcta se “cierra” en
un 4dngulo de £90 - K°, K =0,1,2,3,...

Angulo G(j0)H(j0) = sngulo 00 Zg;)[((/]%; i) G073 - 4ngulo TOZ%-
= 4ngulo %O—(tJ(;TOiT = % = —90°
Angulo G(j=)H(j») = 4ngulo Py 17 ;)(Eg::): +2)6j°° T S 4ngulo GO%;I—)@?
= dngulo o 2092)-"9-(20180" = 396%00 = -2

12. Se inicia la gréfica de fase a una pendiente cons-
tante de 0°%decena con un valor del 4ngulo de
G(jO)H(j0), que es de —90° para el ejemplo da-
do. Se traza la gréfica de fase mediante la apli-
cacién del método de las flechas que se expuso
para la gréfica de la magnitud. La grafica de fase
terminada se muestra también en la figura 34-7.
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14. Si una frecuencia de esquina de fase ocurre den-
tro de un octavo de la frecuencia a la cual la
gréfica de magnitud cruza por 0 dB (la “frecuen-
cia de cruce”), se calcula el valor exacto de la
curva de fase a esta frecuencia, ya que son pro-
bables errores de fase significativos. Las graficas
de Bode de magnitud de linea recta suelen ser
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exactas a unos cuantos decibeles, mientras que
las gréficas de fase de linea recta de Bode suelen
ser inexactas y requieren una correccién (de 10 a
30°) importante cuando dos o tres polos y térmi-
nos cero estan dentro de un intervalo de una
decena (o hasta de dos decenas), como se ilustra
en la figura 34-7. Los factores cuadriticos, con
pequeiio (£ menor de 0.3) complican la gréfica
de fase de Bode del ejemplo dado, que se mues-
tra en la figura 34-7. Para { = 1, la gréfica de
fase del factor cuadrético cambia de fase en 180°
en dos decenas, o tiene pendiente lineal de
2 - 45°/decena o 90°/decena. Cuando £ tiende a
cero, este cambio de fase de 180° ocurre en cero
decenas; es decir, la fase tiende a cambiar en
180° en un intervalo de frecuencia muy pequeiio
con centro en la frecuencia de esquina w,, para
valores bajos de {. Sin embargo, para £ > 0.3,1a
gréfica de fase de linea recta es adecuada, en
tanto no ocurra el cruce de ganancia de 0 dB
dentro de un octavo de w,. Esto se ilustra en la
figura 34-6, que presenta gréficas de fase norma-

Por tanto:

El margen de ganancia es aquel incremento en la
ganancia que se puede sumar a un 4ngulo de fase
de —180°, de manera que el resultado sea 0 dB.
Por tanto, si se suma 5.2 dB a —5.2 dB, el resul-
tado es 0 dB, y el margen de ganancia es
—G(wig0) = — (5.2) = + 5.2 dB. Para un sistema
estable el margen de ganancia debe ser positivo.
El margen de fase es el decremento o incremento
negativo en el dngulo de fase que se puede sumar
a una ganancia de 0 dB, de manera que el dngu-
lo de fase resultante sea —180°. Por tanto, si
—158° se reduce en 22°, se produce un dngulo de
fase de —180°. Asi, el margen de fase es + 22°.
Debe tenerse precaucion con los muchos signos
negativos que intervienen. Margen de fase =
180° + (4ngulo de fase a una ganancia de 0 dB)
= 180° + ¢, = 180° + (—158°) = 22°. Para un sis-
tema estable el margen de fase debe ser positivo.

Las reglas para determinar la estabilidad a partir de

lizadas para diversos valores de ¢. una gréfica de Bode son las siguientes:
15. Se determina el margen de fase y el margen de
ganancia. A partir de las curvas de la gréfica de

Bode (fig. 34-7) se obtiene la tabla:

1. Se encuentra e indica la frecuencia de cruce w.ala
cual la gréfica de magnitud de la ganancia atravie-

Punto de dngulo de fase de 180°

Angulo de fase = —180°

Frecuencia = wyg, por ejemplo, 9.06 rad/s
|Ganancia| = G(wgo), por ejemplo, — 5.2 dB
Margen de ganancia = + 5.2 dB

Punto de cruce de ganancia

|Ganancia| = 0 dB

Frecuencia = w,, por ejemplo, 6.8 rad/s
Angulo de fase = ¢, por ejemplo, —158°
Margen de fase = 180° — 158° = 22°

PLANO s

. ARCO CON RADIO INFINITO, 8CD

| } C
EJE
R . ’
x
2

G(s) = e .

Hrs) =1 -j2f
—jx

¢ D

(a)

Fig. 34-8. Gréfica de Nyquist de G(s)H(s) = 2/ [s(s + 2]. a) Lugar geométrico del
plano s. El segmento AB es la trayectoria principal, donde 5 = jo, 0 < 0 < ®;
trayectoria EFA = arco con radio pequefio, que rodea el o los polos en ¢l origen o
en el eje jw, de manera que no hay polos dentro del perimetro del plano s. Si
G(s)H(s) no tien polos o ceros en el semiplano derecho s, sélo es necesario trazar la
trayectoria principal AB(s = j0 — jo) en el plano G(s)H(s).
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EJE Im{G(s}H(s)}

ARCO CON RADIO
INFINITO EFA, O

PLANO G(s)H(s) “CIRCULO DE ENCIERRO"

—_l

PUNTO CRITICO
{ B,C,D i

(=1 +j0) s=j3 +1 e

F

EJE Re{G(s)H(s)}

/ |VECTOR PARA EL CALCULO
DE LA MUESTRA DE
G(sH(s) EN s = ji

s =j1 0.894 £ —117°

——j1
TRAYECTORIA
PRINCIPAL AB

-P
-y

vz
LN}
OoN

~Z = 0, SISTEMA ESTABLE

(b)

Fig. 34-8 (cont). Gréfica de Nyquist. b) Determinacién de la estabilidad
utilizando el caso I de la tabla 34-21. P = polos de G(s)H(s) en el semiplano
derecho = 0 [plano s de la parte (a) de la figura]. N = nimero de circundaciones
horarias del punto critico (—1 + j0) en el plano G(s)H(s) (N=0).N=Z - P,
criterio de Nyquist. Por tanto, Z = 0 y el sistema es estable. Slo se necesita
trazar la trayectorla principal, para ver si circunda o encierra el punto critico
(=1+ j0). Z = ceros de 1 + G(s)H(s) = polos de G(s)/[l + G(s)H(s)). Para
que haya estabilidad, Z =

Punto G(s)H(s) en magnitud / 4ngulo
s=0=A © [/ =90° =

s=j0.5 1.94 / =104

s=j1.0 0.894 / —117° = (*)e
s=j2.0 0.354 / —135°

s =j3.0 0.185 [ —146°

s=/5.0 0.074 / —158°

s =j10.0 0.020 / —169°

s = j100.0 0.0002 / =179°

s=jo =B 0.0/ —180° =

[parte (a) de la figura] [parte (b) de la figura]

a(*) = célculo de la muestra para s = j1.0

o 2 )
GUDHGY = {55 b=t = GG+ 2)

iy 2 - 2
CUDHGY = 175736 2660 -~ 2236/ 1166°
= 0.894 / ~116.6°
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2

.

by

GRAFICA DEL POLO
DE ORIGEN DEL PLANO s

EJE jw

TRAYECTORIA

PLANO s PRINCIPAL

CONTORNO
DE NYQUIST

EJE o

POLO 5
(N=1)

r—-0

ARCO (ABCDE) = DESVIACION SEMICIRCULAR

EN TORNO AL POLO 1/s CON RADIO
INFINITESIMAL r
SEAs=re=r,. 9 DONDEr—0O

CIRCULO DE ENCIERRQ DEL PLANO G(s)H(s), N = 1
Im{G(s)H(s)}

+je
PLANO G(s)H(s)

PARA EL
CIRCULO DE
ENCIERRO CON N = 1

G(o)H(s) =

_j:x;

(©

ARCO (ABCDE) = UN SEMICIRCULO DE RADIO
INFINITO R; R = 1/r PARAEL POLO 1/s G (s) H
(s) = 1/s = tire/® = R~I¢ = Ri®

R=1lr—sx, ¢=-0

= UN SEMICIRCULO, DIRECCION INVERSA PARA EL POLO

GENERAL DE n-ESIMO ORDEN 1/sM R = 1/¥ > =;
¢ = - N? = N SEMICIRCULOS

Re{G(s)H(s)}

Fig. 34-8 (cont,). Gréfica de Nyquist. ¢) Caracteristicas de la gréfica (circulo envolvente) para G(s)H(s) =

KIs¥(s + P)(s + Py) ... (s + Pa)(s® + 2Lm.s + w?). El polo que estd en el origen, 1/sV, producird N

semicirculos de radio infinito en el plano de G(s)H(s). en sentido contrario al del insignificantemente

pequefio rodeo en torno al polo en el plano s. Estos circulos, lamados circundantes del plano G(s)H(s),
cortan la parte principal del lugar geométrico G(s)H(s) en 4ngulo recto.

sa el punto de 0 dB. Se busca el 4ngulo de fase ¢,
que existe a la frecuencia de cruce w.. Para
el ejemplo de la figura 34-7, w. = 6.8y ¢. =
—-158°. :

Se encuentra ¢ indica la frecuencia wigp a la cual la
grafica del angulo de fase cruza los —180°. Se
busca la magnitud |G(ws0)| @ wig0. Para el ejem-
plo dado, wig = 9.06, |G(wigo)| = —5.2 dB.

Si s6lo hay un valor para o, y uno para wsg, la
determinacion de la estabilidad de la gréfica de
Bode es inequivoca. Si existen dos o més valores,
es mejor construir una gréafica de Nyquist a partir
de los valores de magnitud y fase de la gréfica de
Bode en funcién de la frecuencia. La gréfica
de Nyquist puede emplearse para determinar sis-
temas condicionalmente estables en forma ine-
quivoca simplemente verificando si el punto — 1
+ jO est4 encerrado en la gréfica de Nyquist.
El sistema es estable si:

a. A0dB,u v = o, el 4ngulo de fase es menos
negativo que —180° (p. ej., —158°), y

b. A un 4ngulo de fase de —180°, 0 w = w;gp,
la magnitud de la ganancia es menor que 0 db
(p. ¢j., —6 dB).
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5. El sistema es inestable si:

a. A0dB,u o= w, la pendiente de la grifica de
magnitud es igual o mds negativa que —60 dB/
decena. Para esta prueba sélo se necesita la
curva de magnitud. Esta prueba es en realidad
otra forma de la prueba a), ya que una pen-
diente de —60 dB/decena implica un despla-
zamiento de fase més negativo que —180°. Pa-
ra el sistema dado, que se muestra en la figura
34-7, la pendiente de la gréfica de magnitud
cerca de la ganancia a 0 dB es aproxima-
damente —40 dB/decena. Por tanto, no se ha
demostrado que haya inestabilidad. Obsérvese
que esta prueba no demuestra que haya esta-
bilidad; sélo demuestra inestabilidad. Un sis-
tema puede ser inestable con una pendiente de
—40 dB/decena o de —20 dB/decena en la pro-
ximidad de la ganancia de 0 dB.

Otro método para trazar graficas de Bode implica el
uso de una calculadora programable para determinar
el valor de G(jw), magnitud y fase, como funcién de
valores individuales de o, como w = 0.1, 0.3, 1, 3, 10,
30, 100, etc. Después se pueden graficar estos datos.
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Algunas calculadoras tienen graficadoras: la HP-41c,
por ejemplo, puede trazar directamente grificas de
Bode. Desde luego, un sistema de computacién grande
también puede trazar gréficas de Bode en pantalla o en
una graficadora digital.

Técnica de Nyquist. La técnica de Nyquist es muy
semejante a la de Bode, salvo que en ella se hace una
grafica polar de 4ngulo de fase y magnitud de
G(jw)H(jw) como una funcién de 1a frecuencia en radia-
nes . Por lo comiin se utiliza una escala radial lineal
para la gréfica polar de Nyquist, en contraste con la
escala de magnitud logaritmica o en decibeles que se uti-
liza en las gréficas de Bode. La grafica de Nyquist se
examina fdcilmente para determinar si llega a ocurrir la
condicién G(jw)H(jw) = — 1. La aplicacién de la técni-
ca de Nyquist también implica muchas contingencias,
que se deducen del principio del argumento de Cauchy
y las técnicas de mapeo de conformacién, la base ma-
temdtica del método de Nyquist. (Estas contingencias
también son analizadas por Ogata®, Kuo’, Shinners?, y
D’Azzo y Houpis'?.) En la figura 34-8 se presenta un
ejemplo de grafica de Nyquist con explicaciones deta-
lladas.

En circunstancias tipicas, G(s)H(s) no tiene polos
ni ceros en la mitad derecha del plano s. Esto implica
que el sistema de ciclo abierto G(s)H(s) s6lo es esta-
ble. Sin embargo, el sistema de ciclo cerrado
G(s)/[1 + G(s)H(s)] puede ser inestable. El criterio
principal que se emplea para determinar la estabilidad
de un sistema de ciclo cerrado a través de la técnica de
Bode o la de Nyquist no es simplemente la prueba
de G(jw)H(jw) = —1, sino mds bien una prueba de
|G(w)H(jw)] = 1, cuando el éngulo de fase
de G(jw)H(jw) es exactamente —180° [o los dngulos
equivalentes —180° £ N(360°)]. Por ejemplo, consi-
dérese el caso G(jwo) = —3, H{jwo) = +1. Los métodos
de Nyquist y Bode predicen correctamente un siste-
ma de ciclo cerrado inestable, no obstante, una susti-
tucién formal en la ecuacién 34-19 produce:

G(jwo) _ -3 - —3_
1+ G(jwo)H(jwo) 1+ (- 3)(1) -2

1.5

Este resultado es incorrecto. El sistema no presenta
una ganancia de 1.5, sino una ganancia sin limite. Una
explicacion intuitiva de este resultado contradictorio se
deduce del examen de las condiciones transitorias que
resultan cuando el sistema se enciende (conecta) por
vez primera.

Antes del encendido, G(s) es cero. Después, la mag-
nitud de G(s) aumenta de 0 a 3 para un 4ngulo de fase
de 180°. Entre estos dos puntos la magnitud de G(s)
debe pasar por la unidad. En ese momento la ganancia
de ciclo cerrado G(s)/[1 + G(s)H(s)] se vuelve ili-
mitada.

En la préctica, el sistema se vuelve no lineal y las no
linealidades limitan la respuesta del sistema a algtn
nivel grande pero acotado. La ganancia de ciclo abier-
to nunca llega a —3. A una ganancia de -1 cesa la
operacién lineal. El signo negativo o desplazamiento
de fase de 180° de G(s)H(s) = —1 corresponde a una

inversién de la pretendida retroalimentacién negativa
en positiva. La retroalimentacién positiva produce la
inestabilidad observada. Un ejemplo comiin de esto
ocurre con los sistemas de altavoces para audiciones
publicas, en los cuales parte de la salida de audio se
retroalimenta a la entrada de audio. En este caso el
amplificador de audio y el altavoz actdan como la ga-
nancia de ciclo abierto G(s), y la trayectoria de audio
entre el altavoz y el dispositivo de entrada de audio,
que suele ser un micréfono, actiia como la ganancia de
retroalimentacién H(s). La magnitud de H(s) suele ser
mucho menor que uno, mientras que la magnitud de
G(s) es mayor que uno. Para alguna longitud especifica
de la trayectoria de retroalimentacioén de audio, el 4n-
gulo de fase de G(s)H(S) serd —180°. Si la magnitud
de G(s)H(s) en esta trayectoria llega a la unidad, el
sistema de altavoces “aullard”. El “aullido” es una res-
puesta de ciclo limite (oscilacién no lineal) del ampli-
ficador, que se vuelve no lineal cuando se intenta
elevar su salida sin limite. El remedio comin consiste
en reducir la ganancia, de manera que la ganancia de
ciclo total sea menor que uno en el punto en que el
dngulo de fase sea —180°.

En su sentido mds general, la grifica de Nyquist es
una transformacién de conformacién de una trayec-
‘toria de ciclo cerrado en el plano s a una trayectoria de
ciclo cerrado en el plano G(s)H(s). Ambos planos son
complejos, con ejes reales e imaginarios. “De confor-
macién” significa que los dngulos se preservan pero las
formas no. La trayectoria que se elige en el plano s
encierra toda la mitad derecha de ese plano con el fin
de probar la incidencia de algiin polo de ciclo cerrado
posible en relacién con valores positivos de s. Los va-
lores nimericos de s que estdn en esta trayectoria ce-
rrada se insertan en la expresién de G{(s)H(s) y ésta se
evalda. Se grafican los valores reales e imaginarios re-
sultantes de G(s)H(s). Estos puntos, uno para cada
valor de s, describen un lugar geométrico en el plano
G(s)H(s). En la figura 34-8 se da un ejemplo.

Una vez que se obtiene el lugar geométrico de la
ganancia de ciclo abierto G{(s)H(s), se determina la
estabilidad del sistema de ciclo cerrado que lo contiene
aplicando las reglas de estabilidad de Nyquist (tabla
34-21).

El principio bésico subyacente a las reglas de Ny-
quist emana del principio del argumento de Cauchy, el
cual lleva a los resultados siguientes. Para todos y cada
uno de los polos de G(s)/[1 + G(s)H(s)] encerrados
por el lugar geométrico del plano s, habra un encerra-
miento N del punto —1 + jO en el plano G(s)H(s).
Ambos encierros serdn en la misma direccién. La di-
reccién positiva de los encierros suele definirse como
igual a la del reloj (horaria). Si esta definicién se in-
vierte (antihoraria), el criterio de estabilidad de Ny-
quist se mantiene sin cambio, mientras que la direccion
de un encierro positivo se invierte. Funciona una de-
finicién o la otra. En la mayor parte de los casos,
G(s)H(s) no tiene polos de ciclo abierto en la mitad
derecha del plano s y la regla de Nyquist se reduce a
una simple prueba para ver si el punto —1 + jO estd
encerrado en el plano G(s)H(s), conforme s varia en su
contorno cerrado. Si el punto —1 estd encerrado en la
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Tabla 34-21. Reglas de estabilidad del lugar geométrico de Nyquist

Caso Diagrama Comentarios
PLANOs jo
ARCO INFINITO
s =0+ jw
L+N= o Z = ceros de 1 + G(s)H(s) =
circundacion r / polos del sistema de ciclo cerrado
en el sentido CONTORNO DEL en el semiplano derecho.
del reloj del A Para un sistema de ciclo
punto —1 + jO DEL RELOJ cerrado estable, Z = 0.
en el plano CRITERIO DE NYQUIST: N = Z — P
G(s)H(s) e P = polos de 1 + G(s)H(s) =
polos de G(s)H(s) en
PLANO G(s)H(s) el semiplano derecho.
Im{GH(s)} Para el sistema con
comportamiento de ciclo
Re{GH(s)} abierto estable, P = 0.
I
—1+jox” y
+N
jo
PLANO s
.CONTORNO DEL PLANO s
scotjw t \EN SENTIDO CONTRARIO
. _ AL DEL RELOJ
II: + N = -

circundacién en sentido
contrario al del reloj de
punto - 1 + j0en el
plano G(s)H(s) (no
como suele utilizarse
en el caso )

PLANO G(s)H(s)

/]/\

uco INFINITO

CRITERIO DE NYQUIST:N =2 - P

Im{GH(s)}

Re{GH(s)}

-1+j0

7
N

-/+N

Z y P permanecen sin cambio. Obsérvese que Z y P siempre son enteros positivos (o ceros),
mientras que N puede ser un entero positivo, cero o un entero negativo.

gréfica G(s)H(s), entonces G(s)/[1 + G(s)H(s)] tiene
un polo para algin valor de s contenido en el lugar
geométrico del plano s, que incluye todos los valores
de s con partes reales positivas. Este factor real positi-
vo producird una respuesta inestable del sistema de
ciclo cerrado.

En realidad, las reglas de Nyquist se expresan en
términos de los ceros Z de 1 + G(s)H(s). Estos ceros
son los polos de G(s)/[1 + G(s)H(s)], segun se definen
en la tabla 34-21, donde se establecen la regla o los
criterios de Nyquist. En los dos casos de la tabla 34-21,
la regla o criterio de Nyquist es el mismo; es decir:

N=2Z-P
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Para que haya estabilidad Z debe ser igual a cero, lo
que indica que la ecuacién 1 + G(s)H(s) no tiene ceros
y que la funcién de transferencia de ciclo cerrado G(s)/
[1 + G(s)H(s)] no tiene polos.

Obsérvese que un sistema de ciclo abierto inestable
G(s)H(s) con P#0 puede convertirse en un sistema de
ciclo cerrado estable si Z =00 si N = P8,

Cuando se construye una gréfica de Nyquist sin utili-
zar una computadora o calculadora, a menudo resulta
més simple construir antes las gréficas de Bode de
|G(jew) H(jw)} en funcién de @,y ¢ (w) = dngulo de fase
de G(jw)H(jw) en funcién de w. Después, eligiendo va-
lores de , se pueden obtener pares de puntos |G(jw)
H (jw)| en funci6n de ¢ (w) para la gréfica de Nyquist.
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Método del lugar geométrico de la raiz. El método del
lugar geométrico de la rafz, creado por Evans'}, es una
grafica de ubicaciones de polos de ciclo cerrado de un
sistema en el plano s a medida que se varia la constante
de ganancia hacia delante, por lo general de K = 0 a
K = =, La ganancia de planta hacia delante se toma
como KG(s), donde K es la constante de ganancia por
elegir. La funcién de transferencia de ciclo cerrado co-
rrespondiente a partir de la tabla 34-8 [el ciclo de retro-
alimentacién negativa bdsico, donde G(s) se sustituye
por KG(s)] es:

KG(s)

1+ KG(s)H(s) (34-22)

Gi\(s) =

donde K = constante de ganancia de G(s)
G(s) = ganancia o funcién de transferencia de
planta hacia delante, ciclo abierto
H(s) = ganancia o funcién de transferencia de re-
troalimentacién
G, (s) = ganancia de ciclo cerrado
Los polos de G1(s) ocurren en los ceros o raices de:

1+ KG(s)H(s) =0 (34-23)
o bien:
KG(s)H(s) = — 1 =1/ * 180° + K360°
K=012.. (34-29)

En la ecuaci6n de las raices interviene una cantidad
compleja o vectorial KG(s)H(s) que se iguala a una
constante real —1 o en forma equivalente a 1 en un
angulo de +180°. Por tanto, existen dos requisitos pa-
ra que un valor de s particular, por ejemplo so, cumpla
la ecuaci6n del lugar geométrico de la raiz; es decir:

>

\
x* 0

w0 e K

x|

Yo
>
!
8

en la préictica se observan variaciones mayores.
Ogata®, Kuo’ y Shinners® presentan ejemplos y exposi-
ciones muy completas de las técnicas de construccién
de una gréfica del lugar geométrico de la raiz. Las re-
glas para esta construccién son las siguientes:

1. Lugares geométricos del eje real. Se trazan los n
polos de KG(s)H(s) y los m ceros finitos de
KG(s)H(s). Los ceros en el infinito no se gra-
fican. Los lugares geométricos de la raiz yacerén
sobre el eje real, comenzando en un polo y ter-
minando en un cero, cuando el nimero total de
polos y ceros reales de G(s)H(s) situados a la
derecha de la seccién de lugares geométricos sea
impar, para K > 0. (Para los lugares geométri-
cos de la rafz complementarios, para los cuales
K < 0, se cambia de la derecha a la izquierda.)
Si hay lugares geométricos sobre el eje real entre
dos polos, entonces existe un punto de despren-
dimiento entre los polos; y si existen lugares
geométricos entre dos ceros, entonces existe un
punto de penetracién entre los ceros. Si G(s) =
K(s + 1)[(s + 2)(s + 3)], los ceros son
Zy=-1, Z, = » y los polos son Py = — 2,
P> = — 3. Los lugares geométricos se encuen-
tran en el eje real entre — ©y — 3yentre — 2y
- 1.

2. Puntos inicial y final. Se colocan flechas en los
lugares geométricos a medida que se trazan. Las
flechas indican una ganancia creciente K. Los lu-
gares geométricos comienzan en los polos, con
las flechas que apuntan hacia fuera, y K = 0 en
el polo. Los lugares geométricos terminan
en ceros, con K = * «, con las flechas que apun-
tan hacia cero. Suele haber ceros en el infini-
to, que se aproximan en forma asint6tica. Si
G(s) = K(s + 1)/[(s + 2)(s + 3)]:

|
w

Condicion de magnitud

IKG(s)H(so)l = | = 1] =1 (34:25)

Condicion de dngulo
Angulo [KG(so)H(s0)] = 4ngulo [G(s)H(s)] =

=+ 180°k + 1) k =0,12... (34-26)

En casi todos los casos, para la condicién de dngulo
se emplea el 4ngulo —180°, y no los dngulos equivalen-
tes de, por ejemplo, +180° o —540°. Esto ocurre de-
bido a que el desplazamiento de fase de la mayor parte
de los sistemas reales varia entre 0° y —270°, aunque
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3. Nimeros de lugares geométricos. Un lugar
geométrico comienza en cada polo. Existen por
tanto n lugares geométricos, donde n es el ni-
mero de polos o el orden de G(s)H(s). Si
G(s)H(s) = K(s + )/[s*s + 2)(s + 3)], hay
cuatro lugares geométricos.

4. Angulo de asintotas. Para K > 0, el primer 4ngu-
lo = 180°nimero de asintotas = 180 (n — m).
Para K < 0, el primer 4ngulo = 360°ntmeros de
asintotas = 360°(n — m), donde n = nimero
de polos finitos y m = ntimero de ceros finitos: las
asintotas restantes siempre estdn equiespaciadas
en 4ngulo; por ejemplo, para tres asintotas, éstas
estan separadas 120° (360°/3). Véase, paraello, la
pégina siguiente:
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1 ASINTOTA 2 ASINTOTAS 3 ASINTOTAS 4 ASINTOTAS
Jo Jjo Jjw Jo

180° o
- A l "X! % 60° 45
g > o4 e > G 2 O

PLANO s l ' R

ANGULOS DE LUGAR GEOMETRICO DE RAICES
ASINTOTAS PARA K < 0
Jw
90°
g

Jjw Jjw Jjo
\ \
EEPLANO * ::180 120
. i g v
360°

ANGULOS DE ASINTOTAS DE LUGARES
GEOMETRICOS DE RAICES PARA K > 0

5. Interseccion de asintotas. Las asintotas siempre
se cortan o intersectan en el eje real, en un punto
o= 04

_SP-32z

g,
4 n-—m

donde P = valor de s en el polo de G(s)H(s)
valor de s en el cero de G(s)H(s)

n = nimero de polos (finito)
m = nimero de ceros (finito)
Si G(s) = Kis+1)

s+ 2 +3)°

S0+0-2-3)-3(-1)
0a = -1
-4

6. Nimero de asintotas. El nimero de asintotas es
igual a n — m, el exceso de polos y ceros, que
también es el mimero de ceros en el infinito.

Puntos de desprendimiento y penetracién. Pri-
mero, se estima la ubicacién de cualquier punto
de desprendimiento, ya que la ecuacién que si-
gue es una condicién necesaria mas no suficien-
te. Es decir, por lo general se determinan varios
valores posibles, y algunos o ninguno de ellos
son en realidad puntos de desprendimiento del
lugar geométrico que se esta graficando. Todos
los puntos de desprendimiento para K > 0 y
K < 0 se obtienen determinando las raices de:
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dis[m)iﬁ@] =0 o bien % [G(s)H(s)] = 0

Algunos autores afirman que dk/ds = 0, que
se deduce de:

kG(s)H(s) = - 1

1
K= ’ GEHG)
e _d| 1
ds ~ ds |G(s)H(s)

El signo de magnitud se puede eliminar, ya
que si x(s) = 0, entonces x(s) = 0.

8. Interseccion con el eje jw. La interseccién con el
¢je jo puede obtenerse a partir de la ecuacién
auxiliar sobre un renglén de ceros en el arreglo
de Routh-Hurwitz, como se analiza en el ejem-
plo 34-2, figura 34-12.

9. Cilculo de K en los lugares geométricos. La
magnitud de K en un punto cualquiera s = sx en
los lugares geométricos de la raiz puede deter-
minarse a partir de:

1

K|l= ———

K= TCORET s

10. Angulos de partida y legada. Estos 4ngulos se
pueden encontrar eligiendo un punto de prueba
muy préximo al polo o cero y aplicando la condi-
cién de dngulo, que produce:
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Punto de prueba s = s7/ G(sp)H(s) = —180°

obien QK+ H)n K=0=%1=x2..

/G(sp)H(s7) = / ceros — / polos =

13

i

/s+Zi—- S |/ s+ Pj=—180°
1 =1

Todos los 4ngulos de los ceros y polos hasta el
punto de prueba sy pueden medirse con un
transportador o bien determinarse en forma
analitica, salvo para el 4ngulo del polo (o cero)
que estd muy préximo al punto de prueba. Este
angulo se llama 6y es el unico dngulo incégnito
en la condicién de dngulo, de modo que se de-
termina con facilidad. Para el lugar geométrico
complementario de la raiz, la condicién de 4n-
gulo de —180° cambia a 0° o 360° o bien 2K,
K=0x1,%2,..

Grifica de Nichols. La grifica de Nichols se utiliza
para convertir la ganancia de ciclo abierto y los datos
de fase en una ganancia de ciclo cerrado y datos de fa-
se de sistemas de control de retroalimentacién unita-
ria. Convierte en forma grafica G(jw) en G(jw)/[1 +
G(jw)]. La ganancia de ciclo abierto (en decibeles) y la
fase (en grados) se grafican en un sistema externo de
coordenadas rectangulares. La ganancia y la fase de
ciclo cerrado correspondientes a este punto se toman
de un sistema interno de coordenadas curvilineas. Las
coordenadas externas 0 dB a fase de —180° correspon-
den a decibeles de ciclo cerrado infinito y al centro del
sistema interno de coordenadas curvilineas.

En la tabla 34-22 se presentan gréficas de Bode, de
Nyquist, de Nichols y del lugar geométrico de la raiz
para 12 funciones de transferencia comunes.

Otros métodos. Suelen emplearse otros métodos para
determinar la estabilidad de un sistema manipulando la
ecuacion 34-19. En los métodos de Bode, Nyquist y del
lugar geométrico de la raiz se emplea exclusivamente
el término G(s)H(s) de la ecuacion 34-19 y se prueba si
G(s)H(s) = — 1. Los dos métodos restantes requieren
que se multiplique 1 + G(s)H(s) y se exprese en la
forma de un polinomio numerador N(s) sobre un po-
linomio denominador D(s). Las raices de N(s) son en-
tonces los polos de la funcién de transferencia del siste-
ma de ciclo cerrado:

Gis) __ G
1+ G(s)H(s)  N(s)ID(s)

_ G(s)D(s)
N(s)

(34-27)

Por tanto, el numerador de la ecuacién caracteristica
1 + G(s)H(s) se convierte en el denominador de la
funcién de transferencia del sistema de ciclo cerrado
G(s)/[1 + G(s)H(s)]. Las raices de N(s) se denominan
polos o valores caracteristicos del sistema. Si alguna de
estas raices es un nimero real positivo o mimero com-
plejo con parte real positiva, el sistema presentard una
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respuesta escalén no acotada, producida por un térmi-
no o factor de la forma exp(A - ¢), donde A es la canti-
dad real positiva.

® Método directo de Liapunov. Es el método més
simple que se aplica para determinar la estabili-
dad del sistema y consiste en factorizar el numera-
dor N(s) de la ecuaci6n caracteristica del sistema
0, en forma equivalente, determinar las raices de
N(s) = 0. Si alguna de estas raices tiene una parte
real positiva, el sistema es inestable.

Método indirecto de Routh-Hurwitz. Este mé-
todo prueba la existencia de alguna raiz con parte
real positiva, sin determinar en realidad las raices.
Este método recibe el nombre de prueba de
Routh-Hurwitz. Routh y Hurwitz fueron matema-
ticos que compitieron por el premio Adams, que
se ofrece por la solucién de un problema de esta-
bilidad en mecénica celeste. En 1877 Routh gané
el premio con su obra Essay on the stability of a
given state of motion, en la cual creé un método
de célculo por medio de arreglos para verificar la
existencia de alguna raiz de un polinomio con par-
te real positiva (fig. 34-9).

Al mismo tiempo, Hurwitz creé una prueba
equivalente empleando un método matricial. Para
un polinomio de n-ésimo orden, la matriz de Hur-
witz es de N X N. El primer renglén de la matriz
de Hurwitz es el segundo renglén del arreglo de
Routh, y viceversa. Todos y cada uno de los pares
siguientes de renglones de Hurwitz se construyen
a partir del par anterior mediante el despla-
zamiento de la pareja original una columna a la
derecha y la inserccién de un cero principal en
cada renglén. Cualquier término que llegue a
quedar fuera de la matriz de N X N se ignora. Las
submatrices menores principalesde 1 X 1,2 x 2,
3 x3,..., N X Nseextraen de la matrizde N X N
y se evaldan en sus determinantes, como se mues-
tra en la figura 34-10. Si todos estos determinan-
tes son positivos, el sistema es estable.

Ejemplo 34.1. Primer ejemplo del arreglo de Routh-
Hurwitz, sistema estable. Dadas:

Ni(s) _
Dl(S)

1+ Gi(s)Hi(s) =

s+ (s +2)(s + 3)(s + 4)
= = una ecuacién estable

D(s)
o bien:
No(s) =s(s +5)(s2+s+4) + (s + (s +2)
No(s) = (s* + 28 + 95 + 205) + (s> + 35 + 2)
No(s) = s* + 253 + 102 + 235 + 2 (34-32)

Para probar si Ni(s) tiene alguna raiz con una parte
real positiva, se forma el arreglo de Routh, como se
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muestra en la figura 34-9. El nimero de raices con
partes reales positivas es igual al nlimero de cambios
de signo entre los coeficientes de la primera colum-
na del arreglo de Routh. Dado que todos estos coefi-
cientes son positivos (1, 10, 30, 42, 24), el sistema es
estable.

Las complejidades y casos especiales de la prueba de
arreglos de Routh se ilustran con ejemplos de:

1. Un sistema inestable (ej. 34.2).

2. Unsistema que produce un renglén de ceros en
el arreglo de Routh (ej. 34.3).

3. Un sistema que produce un coeficiente cero de

la primera columna (ej. 34.4).

Ejemplo 34.2. Primer método de Liapunov y segundo
ejemplo de los métodos de Routh-Hurwitz, sistema
inestable. Dadas:

s+ 2

s+ 5

s+1

9= Frs+d

y H(s) (34-28)

como se muestra en la figura 34-11. En los métodos de
Bode, Nyquist y del lugar geométrico de la raiz se utili-

za la ganancia de ciclo abierto, G(s)H(s), para predecir
estabilidad:

s+1 s+ 2
s(s+s+4) s+5
(34-29)

G(s)H(s) =

_ S+ Ds+2)
Tss+ 52+ s+ 4)

En el método de Routh-Hurwitz y en el pri-
mer método de Liapunov se utiliza el numerador de
1 + G(s)H(s), N(s):

+DE+2) _ Nofs)
s+ 35)(s*+s5+4) D)
(34-30)

N(s) es el valor particular de N(s) que se usa en este
ejemplo. Combinando términos:

1+ G(s)H(s) =1 +

1+ G(s)H(s) =

_ S5+ S +s+ )+ (s+ s +2) _ Nofs)
N s(s + 5)(s + 5 + 4) T Dyfs)

(34-31)

Compérense las ecuaciones 34-29 y 34-31. Obsérvese
que un solo término, 1, produce un gran nimero de
términos en el numerador de 1 + G(s)H(s), en compa-
racién con el numerador relativamente simple de
G(s)H(s):

Nas) =s(s + 5)(2 +s+4) + (s + )s + 2)

No(s) = (s* + 25> + 952 + 205) + (s2 + 35 + 2)

Na(s) = s* + 25% + 1052 + 235 + 2 (34-32)
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La factorizacion de N(s), como lo requiere el pri-
mer método de Liapunov, a menudo es complicada, en
especial cuando aumenta el orden de N(s). Mediante el
uso de una calculadora HP-41c¢ y un programa del pa-
quete de mateméticas HP:

Nas) = (s + 0.09045)(s + 2.1416)
(s = 0.1160 + j 3.211)(s — 0.1160 — 3.211) (34-33)

Por tanto, las raices de N5(s) y el numerador de la
ecuacién caracteristica 1 + G(s)H(s) del sistema de
ciclo cerrado son:

—-0.09045 A3 = 0.1160 — j3.211

M
o= —2.1416 As = 0.1160 + j 3.211 (34-34)

KEs importante recordar que el numerador N,(s} de
1 + G(s)H(s) es el denominador de la funcién de trans-
ferencia del sistema de ciclo cerrado, como se ilustra
en la figura 34-11. Por tanto, las raices de N(s) son los
ceros de 1 + G(s)H(s), que a su vez son los polos de
las funciones de transferencia de ciclo cerrado G(s)/
[1 + G(s)H(s)]. Si alguna de estas rafces tiene una
parte real positiva, el sistema presenteré una respuesta
ilimitada a una entrada limitada y se comportard en
forma inestable, impulsado por un término o factor de
la forma ¥, donde A es la parte real positiva.

En relacion con las cuatro raices de N,(s) dadas por
la ecuacioén 34-34, se observa que dos raices tienen par-
tes reales positivas; es decir:

J3=0.1160 — 3211 y As = 0.1160 + j3.211

Por tanto, segun el primer método de Liapunov, el
sistema de control de ciclo cerrado descrito por la
ecuacion 34-28 es inestable, con dos polos del plano
inestables (en la mitad derecha).

En ¢l método de Routh-Hurwitz se utiliza el mismo
término N(s), o numerador de la ecuacién caracteristi-
cal + G(s)H(s), que en el método directo de Liapu-
nov. Al obtener Nx(s) de la ecuacién 34-32 se escriben
los dos primeros renglones de la tabulacién de Routh
empleando los coeficientes de N,(s). Los renglones
restantes se calculan después en forma sucesiva, de
donde se obtiene la figura 34-12.

Existen dos cambios de signo, de +2 a —3/2 y des-
pués de —3/2 a 25 2/3. Por tanto, segin la tabulacién de
Routh-Hurwitz, N(s) tiene dos raices con partes reales
positivas. Un método sirve como verificacion del otro.

Si no se dispone de una computadora o calculadora
capaz de factorizar un polinomio de cuarto orden (o
superior), se puede aplicar el método de Routh-Hur-
witz para determinar si N(s) tiene alguna raiz con parte
real positiva. Obsérvese que en este método en general
no se determinan las raices de N(s), sino que me-
ramente se verifica la existencia de alguna raiz con par-
te real positiva. En el caso especial de raices puramen-
te imaginarias o raices sin parte real, éstas se pueden
determinar por otro procedimiento, que se ilustra en el
tercer ejemplo de Routh-Hurwitz (fig. 34-13).
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54 + 1053 + 3552 + 50s + 24

5t 1 35 24

s3 10 50 0

P (10)(35)1; MY _ 4 (10)(24)10- DO _ 0

(30)(50) ~ (10)(24) _ (30)(0) - (10)(0)
st o =42 T 0 0
0 (200~ GO _ 0 0
@2

[« ag
(13 al O

Coeficientes de las dos primeras rayas

Fig. 34-9. Primer ejemplo de Routh-Hurwitz (ejemplo 34.1 del texto) para Ni(s) = s* + 10s* + 355 +
505 + 24 = 0 = Ass® + a2s® + Aas? + Ais + Ao. Los coeficientes de los dos primeros renglones se
obtienen directamente de N(s), como puede observarse en la figura. El coeficiente de cada renglén
sucesivo se encuentra a partir de los dos renglones anteriores multiplicando un determinante de 2 X 2,
formado por la primera y segunda columnas, y después la primera y n-ésima columnas (con los
signos normales del determinante invertidos). Los valores que se obtienen de esta manera se dividen
entre el coeficiente anterior de la primera columna. Por tanto, para encontrar los s? coeficientes de

renglones:
1 - + 35'
Coeficientes de la primera columna = 10 o 50| _ (45)(4 z)A— (A4 _ o
2
, 1 >+< 24
Coeficientes de la segunda columna = 19 0 = (A3)(A°)A— “4)O =24
2

Obsérvese la convencién de signos

Ejemplo 34-3. Tercer ejemplo de Routh-Hurwitz,
renglon de ceros. El tercer ejemplo de Routh-Hurwitz
ilustra el uso de la llamada ecuacién auxiliar. Esta
ecuacién puede resolverse para producir las raices de
N(s) que estén a la derecha del eje jw y, por tanto, sean
nimeros imaginarios puros, con parte real cero. La
ecuacién auxiliar siempre es de orden par, debido a
que las raices imaginarias siempre se presentan en pa-
res.

Los coeficientes de la ecuacién auxiliar s6lo multipli-
can potencias pares de la variable s de Laplace, comen-
zando con la potencia de s asociada con el renglén de la
tabulacién de Routh que contiene la ecuacién auxiliar
y reduciéndola en factores sucesivos de s> a s°. El ren-
gl6n de la ecuacion auxiliar es el que estd justo encima
de un renglén de ceros.

pod
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que es opuesta a la de un determinante de 2 X 2.

Para proseguir la tabulacién de Routh-Hurwitz, el
rengldén de ceros se sustituye por los coeficientes de la
derivada de la ecuacién auxiliar con respecto a s. Esto
se ilustra en la figura 34-13. B

Existe otra posibilidad de pares de raices de la ecua-
cién auxiliar. Pueden presentarse dos raices reales
iguales y contrarias. Por tanto, una ecuacién auxiliar
de cuarto orden (que serd bicuadritica en 5%, 5% y 5%
podria tener:

1. Dos pares de raices imaginarias puras, por
ejemplo, s £ jly s * j3.

2. Dos pares de raices reales con signos opuestos,
por ejemplo, s £ 2y s + 4.

3. Un par de raices imaginarias y uno de raices

reales, por ejemplo, s £ j6ys + 7.
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N(s) = s* + 105> + 3552 + 50s + 24 = 0

El determinante de Hurwitz de cuarto orden:

10 50 0 0
Dy= (1) ig gg 8 =4X4 determinante de Hurwitz
0 1 35 24

Di=]10]=10 >0

110 50 | _ e oo

Dz—’ 0 35|-350 50 = 300 > 0

pe | 3 O 1035:50+1-10-0+0-50-24
=B M= _(0.35.0+24-10-10+ 5050 1)

D3= 17 500 ~ 2400 — 2500 = 12600 > 0

Para evaluar D,, se hace un desarrollo por menores en la cuarta columna:

1 35 24 10 50 O 10 50 0 10 50 0
Dy=-0(0 10 50/ +0|0 10 50 —0]1 35 24/ +24 (1 35 24
0 1 35 0 1 35 0 1 35 0 10 50
o bien D4 = 24 D3, D3 = 302 400 > 0.
En resumen:
D; = 10 Toda D, > 0
Dy = 300 .. todas las raices de N(s) tienen
D;= 12600 parte real negativa
D4 = 302 400 .". ecuacibn caracteristica estable

Para una ecuacién caracteristica general de n-ésimo orden con coeficientes
constantes reales invariantes en el tiempo:

N(s) = Cos" + Cis" 1 + Cs"2 + ... +
+ Cross? + Cpos + C, =0

la forma de la determinacién de Hurwitz D,, de N X N es:

Cl C3 C5 C7

Co C Cs4 Co

0 C G G

0 C G C ...

0 0 ¢ G .| rayasN
0 0 G G ..

Cn

. . . . v
——columnas N——)

Fig. 34-10. Prueba de la matriz de Hurwitz. Aqui se utiliza la misma ecuacién caracteristica
estable de cuarto orden que se emplea para ¢l arreglo de Routh.
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R(s)

Gfs)

C(s)

H(s)

Fig. 34-11. El numerador de 1 + G(s)H(s) es el denominador
de la funcién de transferencia de ciclo cerrado. Ganancia de ciclo
abierto = G(s)H(s). Ecuacién caracteristica = 1 + G(s)H(s)
= N(s)/D(s) = numerador(es)/denominador(es). Funcién de
transferencia de ciclo cerrado = G(s)/[I + G(s)H(s)] =
G(s)/[N(s)/D(s)] = [G(s)D(s))/N(s).

Cambio
de signos s + 253+ 10s? + 235 +2
+ 54 1 10 2
+ 52 2 23 0
L] @u-103) _ -3 20-10) _,
s 2 -2 2
(- 32)23 - 2(2)
1 A St At — A"
+ s 3 2523 0 0
o| (2523)2 - 31)(0) _
+ ) 2528) 2 0 0

Fig. 34-12. Segundo ejemplo de Routh-Hurwitz (ejemplo 34.2 del texto). Tabulacién de Routh-Hurwitz
para Ny(s) = s* + 25° + 10s% + 235 + 2 = 0 (sistema inestable con dos raices con partes reales positivas).

Ejemplo 34.4. Cuarto ejemplo de Routh y Hurwitz.
Si el primer coeficiente de un renglén de la tabulacién
de Routh-Hurwitz llega a ser cero pero el residuo es
distinto de cero, el procedimiento més simple consiste
en sustituir el primer cero de la columna por un nimero
positivo pequeiio ¢y proseguir la tabulacién en térmi-
nos de ¢. El signo de un término de la primera columna
que contenga a ¢ se obtiene haciendo que ¢ tienda a
cero desde la direcci6n positiva, de manera que su signo
sea siempre positivo, mientras que, por ejemplo, el
signo de (+ 10 € — 1)/e es negativo (fig. 34-14):

Un segundo procedimiento para resolver este caso
implica multiplicar toda la ecuacién que se examina
por (s + k), donde k es un nimero cualquiera como 1,
2 o 3. Esto representa mucho més trabajo que simple-
mente insertar una ¢ en lugar del cero.

Para todos los métodos existen ciertos atajos. El mas
poderoso se deduce del método directo de Liapunov y
la teorfa de las ecuaciones. El método directo de
Liapunov indica que un sistema ser4 inestable si una
raiz cualquiera del numerador N(s) de la ecuacién ca-
racteristica 1 + G(s)H(s) = N(s)/D(s) tiene una parte
real positiva. Por tanto, la prueba se convierte en:
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1. Hacer 1 + G(s)H(s) = 0 = N(s) y determinar
las raices.

2. Verificar si alguna raiz tiene una parte real po-
sitiva, lo que indicaré inestabilidad.

Existen casos que son de inmediato inestables pues
hay una raiz con parte real positiva. Por ejemplo, si:

1. Uno o més coeficientes del polinomio N(s) son
cero, por ejemplo, s* + 352 + 1 = 0. (No hay
término s, el coeficiente de s es cero.)

2. No todos los coeficientes de N(s) tienen el mis-
mo signo, por ejemplo, s* + 3s2 - 2s + 1 = 0.
(El coeficiente de s tiene signo negativo.)

Ogata$, Kuo’, Shinners® y D’Azzo y Houpis!® ex-
ponen la técnica de Routh-Hurwitz.

34.4.4 Compensacion del sistema de control

Sin la compensacién adecuada, un sistema de control
operard muy probablemente de manera marginal o
inestable. Una respuesta marginal podria presentar
una sobrecorrecién muy grande o un error de posicién
también muy grande. Estos inconvenientes de fun-
cionamiento suelen poder rectificarse afiadiendo una
red de compensacién adecuada al sistema erratico.
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Tabla 34-22.% (continuacion)

Caso mim.

Funcién de transferencia de ciclo
abierto G(s)H(s) en un sistema con
retroalimentacién negativa

3.

Este representa el tipo de funcién de transferencia que suele
encontrarse en los servomecanismos de instrumentos. El
sistema de segundo orden siempre es estable (desde un
punto de vista lineal), como lo indican el margen de fase
positivo y las raices que siempre yacen en el semiplano
izquierdo. Su margen de ganancia es infinito. La estabilidad
se incrementa sumando una red en cascada (de adelanto de
fase, retraso de fase o retraso y adelanto de fase) o
retroalimentacion de régimen

— K
ST S+1)

4.

La funci6n de transferencia anterior se ha modificado
agregando retroalimentacion de régimen. El margen de fase
es mayor que en el caso anterior, lo cual indica unas
caracteristicas de estabilidad mejoradas y mayor
amortiguacién. El margen de ganancia se mantiene infinito

KT:S+1)

ECTEE R

S.

Este sistema siempre es estable, como lo indican el margen
de fase positivo y las raices que yacen siempre en el
semiplano izquierdo. Ademds, tiene margen de ganancia
infinito

K

Ts+Oms . T

6.

Un sistema que contiene tres integraciones puras siempre
es inestable. Como se indica, tiene margen de fase negativo
de menos noventa grados y siempre hay dos raices en ¢l
semiplano derecho (para K > 0)

7.

Este tipo de funcién de transferencia se halla en
servomotores controlados por campo y en servomecanismos
de potencia. Aunque el sistema es estable para las ganancias
que se muestran, se volvera inestable con valores

de ganancia mayores. La estabilidad se mejora agregando
una red en cascada (de adelanto de fase, retraso de fase

o retraso y adelanto de fase) o retroalimentacién de régimen

K

SMms+Nms+n .’ T

-
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Tabla 34-22.% (continuacién)
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Tabla 34-22.% (continuacion)

Caso nim.

Funcion de transferencia de ciclo
abierto G(s)H(s) en un sistema con
retroalimentacion negativa

8.

La modificacién de la funcién de transferencia anterior, con
mayor ganancia para lograr mds exactitud y la adicién de
retroalimentacion de régimen, dan por resultado esta funcién
de transferencia. Tal como se muestra, el sistema es estable,
y asf lo indican el margen de fase y las raices que siempre
estan en el semiplano izquierdo

K(T1S+1)
ST28S+1)(TaS+1)°

T2>T1>Ta

9.

Este sistema representa un servomecanismo de instrumentos
que contiene retroalimentacion de régimen y una red de
retraso de fase. Es capaz de lograr grandes ganancias y muy
buena exactitud. Tal como se indica en el cuadro 1, el
sistema es estable y asi lo reflejan el margen de fase positivo
y las raices que siempre yacen en el semiplano izquierdo
para todos los valores de ganancia

K(Ty S+ 1TSS+ 1)
S(TaS+1)TaS+ 1)

T3>Te>T1>Te

10.

La estabilidad de este sistema de tercer orden depende del
valor de la ganancia. Para la ganancia seleccionada en el
ejemplo del cuadro 1, el sistema se muestra estable. Para
valores de ganancia mayores se vuelve inestable. La
estabilidad de este sistema (para la ganancia que se muestra)
se mejora afiadiendo retroalimentacién de régimen o una red
de adelanto de fase

K
TS+ 1)T28+1TsS+1)°

T1>T>Ts

11.

La modificacién de la funcién de transferencia anterior, con
mayor ganancia (para lograr mayor exactitud), y la adicién
de retroalimentacién de régimen producen esta funcién de
transferencia. Tal como se indica, el sistema es estable, y asi
lo reflejan el margen de fase positivo y las raices que
siempre se encuentran en el semiplano izquierdo para todos
los valores de la ganancia

K(T1 S +1)

TS T TS+ N8 s 127 Te>Ti>Ts

12.

Este sistema de cuarto orden, que contiene tres integraciones
puras, siempre es inestable aun con la presencia de dos
ceros. Se requeririan una red de adelanto de fase extra o
retroalimentacion de régimen para estabilizarlo

K(T; 8+ 1)T2S+1)
S T8+ 1) :

T5>T>Tsa
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Tabla 34-22.% (continuacion)
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En casos més extremos, el sistema de control puede
ser totalmente inoperante (o sea, inestable). Una vez
més, suele ser posible corregir la inestabilidad agre-
gando una red de compensacién apropiada al sistema
inestable (tabla 34-23).

Por lo general es deseable agregar la red de compen-
sacién a una parte del sistema en que los niveles de
energfa sean bajos. Es decir, si un sistema complejo
contiene muchos elementos, como ocurre en un radar,
que tiene un procesador de seitales, un amplificador
eléctrico, un actuador electromecdnico o un motor co-
hete suspendido a la cardén, resulta méds aconsejable
agregar la compensacién del sistema de control al pro-
cesador de sefales o al amplificador eléctrico, donde
las sefiales estén al nivel de potencia de microwatts a
miliwatts. No se recomienda, y quizé sea imposible,
agregar la compensacién del sistema al motor cohete,
donde las sefiales estdn al nivel de kilowatts a me-
gawatts.

El efecto de agregar una red de compensacién al
‘sistema consiste en cambiar la o las ganancias del ciclo
del sistema. Por tanto, una red de compensacién del
sistema tiene la misma funcién de transferencia en
cualquier parte de un ciclo de control dado, como se
muestra en la tabla 34-23. Sin embargo, la construccién
fisica del compensador es muy diferente, segin el tipo
de sefial (eléctrica, hidréulica, neumaética o mecénica)
y el nivel de potencia de la sefial transmitida. Comp4-
rese la compensacién de trayectoria hacia delante con
la compensacién por retroalimentacién en la tabla
34-23. En ambos casos la ganancia del ciclo de retroa-
limentacién es A(s)G(s)H(s), aunque la entrada a la
red de compensaci6n es E(s) en el caso de la compen-
sacion de trayectoria hacia delante y H(s)C(s) en el
caso de la compensacién por retroalimentacién. Di-
ferentes entradas requieren redes fisicas distintas.

Las redes de compensacion complejas suelen ser
eléctricas por naturaleza y operan con sefales de con-
trol de bajo nivel, con amplitudes de quizd 1073 a
10%2 V y niveles de potencia de quizd 1076 a 10*> W.
La compensacién hidrdulica o neumética se utiliza
principalmente cuando todas las sefiales de control del
sistema son hidrdulicas o neumdticas. Es importante
no confundir un amortiguador hidrdulico o neumético
con una red de compensacién hidraulica o neumatica.
El amortiguador hidrdulico o neumdtico modifica la
funcién de transferencia del elemento del sistema al
cual va unido; no agrega otra funcién de transferencia
en serie con ese elemento. Por otra parte, un compen-
sador hidrdulico o neumético, tal como un filtro hi-
drdulico pasabajas o de retraso de fase, agrega una
funcién de transferencia en serie con el elemento del
sistema al cual estd unido. Como ya se dijo, las redes
de compensacién hidrdulicas o neumaticas se utilizan
principalmente en sistemas operados en forma hi-
draulica o neumdtica, mientras que los amortiguadores
hidrdulicos o neumadticos se utilizan en todo tipo de
sistemas, incluso en los de energia eléctrica.

Compensadores de adelanto y retraso de fase
Como se explicé al analizar la estabilidad de los siste-
mas, un sistema de control por retroalimentacién no se

vuelve inestable (desde el punto de vista de la teoria
cldsica del control) cuando su ganancia excede la
unidad a una frecuencia para la cual la retroalimenta-
cién es positiva. Normalmente la retroalimentacién es
negativa, pero se hace positiva cuando los elementos
contenidos en el ciclo de retroalimentacién producen
un total de —180° de retraso de fase.

En consecuencia, existen dos métodos para mejorar
o producir la estabilidad del sistema:

¢ El primero consiste en sumar un desplazamiento
o adelanto de fase positivo, de manera que ya no
se produzca el retraso de fase de —180° cuando
la ganancia sea la unidad.

e FEl segundo método implica la reduccién de la
magnitud de la ganancia por debajo de la unidad
(o 0 dB) cuando el retraso de fase sea 180° o
més. (Al final de esta seccién se repasa el con-
cepto y el 4lgebra de los decibeles.)

El primer método, la modificacién o disminuci6n del
retraso de fase del sistema, se puede poner en practica
mediante la insercién de un filtro de adelanto de fase en
alguna parte del ciclo de retroalimentacién (tabla
34-23*). El segundo método, la reduccién de la ganan-
cia del sistema, se puede lograr en todas las frecuencias
con un atenuador simple, o bien es posible reducir la
ganancia del sistema solamente en una regién de fre-
cuencia seleccionada empleando un filtro de retraso de
fase. Obsérvese que se utiliza un filtro de retraso
de fase para reducir la ganancia. Este no se emplea a
fin de incrementar el retraso de fase, lo cual es in-
deseable (es el principal problema que se presenta al
utilizar un filtro de retraso de fase como atenuador).

A menudo resulta indeseable emplear un atenuador
simple para reducir la ganancia, ya que al reducir la
ganancia en la frecuencia cero [ganancia en la frecuen-
cia cero = lim,_,o G(s)H(s)] se reducen todos los coe-
ficientes de error de estado estable, lo que incrementa
los errores de estado estable. Recuérdese que los erro-
res de estado estable se relacionan inversamente con el
limite: lim;_o G(s)H(s).

¢ Filtro de retraso de fase. No reduce la ganancia
en la transferencia cero, sino sélo en alguna
frecuencia mayor (por encima de la llamada fre-
cuencia de esquina del filtro). Por tanto, un filtro
de retraso de fase no modifica los errores de es-
tado estable de un sistema como lo hace un
atenuador de ganancias simple. Por esta razén se
utilizan filtros de retraso de fase. Debe insistirse
en que los filtros de retraso de fase no se em-
plean para producir retraso de fase, sino para re-
ducir la ganancia, pero sélo a frecuencias ma-
yores que la frecuencia de esquina del filtro.
Véase en la figura 34-15 la respuesta a la fre-
cuencia de un filtro de retraso de fase.

*Alternativamente, la retroalimentacién de régimen se puede
sumar en paralelo con un ciclo de retroalimentacién unitario
para producir una red de adelanto ideal sin un factor de polo.
Esto se analiza més adelante.
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Control automético

SIGNOS s¢ + 2g3 + 3s2 +6s +4 =N4(s)
+ s* 1 3 4
+ s8 2 6 0

2)3 - 1(6 2)4 - 1(0
+ e | B0 .. r-1o_, 0
2 2
(0 sustituido por €)
-2(4) -8
C | g | tes2e -8 o 0
€ €
+ s 4 0 0

Fig. 34-14, Cuarto ejemplo de Routh-Hurwitz (ejemplo 34.4 del texto). El primer elemento cero se sustituye por
epsilon (&) y existen dos raices complejas inestables, Na(s) = s* + 253 + 352 + 65 + 4 = 0. ¢.°s un nimero positivo
pequefio y por tanto —8/¢ es negativo. Los signos de las primeras columnas son +, +, +, —, +, leyendo de s* a s°.
Entonces, existen dos cambios de signo y dos raices con parte real positiva. Como verificacién, un programa para

obtener raices produce los siguientes factores:

N(s) = (s + 1.000)(s + 1.4779)(s — 0.239 + j1.628)

(s — 0.239 + j1.628)

Las dos raices con parte real positiva son por tanto:

A

A

+0.239 - j1.628
—0.239 + j1.628

Un error comiin consiste en olvidar el cambio de signo entre un factor, como (s + 1.000), y la raiz correspondiente,

s = —1.000.

¢ Filtro de adelanto de fase. A diferencia de los de
retraso de fase, se utiliza por su efecto en el 4n-
gulo de fase del sistema. Como ya se dijo, se
utiliza un filtro de adelanto de fase para sumar
adelanto de fase positivo al retraso de fase ne-
gativo que generan diversos componentes del
sistema de control, de manera que el 4ngulo de
fase total se haga mds positivo que —180° en
el punto de cruce de ganancia. Por ejemplo, si el
dngulo de fase del sistema en el cruce de ganan-
cia (donde la ganancia atraviesa el nivel de ga-
nancia de los 0 dB a la unidad) es —200°, un
filtro de adelanto de fase que produzca +60° de
adelanto de fase mejorard el 4dngulo de fase del
sistema a —200° +60° = —140°. Esto cambiarfa
un sistema inestable (—200° en 0 dB) por uno
estable (—140° en 0 dB).

Obsérvese que un simple filtro pasivo de
adelanto de fase de resistor y capacitor, como el
que se muestra en la figura 34-16, tiene una
atenuacién constante, @ = (R; + R3)/R», que se
debe cancelar ya sea agregando otro amplifica-
dor de ganancia a o bien incrementando en 4 la
ganancia del sistema (fig. 34-15).

Diseiio con compensacién del adelanto de fase

Los filtros de adelanto de fase tienen problemas
asociados con su disefio, ya que el filtro afecta la ga-
nancia del sistema y también el desplazamiento de la
fase del sistema. Por tanto, en términos generales, un
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filtro real se deber4 disefiar para lograr un adelanto de
fase significativamente mayor que el minimo reque-
rido. En algunos casos complejos, un simple filtro de
adelanto de fase no mejora en absoluto la estabilidad
del sistema debido a que el adelanto de fase agregado
es anulado por la ganancia agregada dependiente de la
frecuencia.

La razén por la cual un filtro de adelanto de fase
funciona tan bien como lo hace depende de un hecho
simple. Un filtro de este tipo comienza a producir
adelanto de fase importante a una frecuencia que estd
a una decena por debajo de la frecuencia a la cual el
filtro de retraso de fase comienza a producir una ga-
nancia significativamente creciente. Esto se ilustra en
la figura 34-16.

El filtro de adelanto de fase debe disefiarse de ma-
nera que la decena de la frecuencia para la cual el filtro
produce un adelanto de fase importante ocurra en la
regién donde el sistema no compensado tiene un retra-
so de fase que excede (o estd préximo a) ~180°, junto
con una magnitud de ganancia que pasa de la unidad o
0 dB.

Disefio con compensacién del retraso de fase

El problema asociado con un filtro de retraso de fase
como elemento de compensacién de un sistema es,
precisamente, que produce retraso de fase. El retraso
de fase es inadecuado para un sistema de control por
retroalimentacién porque hace menos estable el siste-
ma. El filtro de retraso de fase se emplea para atenuar
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Tabla 34-23. Compensacion de sistemas

Tipo de compensacién

Diagrama de bloques

Ninguno

C(s)/R(s)

R(s)

Es) Cls)

Gis)

His)

GANANCIA DEL CICLO = G(s)H(s)

GG)[1 + G(s)H(s)]

donde R(s) = seiial de entrada de referencia

Trayectoria en sentido directo

E(s) = seiial de error = R(s) — C(s)H(s)
C(s) = seiial de salida controlada
G(s) = ganancia en sentido directo o planta

H(s) = ganancia de retroalimentacién

R(s)

+

E(s) C(s)

Gfs)

Als)

H(s)

GANANCIA DEL CICLO = A(s)g(s)H(s)

A(s) = red de compensacién

Retroalimentacién

R(s)

Posibles ejemplos:
Constante de magnitud de ganancia ajustable
Red de adelanto de fase
Red de retraso de fase
Red de adelanto y retraso

E(s) Cls)

+

G(s)

/C(s)H(s)

H(s)

Als)

GANANCIA DEL CICLO = G(s)H(s)A(s) = A(s)G(s)H(s)

CYR(s) = [AG)GG)[1 + A(5)G(s)H(s)]

la ganancia en un intervalo de frecuencia deseado, lo
cual eleva la estabilidad del sistema. El retraso de fase
presente debe colocarse en la frecuencia a la que no
hard dafio. En términos generales, esto significa que el
retraso de fase debe ocurrir a frecuencias para las
cuales el desplazamiento de fase del sistema acepte ¢l
retraso de fase extra (del filtro de retraso de fase) y aun
asi no se haga m4s negativo que —180° a una ganancia
de 0 dB. Algunas veces esto se logra colocando las
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frecuencias de esquina del filtro de retraso muy por
debajo de todas las otras frecuencias de esquina. Si
esto resulta imposible, se debe intentar con un com-
pensador del filtro de adelanto. Si tampoco esto fun-
ciona, quizd la solucién sea un compensador de
adelanto y retraso, que combina el adelanto de fase del
filtro de adelanto con la atenuaci6n del filtro de retra-
so. En la figura 34-15 se presentan el esquema y las
caracteristicas de la red de retraso de fase.
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As) B Bis)
_ —AAA- -
LA RED “OBSERVA” R, LA RED “OBSERVA™ | L+ RoCos
UNA IMPEDANCIA DE UNA IMPEDANCIA DE | Afss _ - +RpCos
SALIDA CERO ENTRADA INFINITA | B85/ T 1 +(R, +R;)Cps
T
RED DE RETRASO DE FASE
(a)
A(s) T+ 7s B(s) .
e 1+aTs
(b)
pmax = sen“( 1-a ) =—son-t{2=1) = — ¢max (ADELANTO)
(rotraso) 1+a a+1
O = Vooy0, = _L_ (ADELANTO O RETRASO)
TVa
dB_ = +20 log(1/a) = —20log(a)
()
or pp— T e e e e — -
. S e\ GRAFICA DE BODE DE LINEAS RECTAS
) | PuTOs EXACTOS
=] i
g 1
5 10+ PUNTOS EXACTOS;
] H ERROR DE 3 dB
S | EN LAS ESQUINAS
1
i
LN T T o (a9
0.01 0.1 0.31 1.0 10.0
1 1
Zf 1105 ®polo = oT @eero = T
- _ 1
“p = 10 w, =1

O T \/wpwz = 1/TVarad/s

Fig. 34-15. Red de retraso de fase:

(d)

a) Diagrama circuital de una red pasiva de retraso de fase de primer orden. A(s) = sefial de entrada de la red, B(s) = seiial de

salida de la red.

b) Diagrama de bloques de la red de retraso de fase pasiva de primer orden. T = R,C; = constante de tiempo,a = 1 + Ry(R; =

atenuacion, @ = 1, ®; = Weero = UT, wp = wporo = l/aT.
¢) Desplazamiento de fase maximo @msx. frecuencia de defas

red de retraso de fase.

amiento MAXimo wmsx y atenuacién maxima de la red dBg4x para una

d) Respuesta de magnitud para una red de retraso de fase.

1+s

1+ Ts

Retraso(s) = 1+ 10s = 1+ als T=1a=10
: 1+s
Mag = 20log | 775 |,
s=jw
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-0°T.., . ANGULO DE FASE
I .

— ) e LI P o '
3 ! ‘., .t
w . o
g —45‘,-{' ___________ ”. '..—.—__T.-'L _________
W g~ TR = - 55°
Q 1 1
2 ! !
E -0ty 4 = 4 L
5 e ook e e o (radls)
T 0.01 0.1 0.31 1.0 10
(e) i = Vg0, = (T—\‘/a_—) = o5 = 0.316 radis
a * Dy dB e
1.0 0.0 0.0
20 19.5 - 6.0
3.0 30.0 -95
4.0 36.9 - 120
5.0 41.8 -~ 140
6.0 45.6 — 156
7.0 48.6 -16.9
8.0 511 - 18.1
9.0 53.1 —-19.1
10.0 54.9 - 20.0
11.0 56.4 —-20.8
12.0 57.8 - 21.6
13.0 59.0 -223
14.0 60.1 -229
15.0 61.0 -235
16.0 61.9 —-24.1
17.0 62.7 —-24.6
18.0 63.5 —-25.1
19.0 64.2 -256
20.0 64.8 —26.0
RED DE ADELANTO = 1 L+ aTs
a 1+ Ts
fmix = sen-1 [ 2= 1 )
ax ( P a>1
ATENUACION MAXIMA DEL ADELANTO (ANGULO POSITIVO)= 20 log (@) CUANDO w~>0
RED DE RETRASO = ——+ 15
1+ aTs

%u=sen-‘(_}:2) a>1

ATENUACION MAXIMA DEL RETRASO (ANGULO NEGATIVO) = 20 log(@) cUANDO w — o0

N
Fig. 34-15 (cont.). Red de retraso de fase:
¢) Respuesta de fase para una red de retraso de fase.
Retraso(s) = 1+s 17s T=1la=10

1+ 10s 1+ aTs
a = atenuacién, Pmax = —55° en wmsx = 0.316 radss.

) Magnitud del méximo adelanto o retraso de fase en funcién de la atenuacién a (se utilizan dngulos negativos para una red de
retraso). También se tabula la atenuacién méxima en decibeles. La ecuacién de ¢ms indica que para un valor dado de a (el polo:
razén de frecuencia cero), una red de adelanto y una de retraso tienen la misma magpitud de defasamiento
pero signos opuestos. Por ejemplo, si a = 10, entonces una red de adelanto de fase tiene defasamiento de -+ 55° mientras que una
red de retraso de fase tiene defasamiento de — 55°. wmsx €5 idéntica para una red de adelanto y una de retraso de fase. wmsx estd a
mitad de camino entre el polo y el cero de la red sobre un eje log w, 0 bien wnsx €s la media geométrica de Weero ¥ Wpoios Wimix =

w;0p. ABmex, 12 atenuacién de 1a red, es la misma para ambas redes. Esto ocurre a bajas frecuencias para una red de adelantoy a
altas frecuencias para una red de retraso, donde “baja” y “alta” son relativas a max (rad/s), la frecuencia del centro de la red.
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Ry
Gn(S) vVYy G,,,(s)
Afs) Bts}
LA RED “OBSERVA" H LA RED “OBSERVA"
UNA IMPEDANCIA $— c R —+ UNA IMPEDANCIA
CERO 1 2 INFINITA
—— —
Als) - R, 1 +R,CS
Bis) R, +R, 1+_®_poes
(a)
RED DE ADELANTO
DE FASE
Als) B(s) Als) B(s)
7 l+aT
G,f(s) ilaely G,fs) —_— 25—
(b) (c)
A(s)
ECUACIONES DE DISENO DE LA RED DE ADELANTO DE FASE: 30) = % %
Weers = L = w, a > 1, tipicamente de 3 a 10
aT
oo = Loy g=RtR
eTT Y R,
1
w.max adelanto de fase = Yw,w, = ——
TVa
- R\R,C
¢m‘x‘=sen‘l(1_l) =21
¢ a+1 R, + R,
(d)
A
20 dB/decena;
— APROXIMACION POR RECTAS
g 208 [~ DE LA GRAFICA DE BODE v——y—r—v
S PUNTOS EXACTOS,
£ ERROR DE 3 dB
& EN LAS ESQUINAS
g e
T=1
a=10 w (rad/s)
0 | o * ] f
0.01 /0.1 0.31 1‘0\ 10.0
w,= l/aT wp=1/T

Fig. 34-16. Red pasiva de adelanto de fase de primer orden:

a) Diagrama circuital de la red que contiene Ry, Cy y R.. Suele incorporarse una ganancia de a (para cancelar la atenuacién en la
red de a) en G,(s) 0 Gn(s) ya sea como amplificador compensador (que también producird la impedancia que se requiere) o como
un ajuste de las constantes G,(s) 0 Gn(s).

b) Diagrama de bloques. @ = atenuacién = (R; + R2)/R2, a > 1; T = constante de tiempo = (R1R2C1)/(R; + Ry); A(s) = sefial de
entrada de la red; B(s) = sefial de salida; Gu(s), Gn(s) = ganancias no compensadas o funciones de transferencia originales.
¢) Red simplificada. Ganancia de a sumada externamente, que cancela el factor de atenuacién 1/a que se muestra en b).

d) Ecuaciones de disefio.

e) Gréfica de magnitud de Bode de (1 + 10s)/(1 + s) para una red simplificada de la forma (1 + aTs)/(1 + Ts).

1+ 10s
1+s

Magnitud = 20 log ‘wy = 0.1, w, = 1.0, wpex = 0.31

jo

5
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A
5 o0}
Ltg Pmax = 550N wmex T = 1
= a=10
w
Q [ ]
Y a .
z . . 39.3°
S Y .
w 'Y L[]
g Lot * .
4 . | | [ o ? w rad/s
0.01 0.1 0.31 1.0 100 ~
T=1a=10 Omax
P
A
90
ena=10
< B5° / mex = 557
3 e o o o
' 3 et S *
45 [~ m e S jm
] |
30°. | | | a
| | | —
v N Y T T T O O A G B B B |
FIEEREEEEEEEREEEREEEEEREEEE R
CTNOTLONON QS AN ED ONRDQ
(g)
JIm{NGw)}
Re{N(jw)}
-1)/2
Y 1 a  Re {N(jw)} $6N{Pmax) = r (a-1)/

T+(a-10/2 1+@a-0/2

<—1——>-|-<————(a - 1)—————>-4 sen(dne) = a-1
a+1

e (55 (5 )

(1 + 25—

(h)

Fig. 34-16 (cont.). Red pasiva de adelanto de fase de primer orden:

f) Grifica de fase de Bode de (1 + 10s)/(1 + 5). Wy = Vot = Wmax» Om = 0.31 = V0.1 - 1.0.

g) Gréfica de wmsx contra a, dmax = sen~(a = 1)/(a + 1)]. En @ = 3, @max = 30.0°. En a = 6, ¢max = 45.6°. Los valores
numéricamente tabulados de adelanto de fase @msx en funcién de la atenuacién de la red a se dan en la figura 34-15f. Obsérvese
que a es igual a la razén polo: cero, w,/w,. En la a = 1, la red se reduce a una ganancia unitaria, con adelanto de fase cero y
atenuacién de 0 dB (20 log 1 = 0 dB). La escala tipica de a es de 3 a 10. Los valores menores de 3 producen un adelanto de fase
muy pequefio para ser practico, mientras que los valores mayores de 10 producen incrementos relativamente pequefios en el
adelanto de fase para un incremento de atenuacién dado.

h) Gréfica polar de la red simplificada N(s). N(s) = (1 + aTS)/(1 + TS). s = jw. Construccién geométrica de sen (¢,,,) = (e — 1)/
(a+1).a>1, 0, =14aT, o, =T, v, = punto medio en la grafica de fase log w = media geométrica. w,,, = V 0,0, @, =

V{TaD)(ID). w,, = U(TV a).
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s y compensaciéon de sistemas clasicos de control

Para los filtros de adelanto y de retraso, una regla
empirica adecuada es que los polos y ceros del filtro
deben estar separados, aproximadamente, una decena
en la escala de frecuencia. Si no funciona ninguno de
estos métodos, se requiere un filtro de alto orden o se
deben cambiar los componentes del sistema.

Compensacion por retroalimentacién de ciclo menor
La variacién de las funciones de transferencia del siste-
ma suele realizarse mediante amortiguacién. La amor-
tiguacion se puede introducir en forma fisica por medio
de amortiguadores hidriulicos, neuméaticos o electro-
mecdnicos, o bien agregando otro ciclo de retroalimen-
tacién en el que se incorpore un elemento diferen-
ciador, tal como un tacdmetro, o un girosco-

pio de viraje. Para un tacémetro, Viy = K - RPM =
K8 = Ks6(s). Esta se denomina retroalimentacién de
ciclo menor (tabla 34-24).

Cancelacién de polos y ceros. Otro método de modifi-
car y, por tanto, estabilizar la funcién de transferencia
de un sistema, implica el método conceptualmente
simple de cancelar un polo aifiadiendo un término mul-
tiplicativo que contenga un factor cero idéntico al fac-
tor del polo. Matemdticamente, ésta es una solucién
perfecta. En la realidad no es tan perfecta, en virtud de
que el cero no puede cancelar exactamente el polo,
debido a tolerancias y variaciones de componentes y
también al efecto de cambiar el estado y la edad del
sistema (véase la figura 34-17).

K .
Ris) (10 + )= + 2) Cts)
Cs KO ESTABLE PARA
Gs) = R = 5421524020+ K/10 0<K<4.2
(a)
RED DE GANANCIA EN SENTIDO
ADELANTO DIRECTO ORIGINAL NUEVA GANANCIA
1+10s K 5 K
1+s s(10s+ 1)i(s + 2) s(s+1)s+2)
()
K
R(s) > s+ Ds+2 C(s)
o _ Cls) _ K ESTABLE PARA
G'(s) = R = 57324254 K 0<K<6

(c)

Antes de la cancelacién de polos

s+ 2152+ 025 + K/10
5 1 0.2
52 2.1 K/10
0.42 - K/10
1 b 7 ALY
s — (K < 4.2)
0 K10 (X > 0)

Después de la cancelacion de polos

S+32+2+K
5 1 2
s 3 K
st 6-K (k<o
3
s K (K > 0)

(d)

Fig. 34-17. Cancelaci6n de polos y ceros. a) Sistema no compensado. Ganancia maxima K = 4.2. b) Compensacién de la red de
adelanto, cancela el polo en (10s + 1). ¢) Sistema compensado. Ganancia méxima K = 6.0. Por tanto, se mejora la estabilidad. d)
Arreglos de Routh-Hurwitz.
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Els) >r EX(s)
[

Cts)

T

GI(S)

H(s)

Fig. 34-18. Sistema de control de datos muestreados. E*(s) =
transformada de Laplace de E*(¢); E*(¢) = valores muestreados de E(¢)
en los tiempos ¢t = nT; E*(t) = E(0)6(0) + E(T)é(t — T) + EQ2T)
6(tt—2T) + ... + E(nT) &(t — n T); Gi(s) = funcién de transferencia
de planta o ganancia en sentido directo; Hi(s) = funcién de

transferencia o ganancia de retroalimentacién; R(s)

sefial

de entrada de referencia; C(s) = seiial de salida controlada; &(nT) =

funcién delta de Dirac, donde [2.f()6(nT)dt = f(nT), &nT) = 0

(nT#0),80) = ®, 8(t — nT)|=n7—> ®, [ == 80) dt = 1 = ponderacién
del impulso.

Nota sobre los decibeles. Los decibeles (dB) se
evaliian como 20 log |(G)jw|, donde |G(jw)| es una mag-
nitud, no una funcién de potencia [G(j®) = G(5)|s=je
evaluadaens = jw]. Para funciones de potencia, donde
las ganancias son la razén de entrada de potencia sobre
salida de potencia, como la dBm, los decibeles se
evaliian como 10 log |G(jw)| y dBm = decibeles relati-
vos a 1 mW, o bien:

Psal
103

dBm = 10 log

El prefijo “deci” significa un décimo. Por tanto, un
decibel es un décimo de un bel, que es una unidad de
potencia, y la forma “10 log” es facil de recordar. La
forma “20 log” también lo es si se tiene presente que,
para el voltaje que pasa por una resistencia, la poten-
cia = V%R, o bien la potencia varia con el cuadrado
del voltaje. V es una funci6n del voltaje o la magnitud
y 10 log |V?} = 20 log |V|. La unidad de ganancia de
potencia, el bel, recibié su nombre en honor de
Alexander Graham Bell, inventor del teléfono. El bel
no se utiliza, puesto que representa una ganancia de
potencia muy grande; es decir, un factor de 10 por cada
bel. Una ganancia de 5 bel = 10° = 100 000.

Obsérvese que una ganancia de 2 corresponde a una
ganancia de 6 dB en magnitud [20 log 2 = 20(0.3) =
6] y una ganancia de 3 dB en potencia [10 log
2 =10(0.3) = 3). No se deben confundir estos dos
factores, ya que 6 dB y 3 dB corresponden a una
ganancia de 2. Sin embargo, las ganancias se defi-
nen en forma diferente, donde una es una ganancia
de magnitud o de voltaje (6 dB) y la otra de potencia (3
dB). En las graficas de magnitud de Bode de esta sec-
cién, una ganancia 2 corresponde a 6 dB y una ganan-
cia de 1/2 corresponde a — 6 dB.

34.5 CONTROL DE DATOS MUESTREADOS

Los sistemas de control de datos muestreados por com-
putadora digital de tiempo discreto son cada vez mds
comunes a medida que se reduce el precio de los cir-

cuitos electrénicos digitales (y en particular de los mi-
croprocesadores). En la década de 1960, una nota
anual comun de consumo de calefaccién doméstica era
menor de $ 1 000 (dolares). Una computadora digital
comuin, capaz de controlar la calefaccién de una casa,
costaba mucho mas de $ 1 000. En la década de 1980,
dos décadas después, los costos de combustible habian
aumentado en un factor de 5 aproximadamente, mien-
tras que los costos de las computadoras habian descen-
dido en un factor quizd de 1 000, de manera que una
computadora que controle la calefaccién doméstica

“ahora cuesta alrededor de $ 100. El costo real del mi-

croprocesador es quizd de § 10. Asi impulsado por el
costo, el mundo del control doméstico e industrial se
adapta rdpidamente al control digital (o de datos
muestreados).

Existen controladores de motores de automdviles,
de elevadores y de sistemas de calefaccion a base de
microprocesadores, y hasta un miquina de coser con-
trolada por sefales digitales. Cualquier sistema de
control por retroalimentacién en el que se utilice un
microprocesador es un sistema de control de datos
muestreados.

Las computadoras digitales operan tomando un ni-
mero 0 muestra como entrada, lo procesan en uno o
mds ciclos de reloj de la computadora, y producen una
salida digital. Una muestra, sefial, nimero o cédigo
discreto es la entrada de la computadora, y una mues-
tra, seiial, nimero o c6digo discreto es la salida.

Los sistemas en los que se utilizan sefiales discretas
se conocen en conjunto como sistemas de control de
datos muestreados. El factor de identificacién de un
sistema de control de datos muestreados es el mues-
treador, o interruptor de muestreo, que a menudo se
incorpora en un convertidor de analdgico a digital
(A/D), de manera que no es visible como una entidad
aparte. (En la seccién 37.4 se analizan los converti-

_dores A/D.) El muestreador se esquematiza como un
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interruptor, que se cierra cada T segundos (fig. 34-18).
Un valor comiin de Tvade 1 a2 107°s. Los periodos de
muestreo tan breves como 107? s y 1 ns son posibles
pero no comunes. En un controlador digital podria
emplearse un tiempo de muestreo de unos cuantos mi-
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CONVERTIDOR
COMPUTADORA DE DIGITAL Gy(s) C(s)
DIGITAL A ANALOGICO

Els) XE*(S) CONVERTIDOR
> RET. DE ANALOGICO
. T A DIGITAL

SENSOR DE RETENCION
LIMITADA = H(s)

Fig. 34-19. Sistema de control de datos muestreados mediante un controlador digital. RET. = retencién.

crosegundos, mientras que el ciclo de reloj interno de
la computadora digital podria ser tan breve como
de algunos nanosegundos (fig. 34-19).

Los conceptos basicos de la teorfa del control de
datos muestreados se generaron durante la Segunda
Guerra Mundial en un esfuerzo por analizar y disefiar
armas de radar (radio automatic ranging). Los radares
operan mediante la transmisién de un pulso breve, y la
recepcion posterior de un pulso de retorno debilitado
que se ha reflejado en un blanco cualquiera presente
en la trayectoria del haz del radar. La demora entre el
pulso transmitido y la sefial de retorno recibida es pro-
porcional a la distancia entre la antena de radar y el
objetivo.

Un radar en operacién emplea una frecuencia de
repeticion de pulsos (PRF, de pulse repetition frequen-
cy), que se convierte en la frecuencia del interruptor de
muestreo de un sistema de control de seguimiento
cualquiera que incopore un radar (p. ¢j., el radar sigue
el objetivo y representa el comparador del sistema de
retroalimentacién). En la figura 34-20 se presenta el
diagrama de bloques de un radar de seguimiento. El
periodo del interruptor de muestreo es el reciproco de
la frecuencia de muestreo, o T = 1/PRF. Es interesan-
te el hecho de que las frecuencias de repeticién de los
pulsos del radar estdn en el intervalo de frecuencia de
audio, y una persona expuesta directamente a un haz
de intensidad suficiente los puede percibir como un
ruido misterioso, a menudo un “clic” o chasquido. La
respuesta apropiada a esta circunstancia consiste en
apartarse del haz de inmediato entrando en una estruc-
tura conductora (como un edificio de acero o un auto-

respecto a su eje. En el capitulo 51 se presenta una
exposicién detallada de los principios del radar. Para
una presentacién completa del control de datos mues-
treados, el libro de Tou!® es uno de los mejores:

34.6 TEORIA DE LA TRANSFORMADA 7
DE LOS SISTEMAS DE CONTROL

Las transformadas z se emplean para resolver ecuacio-
nes en diferencias, del mismo modo en que las trans-
formadas de Laplace se utilizan para resolver ecuacio-
nes diferenciales. En particular, las transformadas z se
utilizan para generar funciones de transferencia de da-
tos muestreados para sistemas de control que operan
con sefiales muestreadas (o discretas).

Las restricciones sobre la transformada z son las
mismas que se imponen a la transformada de Laplace:

1. Las ecuaciones deben ser lineales.
2. Los coeficientes de la ecuacién deben ser cons-
tantes e invariantes en €l tiempo.

Ademds, para el andlisis de la transformada z que
sigue, el tiempo de muestreo T debe ser una constante.
La transformada z es de hecho un caso especial de la

transformada de Laplace, donde z se define como:
z=¢T T = periodo de muestreo (34-35)

o de manera equivalente:

mévil) o alejéndose corriendo a toda velocidad del s = i Inz (34-36)
alcance del haz, de preferencia en dngulo recto con T
ANTENA
DE RADAR
LINEA DE VISION
________ AMPLI- SERVO-
o RECEPTOR FICADOR | | MOTOR
W
oo EJE
Y\PJ'/ i
0?‘\'// I ¥
e® | I
L SENAL DEL EJE DEL HAZ DEL RADAR B
SN dihivnlbbiinlhsibalftainipriiobap i 5 oda L

Fig. 34-20. Configuraci6n bésica del radar de seguimiento, un eje.
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Invirtiendo la ecuacién 34-35 se obtiene:

z7l=esT (34-37)

En el dominio de Laplace, e~7 corresponde a un
retardo puro de T segundos. Por tanto, en el dominio
de z, z~! corresponde a un retardo puro de T segun-
dos. Esta es la base intuitiva de la transformada z.
Cada muestra se retrasa T segundos respecto de la
muestra anterior (p. ej., T, 2T, 3T, 4T,..., nT, que se
convierten en z en el dominio 1, z7%, 272, 273, z74,...,
z™"). Esto se ilustra mejor con un ejemplo. En la fi-
gura 34-21, una funcién curvilinea continua f(z) se
muestrea cada T segundos. La transformada z se de-
duce mediante el artificio del muestreo delta de Dirac,
donde las muestras son de duracién infinitesimal, con
peso (o drea) igual al valor de la funcién que se mues-
trea en el tiempo de la muestra. Esto asegura que las
muestras sean constantes, dado que la funcién f(z) no
puede cambiar en un tiempo cero.

Aunque las funciones delta son en teorfa de ampli-
tud infinita, sélo se utilizan sus dreas para obtener re-
sultados numéricos, y el 4rea de la funcién delta de
Dirac se define como la unidad. 23(¢) significa que el
peso o 4rea de la funcion delta se multiplica por dos.
No implica problema alguno el multiplicar por dos el
infinito. Matemdticamente:

sere

8)=0 t#0 y 6()—>» t=0

J J

Se pueden utilizar los limites 0 — a 0 + , ya que d(¢)
tiene valor solamente en ¢ = 0. Ese valor es infinito,
pero la integral es finita e igual a la unidad. Para un
peso de pulso de dos:

J
J.;f(t)d(t - Tydt = f(T)

asimismo:
0+

LD dr=1 (3438)

+®

_dpdr=1y

©

fyd(e) dr = f(0)

—od

©

2 =2y (34-39)

La figura 34-21 muestra una cadena o peine infinitos
(los pulsos se parecen a los dientes de un peine
1 1 1 1 1) de funciones delta. Cada funci6n delta se-
lecciona o muestrea el valor de la funcién continua f(¥)
en un tiempo en el que la funcién delta se “enciende”;
es decir, cuando el argumento de la funcién delta es
cero. Esto es, 8(t — nT) se “enciende” en t = nT para
producir (0) que, a su vez, produce una muestra en un
tiempo de nT segundos.

Es importante no confundir la funcién delta de Dirac
con la funcién delta de Kronecker, ya que ambas se
representan como d(¢). La funcién delta de Dirac tiene
una amplitud infinita, mientras que la de Kronecker
tiene una amplitud de la unidad. A menos que se espe-
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cifique lo contrario, en esta seccién el término “fun-
cién delta” y el simbolo 8(t) se refieren a la de Dirac.

La funcién muestreada d*(¢) de la figura 34-21 se
compone de funciones delta de ponderaciones (pesos)
0.1,0.5,0.7, 1.0, etc. Las funciones delta se presentan
con una altura proporcional a su drea o peso. Matema-
ticamente, todas las alturas son infinitas. En la reali-
dad, las alturas son exactamente como se muestran. En
el mundo real no existen muestreadores delta de Dirac
con amplitudes infinitas; sin embargo, la teoria pro-
duce resultados correctos y simplifica las matemadticas.

En la figura 34-21 se ilustra la transformada de La-
place de f¥(r), F*(s); se obtiene utilizando el par trans-
formado'3:

T = tiempo de muestreo
(34-40)

k&(t — nT) = ke~"Ts

que produce:

FXs) = éof(nT)e‘”T‘ (34-41)

La ecuacién 34-41 es simplemente una suma de va-
lores muestreados f(nT), donde cada valor se retarda
nT segundos en el factor e = "7, y f(nT) es un nimero
como 0.1, 0.5 0 —100.86.

Por iltimo, se sustituye z, tal como lo define la ecua-
cién 34-37 y se repite aqui:

z71=e3T obien z=¢T (3437)

Esta sustitucién produce la transformada z de f(¢):

F@) = éo finTyz (34-42)

Si esta serie converge, F(z) se puede expresar en
forma cerrada. Si no converge, la ecuacién 34-42 adn
produce la transformada z, que es no acotada cuando
n—so.

Para poner un ejemplo, considérese la transformada
z de un escalén unitario u(f), donde u(f) es igual a 1
para ¢ = 0. Insertando u(f) en la ecuacién 34-42:

qu] = F@) = T u@z= I L7 (3443)
Escribiendo la serie:

F@)= 3 z7"=1+z1+z2+73%+ ..+~
n=0

Factorizando z ~ %
Fy=1+z'1+z 4272+ .. +77%)

Obsérvese que la serie entre paréntesis es la repre-
sentacién en serie de F(z) para un escalén unitario ya
mostrada dos lineas antes. Por tanto:

F(z) = 1 + z7'[F(2)]
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f(t)

S TIEMPO

o \

1
) AREA = (—-) = (o) = 1
A
) -7 8t-6T)
d
J' &tdt =1
S= TIEMPO or
0 T 27 ar a1 5T 6T | et =1
-0
—_— T e > |e—d 00
1/d—» =
oty = ). ot-n)
(b)
#(t) = PONDERACION DE LA FUNCION DELTA DE DIRAG
DE AMPLITUD INFINITA = 0.7 EN t = 4T
(t)
A
1
07 _ e ——— 07
05 _ -~ SN0
7 ™.
Ve ~N
// \\
0.1 0.1
=) - S {
7 T oT aT 47 5T o7 \
/
/ \

(c)

Fig. 34-21. El muestreo y la transformada z:

a) Funcién de tiempo continua f(r) por muestrear.

b) Muestreador delta de Dirac 6r(r). 6 = funciones delta de Dirac, T = periodo de muestreo.

¢ Funcién muestreada f¥(7). f*(f) = f(1).6(r), donde f{r) se interpreta como la ponderacién del impulso en el tiempo n7T. La
ponderacién o peso se interpreta a su vez como el 4rea del impulso.

=5 fnD)d( - nT)

n=0
) = 0.18() + 0.568(r — T) + 0.76(t — 2T) + 18(t - 3T) + ...
Transformada de Laplace f¥(z) =F*(s) = 0.1¢% + 0.5¢~T + 0.7¢72% + 1375 + ...

Dado que Lik-8(t — nT)] = ke™"T, L = Operador de la transformada de Laplace L[8()] = 1; L[8(t — nT)] = 1le~"F.
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F¥(s)

o bien FX(s) = Zof(nT)e"'T‘

transformada z

F(z) =012+ 05271 + 07272 + 1773 + ...

z=e" o bien
F@) F@) = ¥ finT)
Resumen, (1) = 0.18(s) + 0.58(¢ — T) + 0.78(t — 2T) + 18(¢ = 3T) + ...
en forma
de serie F*(s) = 0.1¢% + 0.5¢"T + 0.7¢2T + 1¢=3T + ...
F(z) =01+ 0577+ 07272 + 1273 + ...
en forma de £/0 = £ fumds = n)
sumatoria
F(s) = %f(nﬂe'"r‘
F@) = 3 flnDz™

Fig. 34-21 (cont.). El muestreo y la transformada z: d) Resumen de
la transformacién de Z de una funcién muestreada.

Reagrupando términos:
Fl-z79)=1

Despejando F(z) se obtiene la representacién en
forma cerrada de F(z) para un escalén unitario:

1 1
F(Z)zl-—z"— z-1

La serie converge para |z~!} < 1. De manera similar
pueden deducirse las transformadas z de diversas fun-
ciones del tiempo (véase la tabla 34-25).

La transformada z se puede invertir® a la forma de
serie infinita dividiendo el denominador entre el nu-
merador de F(z), de manera que se produzcan poten-
cias negativas de z. Cuando F(z) = z/(z — 1):

1+z7 +2z72+z773+ ...

- 1)z
z-1
1
1-z7! (34-44)
z—l
7l—z72
Z—3

Los coeficientes de desarrollo de la serie infinita de
F(2) en potencias de 77" son los valores de la funcién

del tiempo f(r) en los tiempos ¢ = nT, o f(nT). Por
tanto, para convertir una serie infinita de la transfor-
mada z en un resultado del dominio del tiempo, sim-
plemente se igualan los coeficientes z=" con los valores
de f(nT). F(z) =1+ z'+z72+ 773+ ... se con-
vierteen f(0) = 1, AT) = 1, f2T) = 1, f3T) = 1,... .
Todos los coeficientes son 1 para la funcién escalén
unitario u(f) = z (z — 1). Obsérvese que los valores de
f(t) en los tiempos entre los instantes de muestreo 7,
2T, 3T,... no se conocen y de hecho podrian oscilar
ampliamente. Este comportamiento se descubre em-
pleando la transformada z modificada para determinar
el valor de (1) en tiempos entre los instantes de mues-
treo (véase la seccién 34.7).

Las transformadas z se pueden aplicar directamente
para generar algoritmos de computadora digital o re-
solver ecuaciones en diferencias que describan pro-
cesos de control. En el ejemplo 34.5 se ilustra la apli-
cacion de un método de desarrollo en fracciones par-
ciales a una transformada z, con el fin de determinar la
solucién en el tiempo para una ecuacién en diferencias
dada.

Obsérvese que el desarrollo en fracciones parciales
se realiza con F(z)/z, y no con F(z) sola. Después de
completarse el desarrollo de F(z)/(z), ambos miembros
de la ecuacién resultante se multiplican por z para pro-
ducir un desarrollo en fracciones parciales de F(z) que
contenga un término z en el numerador de cada frac-
cién. Esto permite utilizar directamente las transfor-
madas z de la tabla 34-25.
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Ejemplo 34.5. Solucion de la transformada z de una
ecnacién en diferencias'®. Considérese la ecuacién en
diferencias de primer orden:

Y(k) = Bu(k) + AY(k - 1)
donde u(k) = 0, k=-1, -2, - 3,...
uk)=1,%k=0,1,2,3,..
B, A = constantes

Esto se puede convertir en una funcién del tiempo
muestreado de la manera siguiente:

Y(nT) = Bu(nT) + AY[(n —1)T] (seaT =15)
La funcién del tiempo equivalente es:
Y(t) = Bu(t) + AY(t - T)

La equivalencia se cumple sélo en los instantes de
muestreo t = nT = nk.

Empleando la tabla 34-25, se descubre facilmente
que la transformada z es:

Y() = Y(2)

Z
u(t) = z—_l

Ye-T) = z71Y(2)
Al insertar estas férmulas se obtiene:

Z

Yoy =B z-1

+ Az71Y(2)

Despejando Y(z) mediante la agrupacién de tér-
minos:

4

YL - Az = B 25

Dividiendo y multiplicando por z/z se obtiene:

_ 2 1 _ z z
Yo =873 T—477T B 7-17-4

Como se necesita un término z en el numerador para
las transformadas z (véase la tabla 34-25), se desarrolla
Y(z)/z como un grupo de fracciones parciales y des-
pués se multiplican ambos lados por z para obtener
Y(2):

Y(2) _ Bz
b4 (z- 1Dz~ A4)

Desarrollando en fracciones parciales:

Y@ _ _C + D _ Bz
z z-1 z-A (z-Di-A4)

Despejando C y D por el método del residuo se ob-
tiene:
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_Y(3) _ Bz _ B
¢= b4 (Z 1)z=l—z—A z=l_1—A
_Y@ _ Bz _ BA _-BA

b= z @ A)z=A"z—1 =4 A-1 1-A4

Si se vuelven a insertar C'y D en Y(z)/z, se obtiene:

Yz) B 1
z  1-Az-1

-BA 1
1-Az-4

Factorizando B/(1 — A):

Yo) B [1 = ]
7z 1-Alz-1 z-4

Multiplicando ambos lados de la ecuacién por z:

- Az
z—-A

B b4
Y@) = 1—A[z—1

Y(nT) se obtiene empleando las transformadas z in-
versas (tabla 34-25):

pa) =1 u(y)

z n = nimero de muestra
A = Aru(f)*

n=201.2..

Por tanto Y(nT) = B/(1 — A)[1 ~ A - A" Ju(nT).
Simplificando:

—_ An+1
Y(nT) = 1L [1 — A"“] =B %

— nz0

En términos de &, el nimero de muestra:

— Ak+1
v = p LA

N T=1sk=0

donde

Esta expresion en forma cerrada se reconoce como
la férmula de la suma de una serie geométrica finita
con primer término B y razén A, que contiene K + 1
términos; es decir:

Y(k) = B + AB + A’B + A®B + ... AKB
o bien:
Y(k) = B(1 + A + A2 + A% + ... AK)

Ejemplo 34.6. Solucién de la transformada z del siste-
ma de control de datos muestreados de ciclo cerrado.
Determinese la salida C*(¢) en los instantes de mues-
treo del sistema-de control de datos muestreados que
se presenta en la figura 34-22. Obsérvese que C(¢) es

*Esta transformada se obtiene a partir de z/(z — e™T) — e~
observando que ¢ = nT y haciendo e=*7 = A. Por tanto,
2z = A) » e = g~ = (e~T)" = A",
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igual a C*(?) s6lo en los instantes de muestreo. Consi-
dérese que la funcién de entrada r(f) es un escalén
unitario.

El sistema dado se transforma primero al dominio
de z. Con referencia a la figura 34-22, la transformada
z se deduce empleando el par transformado z, es decir:

- 1 -e2
(z-Dz—e*

(Dados T = 1/10 s y a = 10, entonces ¢ %' =
e~ = 0.368):

a
s(s + a)

K
Fs) = 51
que puede expresarse por tanto como:
10
(1-0368)z
= 01K 50369 - F@
Simplificando se obtiene:
(0.1K)(0.632)z 0.0632Kz

Flz) =

(z T 22— 1.368; + 0.368

La ganancia de ciclo abierto F(z) se convierte en la
ganancia de ciclo cerrado G(z) mediante la aplicacion
de la técnica de reduccién del diagrama de bloques
estdndar:

—1)(z - 0.368)

G(2) = Fzg _ _N@/MDE  _
1+ Fz) 1+ N@/D@©)
__ N
D(z) + N(2)
donde N(z) = numerador de F(z)
D(z) = denomlnador de F(2)
G(z) = ganancia de ciclo cerrado
F(z) = ganancia de ciclo abierto
o bien:
0.0632K
G2) = -

22 + (0.0632K — 1.368)z + 0.368

Este sistema, como cualquier sistema de control por
retroalimentacién, se debe examinar en cuanto a su
estabilidad.

La prueba estandar del arreglo de Routh-Hurwitz no
puede aplicarse directamente a ecuaciones de la trans-
formada z; sin embargo, se puede emplear si la trans-
formacion bilineal se aplica antes a la ecuacion carac-
teristica (el denominador se iguala a cero) de la fun-
cién de transferencia de ciclo cerrado de G(z). La
transformacién bilineal, z = (1 + w)/(1 — w), con-
vierte la ecuacién trascendental en z (z = ¢’T) en una
ecuacién polinomial en w, que se puede analizar por
medio del arreglo de Routh-Hurwitz.
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La ecuacion caracteristica en el dominio z es:
722 + (0.0632K — 1.368)z + 0.368 = 0

Sustituyendo la transformada bilineal, (z = 1 + w)/
1 - w)

(+ w3 w)?
aT-wy

Simplificando se obtiene:

+ (0.0632K - 1.368) i * 2 4 0.368 = 0

(1 + w)? + (0.0632K — 1.368)(1 + w)(1 — w) +
+0.368(1 — w2 =0

1+ 2w + w? + (0.0632K — 1.368)(1 — w?) +
+0.368(1 — 2w + w?) = 0
w2(1 — 0.0632K + 1.368 + 0.368) + w(2 ~ 0.736) +
+ (1 + 0.0632K — 1.368 + 0.368) = 0

w2(2.736 — 0.0632K) +
+ w(1.264) + 0.0632K = 0

Aplicando la prueba del arreglo de Routh-Hurwitz
se obtiene:

w?(2.736 — 0.0632K) + w(1.264) + 0.0632K

w? (2.736 — 0.0632K) 0.0632K
w! 1.264 0
w0 0.0632K 0

Para que haya estabilidad no debe haber cambios de
signo en la primera columna del arreglo de Routh-
Hurwitz. Por tanto:

0.0632K > 0
o bien:
K>0
y:
(2.736 — 0.0632K) > 0
o bien:
K< 20 =139

De este modo, K debe ser mayor que cero y menor
que 43.29 para que haya un comportamiento estable.
La eleccién arbitraria de K = 20 hace posible evaluar
en forma numérica la respuesta escalén unitario desea-
da. Insertando K = 20 en la expresién de G(z):
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R(s) E(s) E*(s) K Cls) >r C*(s)‘
4+ Fs) = sts+10) [
- T T
C(s)
(a)
R(z) Ez) Clz)

0.0632Kz
22 -1.368z +0.368

R(z) =
1)
R(z) E(z) C(z)
F(z) >
+
- \ R(z) Cz)
—— G(z) — ]
Rz =
(c) (d)
0.0632(20
C(2) = R(2)G(z) = 2 (20): (para K = 20)
z—1 724 [0.0632(20) — 1.368]z + 0.368
C(z) = z 1.264z
z—1 ;2-0.104z + 0.368
C(z) = 1.26422
(z — 1)(z% - 0.104z + 0.368)
(e)

Fig. 34-22. Diagrama de bloques del sistema de control de datos muestreados del ejemplo 34.6:
a) Representacion en el dominio s. R(s) = 1/s, T = 1/10 segundos.

b) Representacién en el dominio z. R(z) = z/z — 1. Se obtienen por medio de las transformadas z
(véase la tabla 34-25).

a___ (1-e
s(s + a) -1z —-e™
1 z

s = z-1

el = 6_10% = e‘l = ().368

(1 - e=eT)la = (1 - 0.368)/10 = 0.632/10 = 0.0632
(z - 1)(z — 0.368) = 22 — 1.368z + 0.368

0.0632Kz __N@)
72 — 1.368z + 0.368 D(z)
d) Simplificacién de (c), donde G(z) = F(z)/[1 + F(z)].
N@)/D(z)  _ N(z) _ 0.0632Kz
1+ N(@z)D(z) D)+ N@) ~ 22+ (0.0632K — 1.368)z + 0.368
Para que haya estabilidad, 0 < K < 43.2 (de la prueba de Routh-Hurwitz con la transformacién

bilineal; se explica en detalle en el ejemplo 34.6). Sea K = 20.
e) Obtencién de C(z).

¢) Otra representacién de (b), donde F(z) =

G(2) =

983




Control automético

0.0632(20)z _
22 + [0.0632(20) — 1.368]z + 0.368

_ 1.264z
T 72 -0.104z + 0.368

G(@2) =

Encontrando C(z) a partir de G(z) y R(2):

Z 1.264z
z—-1 72— 0.104z + 0.368

1.26472
(z — 1)(z2 — 0.104z + 0.368)

C(z) = R(2)G(2) =

C(z) =

Factorizando la ecuacién cuadrdtica se obtiene:

1.2647°

C@) = 7 73(z=0.052+,0.609)(z—0.053—j0.0604)

Desarrollando C(z)/(z) en fracciones parciales (de
manera que después se pueda multiplicar por z para

producir una z en los numeradores de fracciones par-
ciales, requisito para la transformada z inversa):

Cz _ A B

7 z-1 70052+ 70604

conjugaciéon B

* z — 0.052 — j0.604

Evaluando A por medio de la técnica del residuo se
obtiene:

_ 1.2647
=1~ 72— 0.104z + 0.368

A=—C—§i)—(z—1)

z=1

1.264 _1.264

A= 770108 40368 1.264

= 1.000

Y haciendo lo mismo con B:

B= -9 (005 + 0.604)
Z 2=0.052—0.604

B= 1.264z | _
(z = D{z — 0.052 — j0.604)  ;=0.052-j0.604

_ 1.264(0.052 — j0.604)
~ (— 0.948 — j0.604)(— j1.208)

B = —0.500 + j0.261 = 0.564 < 152.4°

Si se vuelven a insertar A y B en el desarrollo en
fracciones parciales de C(z)/z y se multiplica por z:
., z2(— 0.5 + j0.261)

-1  z-0.052 + j0.604
z(= 0.5 — j0.261)
z — 0.052 — j0.604

C(z) = .

+
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Invirtiendo C(z) por medio de las transformadas z
(tabla 34-25):

Z
?_—1— = ll(t)

T=110s-

2 —at
7 =€

Los polos conjugados (0.052 + j0.604) se expresan:
=T = g=all0 = ,—(X+jY)10
donde a = X + jYy T = 1/10 s. Igualando términos:
—e™910 = — 0.052 + j0.604
Desarrollando:
=a10 = o= (X+/Y)10 = g=X10g=j¥N0 = 0,052 — j0.604 =
= (0.606 ¥ — 1.485 rad
Igualando magnitudes y 4ngulos:
e~X"0 = magnitud = 0.606
e~/Y10 = 4ngulo = — 1.485 rad
Despejando X e Y:

X Y
kT In 0.6062 = — 0.500 - o= —1.485 rad

donde X = + 5.00 e Y = + 14.85. Por tanto:
7= 0.052 + j0.604 = 7z — 7910 = 7 — ¢~ (XHNT
y:
z — 0.052 - j0.604 = conjugacién = z — e~ X=iNT
donde T = 110 s
X=35

Y = 14.85
Al insertar estos valores en C(z) se obtiene:

2(=0.5 — j0.261)

z z(—0.5 +j0.261)
+ 7 — -G-8

@) = -1 7— ¢ GCHIEBT

Las transformadas z inversas dadas para z/(z — 1) y
zl(z — e~°T) ahora se pueden aplicar en forma directa:

c*(t) = 1+ (=0.5 + j0.261)e~ 1485 4
+ (—0.5 — j0.261)e~(S 1485
Convirtiendo las coordenadas rectangulares a polares:
(1) = 1 + (0.5646/1524)g=(5+i14.85 4

+ (0.564¢/1524%)g=(5~j14.85)1
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-

A
1.50 -
T\ c*(1.5) = 1.00 = VALOR FINAL
= /1
$ ool | \ T .
© i
|
0.50 |~ ,'
i
0.00 L4 L L >
8S2R8333RIIE2IKIIER
OO'OOO'OO'Oo'o-—c-t.u.-.—:M

¢*(0) = 0 = VALOR INICIAL T = TIEMPO DE MUESTREQ = —

Fig. 34-23, Gréfica de la respuesta escalén unitario c*(f) = 1 +

1.128¢~5 cos (14.85¢ — 152.4°) en el tiempo de muestreo T = 0.1 s,

donde c*(f) = valores muestreados de c(f). Solo es vélida en los

instantes de muestreo t = 0,0.1, 0.2, 0.3, ... 5. Esta es la respuesta del

tiempo de muestreo de C(z) que se presenta en la figura 34-22e.

Nétese que c*(f) se deduce a partir de C(z) = 1.264z%(z — 1)
(z% - 0.104z + 0.368) en el ejemplo 34.6.

c*(t) = 1 + 1.128¢=5 cos(14.85t — 2.66)

Reagrupando términos y factorizando los exponen-
ciales complejos es posible obtener la siguiente expre-

sion:

Comprobacion:

g H14 85171524 4 g4 8515247 c(0) = 1 + 1.128(1)(~0.8862) = 0.00036V

c*(t) =1+ 1.128¢~5

2

Expresando ¢*(f) como una sinusoide:

eI X 4 otiX

> = cos X

donde las unidades son 14.85«(rad) y

(= — 2.66 rad):

c*(1) = 1 + 1.128¢=% cos (14.85¢ — 152.4°)

o bien:

(aproximadamente cero)

Los valores en los instantes de muestreo, de ¢t = 0 a
t = 1.5 s, con muestreo de 1/10 s, se grafican en la
figura 34-23.

Resulta muy tentador suponer que c*(f) es vélida
para todos los tiempos, no sélo en los instantes de

—152.4°  muestreo. La mente une rdpidamente la linea discon-

tinua de la respuesta de datos muestreados calculada,
y forma una funcién de tiempo continua. Para este
ejemplo especifico, c*(f) es una muy buena aproxi-
macién a la respuesta del sistema real entre los instan-
tes de muestreo, puesto que el tiempo de muestreo

RESPUESTA DEL
c*(t) = RESPUESTA

SISTEMA REAL
\ [ MUESTREADA
7 ~
7™ -~
= 1 \ ,/ > /\ -
= — ~—
t: / \\._/l -
/
//
/
0 10 20 30 40 50 -

t(s)

Fig. 34-24. Esquema de una posible interpretacién errénea de una
respuesta calculada de datos muestreados producida por un tiempo de
muestreo T de 10's, que es igual a un medio de los periodos naturales
de oscilacién del sistema. Los valores de respuesta muestreados ¢t > 0
siempre son la unidad, mientras que la respuesta del sistema real
oscila. Para predecir en forma correcta la respuesta oscilatoria, T debe
reducirse quizé a un décimo del periodo oscilatorio del sistema 0 2 s

aproximadamente para la respuesta que se ilustra.
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r(t) 7~ r¥t)
T >

c(t)

G(s) p—>—

r(t)

(a)

c*(t)

c(t)
—eeed (3(5) —-)—/T-—)——

C(z) = R(z) G(z)

R(z)
v ———

C(z)

G(2) pr———Iprameerme

BLOQUE Z NO EQUIVALENTE

C(2) = RG(2)
(b)
c(t) R(z) Gio C(z)
G(s) > 1+G(zHz) >
Y
T
(c)
n(t) e(t) e*(t) c(t) R(z) C2)
—_— > —_— L
+ T G(s) > | 1+GH(z)
- {
H(s)
(d)
nt e(t) e*(t) Ccw
n T 1Gy(s) Gys) Gs(s) >
- R(z) GGG, | €@
—>—{irecGHZ [
H(s)
(e)
. Cw)
GKS)—{ —GAs) >
—>1+6,26,H2 | >
H(s)

N
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ex(t) Cw)
—d G\ () T —1G(s) >

H(s) '_F(__

R(Z) 6,2)G,2)_|C%)
1+ G\(Z)GAZH(Z)|

(f)]
rt) e(t) C
+ G(S) —
- ]
RG(z)
His) T\ C(Z) = 75Ghe
(h)

(t) ®
n o Gy(s) —{ — Gy(») > C(t)
RG\(2)Gy(z)
C(z) - Pobtal \Lhu AL
H(s) 1+G,G,H(2)
0]

r(t) e(t)
Gy(s) g Gs) —/— Gs(s) > C(t)

T T
H(s) -€
— RGI(Z)Gz(Z)G:;(Z)
@ C2) = 136,26,G:H@

Fig. 34-25. aaj. Reduccién del diagrama de bloques de algunos sistemas de control de datos muestreados comunes.

Obsérvese en (d) que GH(z) = una transformada z, que no estd dada por el producto de G(z) y H(z). Es la tinica

transformada z de la cantidad G(s)H(s). En (g). cuando no se muestrea el error, R(z) no existe como componente

separada de la transformada z y por tanto no existe ninguna funcién de transferencia simplificada que relacione C(z)
con R(z). La transformada z de C(z) para estos dos sistemas se presenta en (h).
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(t = 1/10 s) es mucho mds corto que un medio del pe-
riodo de oscilacién del sistema. Si el tiempo de mues-
treo se incrementara a 10 s, esto no seria cierto, y la
“conexién de los puntos” no produciria una buena
aproximacién de la respuesta del sistema real entre los
instantes de muestreo. En la figura 34-24 se da un ejem-
plo de célculos de datos muestreados engafiosos, pro-
ducidos por un tiempo de muestreo igual a un medio de
los periodos de oscilacién naturales de un sistema.

34.7 DIAGRAMAS DE BLOQUES
DE LA TRANSFORMADA z
CON ELEMENTOS DE RETENCION

Los diagramas de bloques de la transformada z se
pueden combinar (p. j., reducirse) exactamente como
se combinan los diagramas de bloques de la transfor-

mada de Laplace, siempre que el tiempo de muestreo .

sea constante y esté en sincronia en todo el sistema de
control. En las tablas 34-8 y 34-9 se resumen las reglas
en el dominio s, y en la figura 34-25 se presentan ejem-
plos especificos de reducciones de diagramas de blo-
ques de la transformada z.

Ciertos elementos se utilizan exclusivamente en sis-
temas de datos muestreados y no en sistemas conti-
nuos. El bloque (elemento) de la transformada z tinico
mas comin es el “elemento de retencién”. Los dos
elementos de retencion mds populares son la “reten-
cién de orden cero” y la “retencién de primer orden”.

® Retencion de orden cero. La finalidad del dispo-
sitivo de retencién de orden cero es convertir la
muestra casi instantdnea, de duracién de tiempo
cero en teoria, en un valor de nivel constante con
respecto a la duracién del periodo de intermues-
treo 7. En esencia, opera como una abrazadera.
El valor de nivel constante que resulta es igual al
valor muestreado y tiene pendiente cero (como
todas las constantes). La pendiente cero es la
causa del nombre “retencién de orden cero”.

® Retencién de primer orden. Este dispositivo
tendria la primera derivada (la pendiente) y
la magnitud inicialmente muestreada de la fun-
cién muestreada. Las retenciones de primer or-
den son mucho menos comunes que las de orden
cero.

El convertidor estandar de analgico a digital (A/D)
contiene una unidad de muestreo y retencién, y la
unidad de retenci6n es una retencién de orden cero. El
funcionamiento de una retencion de orden cero se ilus-
tra con la ayuda de la figura 34-26, donde se presenta
una funcién del tiempo f(#) muestreada en los inter-
valost=0,t=T,t = 2T,... . Obsérvese la salida re-
sultante “en forma de caja o furgén” producida por el
elemento de retencién de orden cero. En ocasiones
esta retencién se denomina “generador de furgones”
debido al aspecto de su salida.

La salida de la retencién de orden cero se puede
escribir directamente a partir de la figura 35-26. La
salida de pulso en forma de caja o furgén de una mues-

tra de entrada cualquiera estd dada por un pulso de
altura igual a la entrada y la duracion de T segundos.
El pulso comprende un escal6n positivo, (1/s), multi-
plicado por un valor de muestra de entrada, menos un
escalén negativo T segundos después: (— 1/s)esT x
valor de muestra de entrada.

Por tanto:

-~sT
Salida = ¥(s) = Ent;ada _ Entrada e _

S
(34-45)

—_ e—sT
(Entrada)

Asi, la funcién de transferencia de la retencidén de
orden cero estd dada por:

Salida _ Y(s) _ 1-e~T
Entrada ~ F(s)

Gro(s) = (34-46)

Es una préactica comiin conectar en cascada la reten-
cién de orden cero Guo(s) con la funcién de transfe-
rencia de ganancia hacia adelante o de planta del siste-
ma Gp(s), sin un interruptor de muestreo entre Gyo(s)
y Ga(s).

En esta situacion, la transformada de Gyo (5)Gp(s)
se debe determinar como una sola transformada z y no
como un producto de transformadas z; es decir,
Guo(s) y Gp(s) se deben multiplicar primero en el do-
minio s y obtenerse una sola transformada z (larga)
para la funcién resultante de s. El proceso es directo,
como se muestra:

Z[Guo(5)Gp(s)] = Z [ 1- Gp(s)]

=(1-zY2 [@] (34-47)

La simplificacion resulta del hecho de que el término
de retardo (1 — ¢=°T) y su transformada z (1 — z71)se
pueden factorizar a partir de sus funciones respectivas.
El resultado neto es que se requiere una transforma-
da z de Gp(s) dividida entre s, en vez de una transfor-
mada z de Gp(s) sola.

En la figura 34-25 se ilustra la influencia de interrup-
tores de muestreo en la funcidén de transferencia de la
transformada z de un diagrama de bloques. Siempre
que los interruptores de muestreo sincronizados aislan
elementos de un ciclo, se toma la transformada z de
estos elementos aislados, uno a la vez, sobre una base
individualizada. Siempre que no haya muestreador en-
tre dos 0 més elementos, éstos se deberdn tratar como
una sola entidad combinada, tomando una transforma-
da z para la funcién de transferencia compuesta resul-
tante en s. Por tanto, si 2, 3, 4 0 més bloques de la
funcién de transferencia se conectan en cascada en el
dominio s, sin interruptor de muestreo entre estos bio-
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Diagramas de bloques de la transformada z con elementos de retencion

VALORES

MUESTREADOS

i)

o)

SALIDA DE LA
RETENCION DE
ORDEN CERO, y(t)

37

47 5T

TIEMPOS DE MUESTREO, t =n7,n =10,1,2,3, ...

0 T o7
(a)
VALORES
MUESTREADOS
()
1) e—— /

INTERRUPTOR DE MUESTREOQ, PERIODO = T s
EL INTERRUPTOR SE CIERRA POR UN TIEMPO
INFINITESIMAL CADA T s

(b)

VALORES RETENIDOS
RETENCION DE ¥
ORDEN CERO
Grols) >
—-—p—sT
Grols) = 1-—e=sT

Fig. 34-26. Operacion de retencién de orden cero: a) salida; b) diagrama de bloques.

ques, s6lo se obtiene un bloque de la transformada z.
Siempre que figuran bloques de la transformada z se-
parados, se entiende que los bloques de la transforma-
da de Laplace correspondientes estdn separados por
interruptores de muestreo sincronizados.

EJ siguiente ejemplo ilustra el efecto de una reten-
cié}}/ de orden cero y el de variar el periodo de mues-
treo.

Ejemplo 34.7. Dado un sistema de retroalimentacion
unitaria muestreado por errores que contiene una re-
tencion de orden cero y una funcién de transferencia
de planta de Gp(s) = /(s + 1):

1. Construir el diagrama de bloques simplificado
de la transformada z equivalente, que relaciona
C(z) con R(z2).

Para una entrada de escalén unitario [R(z) =
2/(z = 1)], determinar C,(z) para T = 15, Cp(z)
para T = 1/2 s y Ce(z) para T = 1/10 s. Deter-
minar asimismo las funciones de salida mues-
treadas correspondientes en el dominio del tiem-
po, Ch()para T = 1s, Ci() para T = 1125,y
C%(t) para T = 1/10 s, y graficar las respuestas
muestreadas respectivas en funcién del tiempo.
Repetir los pasos 1y 2 para T = 1s, sin la reten-
cién de orden cero.

Calcular la respuesta de un sistema no mues-
treado de tiempo continuo, graficar la respuesta
del tiempo y comparar los resultados.

2.

Paso 1. El diagrama de bloques del primer paso se
presenta en la figura 34-27a. Con referencia a ella:

-7 1

S+ 13448

G(s) = Gro(s)Gels) = —

s 1
(1-e T)S(S'i- 1)

Con referencia a la tabla de transformadas z (tabla
34-25):

(1 = eDF(s) = (1 — z7HF(z)
a z(1 — e~97T)
s(s + a) (z -1z -e)

Aplicando estos dos pares transformados a G(s) con
a = 1 se produce G(z):

seaa =1

- (1 = - (- _
C@=0-) Toqg=en =

_(z-1) z(1-eD

Tz (z=-D@E-e7)

Cancelando los términos z se obtiene:

@-na-e? _1-eT
o) = G-Diz-eT) z-eT
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Abhora, a partir de la figura 34-25d, la funci6n equi-
valente de la transformada z reducida es:

Gz _ _G@
1+GH(z) 1+G(@

W(z) = (yvaque H=1)

Sustituyendo el valor de G(z) se obtiene:
(1-eDlz—eT) _

1+(1-eDlz—eT)

_ 1-¢eT

Tz+ (1-277)

W(z) =

Esto completa el paso 1, ya que C(z) = R(z)W(2).

El diagrama de bloques del dominio z reducido es un
solo bloque que contiene W(z), con entrada R(z) y
salida C(z).

La funcién de entrada especificada es un escalén
unitario, para el cual R(s) = U/s y R(z) = 2/(z — 1).
Multiplicando este valor de R(z) por W(z) se produce
la salida C(2):

z 1-eT
1 7x (=20

Paso 2. Ahora se utilizan tres tiempos de muestreo
especificos, que reproducirdn tres salidas diferentes,
Cu(2), Co(2) yCe(z)paraT = 15, T = 1125y T = 1/10s.
Al evaluar esto en forma numérica se obtienen las ex-
presiones:

Cz) = p

B 2(0.6321) :
Cala) = (z = 1)z + 0.2642) ~

2(0.6321)

= o7s - o026 !

2(0.3935) _
(z - D(z + 0.2131)

Cb(Z) =

~ £(0.3935) _
= Z-ToaBiz+o02mr L0 03

_ z(0.0952) _
C@) = T + 0.8097)

2(0.0952)
22 — 1.8097 — 0.8097

T=01

El teorema del valor final se puede aplicar a C,(z),
Cu(2) y C.(2), ya que todos los polos de estas funciones
yacen dentro del circulo unitario (|z] < 1), lo que in-
dica una respuesta acotada del sistema en la siguiente
forma:

z-1
Z

lim C%(r) = lim Ciz) =
=1

s

g 06321 e
s Y0642 12642
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lim C3(0) = lim<L Cyz) =
t— 0 z2—1 Z
03935 03935
=M To0231 0 0789
. z—1 :
lim C%(f) = lim—— C.(z) =
t—o =1 Z
g 0920092

1z — 0.8097 ©  0.1903

Todos los valores finales coinciden, aunque las
transformadas z individuales son notablemente dis-
tintas.

En el paso 4 se demostrard que la respuesta escalén
unitario del sistema de tiempo continuo no muestreado
para G(s) = /(s + 1) es 1/2 (1 — e~ %), que también
tiene valor final de 0.5.

Las respuestas de salida de la funcién de tiempo
muestreada C%(f), C5(¢) y Ci(t) se determinan di-
vidiendo el denominador de C(z) entre su numerador,
para obtener una serie de potencias de z7". Los resul-
tados son:

Ci(z) = 0.63z71 + 0.47z7% + 0.51z73 + 0.50z% +
+0.50z75 + ...

paraT = 1.0s, z7! = retardo de 15, con retencién de
orden cero:

Cp(z) = 0.39z71 + 0.47272 4 0.49z73 + 0.49z7* +
+ 0.5077% + ...

para T = 0.5 s, z7! = retardo de 0.5 s, con retencién
de orden cero:

C(z) = 0.095z7" + 0.17z7%2 + 0.23z73 + 0.27z7% +
+0.30z75 + 0.32276 + 0.34z77 ..,

para T = 0.1's, z7! = retardo de 0.1 s, con retencién

de orden cero.

Las respuestas de tiempo correspondientes son
(t medido en segundos):

City=1| 063 | 047 | 051 | 0.50 | 0.50

t=|1 2 3 4 5
Ci)=1| 039 | 047 | 049 | 0.49 | 0.50
t=| 05 1 1.5 2 2.5

City=1 0.095| 0.17 | 023 | 0.27 | 0.30
t=| 01 0.2 0.3 0.4 0.5

Esto completa el paso 2.




Diagramas de bloques de la transformada z con elementos de retencién

RETENCION PLANTA
E(s) EX(s) mp T
R(s) T T rGHo{s) =1 : 7| Gp(s) =1 > C(s)
(a)
E(s) E*(s) ST
R(s) e Gls) = 555 Cts)
+ T
(b)
R(z) C(z)
Gz}
—— W@ =16
/ (c)
Fig. 34-27. a) Diagrama de bloques de un sistema de retroalimentacién unitaria muestreado

por errores, que contiene una retencién de orden cero, para el ejemplo 34.7. b) Combinacién de
blogues. ¢) En el dominio z, simplificado como en la figura 34-25d. G(z) = Z{G(s)} =

(1 - z7Yfz(l - e

Paso 3. La respuesta a Co(z) y T = 1 s, se deter-
minan enseguida. Con referencia a la figura 34-28:

Gl = 5T

Empleando la transformada z:

1
s+a

Z
—¢€

—-aT

Go(z) se obtiene al sustituir a = 1:

Z
—e T

Golz) =

El diagrama de bloques reducido en el dominio z es:

_ Golz) b4 . b4
Wolz) = 1+Goz) 2z-e¢T /Z(Z —0.5¢77)
La salida Cy(z) estd dada por:

_ _ z v z
CO(Z) - R(Z)WO(Z) - (Z — 1) % (Z — 0‘56_1)

Al sustituir en el tiempo de muestreo, T = 1's, re-
sulta:

0.5z% 0.5z

Co(z) = T 22— 1.18397 + 0.1839

(z — D)(z — 0.1839)
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iz~ Dz-eN)=1~-eTiz-eT

Aplicando el teorema del valor final a Co(z):

lim CH() = lim S Co(z) =
t— 0 -1
.05z 05
= lim 51559 ~ osost - 6%

Obsérvese que ¢l valor final del sistema muestreado
sin retencion de orden cero es 0.6127, lo que no coin-
cide con el valor final del sistema continuo o los otros
tres sistemas muestreados idénticos que tienen una re-
tencién de orden cero (pero tiempos de muestreo di-
ferentes). Estos ultimos cuatro sistemas relacionados
tienen un valor final de 0.5 unidades, para una entrada
de escalén unitario. El dispositivo de retencién es una
parte esencial en casi todos los sistemas de control
de datos muestreados controlados digitalmente a fin de
vincular el muestreador (0 computadora digital) con
una porcién analégica del sistema de control. Por tan-
to, este caso (circuito sin retencién) no es préctico.

La funcién de salida de respuesta de tiempo mues-
treado, C§(f), se determina dividiendo el denominador
de Co(z) entre el numerador de Co(z). El resultado es:

Co(z) = 0.5 + 0.59z71 + 0.62z72 +
+ 0.61z73 + 0.61z7% +

para T =1, z7! = retardo de 1 s, sin retencién de
orden cero.
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PLANTA
SIN RETENCION

Go(s) = ;41-_1 > C(s)

R(s)

E(s) " E*(s)
T

R(2) emeed W(z) =

Gotz)
14 Gy2)

C(z)

Fig. 34-28. Diagrama de bloques de un sistema de retroalimentacién unitaria
muestreado por errores, sin retencién de orden cero, para el ejemplo 34.7, paso 3.
Go(2) = [G(s)] = z/(z = e 7).

La respuesta de tiempo muestreado correspondiente
CH(1) es (¢ en segundos):

Ci(®) =05 0.59 0.61 0.61 0.61
t=0+| 1 2 3 4

Esto completa el paso 3. Obsérvese que C§ (#) tiene
un valor de 0.5 unidades en t = 0 + ; es decir, C} (¢)
es cero para t<0 y 0.5 unidades para t>0
(t = 0 + ). Este salto de 0.5 unidades en tiempo cero
es consecuencia del artificio del muestreo de pulsos y la
falta de un elemento de retencién. Los sistemas reales
no pueden saltar una cantidad finita en tiempo cero,
aunque el andlisis de la transformada z predice con
frecuencia este comportamiento.

Paso 4. La respuesta de escalén unitario de un siste-
ma de retroalimentacién unitaria de tiempo continuo
con G(s) = 1/(s + 1) se obtiene en el paso 4, con fines
de comparacién. La salida C(s) estd dada por:

_ Gs) 1 Us+1) 1 1
) =ROTT6mH = ST+ 64D 5 6+
Desarrollando en fracciones parciales:
172 -12
Cls) = s * s+2

Mediante el uso de la transformada de Laplace:

— Ke™®

K
3 Ku(®), s+a

se obtiene la funcién de salida de tiempo continuo
CQ):

Cl) = % - Ve = H(1 — ™)

lim C(f) = %(1 — 0 = %
t—x

Las cinco funciones de salida se grafican en funcién
del tiempo en la figura 34-29. Las funciones que se
grafican son:

o C%(t) = respuesta de tiempo muestreado, T =
1s, con retencién de orden cero.

® Ci(t) = respuesta de tiempo muestreado, T =
0.5 s, con retencién de orden cero.

® C%(r) = respuesta de tiempo muestreado, T =
0.1 s, con retenciéon de orden cero.

® Ch(2) = respuesta de tiempo muestreado, T =
1 s, sin retencién.

® C(t) = respuestade tiempo continuo, sin mues-
treo ni retencion.

Nétese que la entrada de todas las gréficas es un
escalén unitario y que la funcién de transferencia de la
planta de todas las gréficas es 1/(s + 1).

Algunas observaciones que pueden hacerse compa-
rando estas gréficas son:

1. Dos de las respuestas muestreadas, C3(¢) y
C¥(z), se asemejan mucho a la respuesta conti-
nua exacta C(f). La funcién de transferencia de
la planta del sistema, G(s), tiene un polo en
s == 1. C}() y C¥(¢) tienen tiempos de mues-
treo de menos de 1s. C¥(¢) tiene el menor tiem-
po de muestreo, un décimo del valor numérico
de la parte real de la magnitud del polo,
s = —1; esto es, 1/10 s. C¥(¢), con el menor
tiempo de muestreo, se asemeja mds a la res-
puesta de tiempo del sistema continuo. Sin em-
bargo, C%(f) requiere muchas méds operaciones
de célculo para cubrir un tiempo dado.

2. Ch(1) tiene un tiempo de muestreo no menor
que la parte real del polo de la funcién de trans-
ferencia ubicado ens = — 1. La respuesta C(z)
exhibe una sobrecorreccion, no asi la respuesta
de tiempo continuo.

3. C¥(9), sin un dispositivo de retencién, exhibe
una respuesta que difiere notablemente de la
respuesta de tiempo del sistema continuo para
valores de tiempo pequefios y grandes. C(¢) sal-
ta hasta 0.5 unidades en ¢t = 0 + s, mientras




Transformada z modificada, F(z, m)

T= 0.50
CON
“RETENCION”
- £(5)
=12s
CON
“RETENCION"
t(s)
T =15 05 PaRAt=00 | 01|02 |03 [ 04|05 (06|07 =
“RET%?J&ON" Cxt) =0.010.095] 0.17]0.23] 0.27]0.30] 0.32]0.34 | 0.50
A A ] 1 1
2 3 3 5 6 )
Yot ~—
T=1s 0.5¢==—-0.59——0.61-—-0.61 ——0.61——-0.61 ——0.61
“RETS!I\I%ION”
I N I N N o
0 1 2 3 4 5 6
C(t), SISTEMA CONTINUO
SINT 0.5 —
SIN MUESTREOY- 1
SIN RETENCION Cit) = 3(1-e"2)
| | I I |
— !
0 1 2 3 4 5 6 ©

Fig. 34-29. Resultados del ejemplo 34.7, paso 4. Cinco gréficas de la respuesta de escalén unitario de un sistema
con G(s) = 1/(s + 1), H(s) = 1, R(s) = 1/s. Las tres primeras respuestas, ¢;*(¢), ¢;*(t) y ¢(f). corresponden a un
sistema muestreado por errores con una retencién de orden cero, con tiempos de muestreo T = 1, 1/2y 1/10 s,
respectivamente. La cuarta grafica, ¢g*(f), corresponde a un sistema muestreado por errores, con T = 1 s, pero sin

una retencién de orden cero. Para las cuatro primeras gréaficas, sélo los siete puntos

“ 1

son valores vélidos de

ca(1). cg*(¥), c#(1) y cd*(r). La quinta grafica, c(r), es la respuesta escalon de un sistema continuo sin muestreo ni
elementos de retencién.

que la respuesta continua es cero en ¢t = 0 + s.
Asimismo, el valor final de C§(t) es 0.61 unida-
des, mientras que el valor final del sistema conti-
nuo es 0.50 unidades, para una entrada de es-
calén unitario. Como se mencion6 anteriormen-
te, todos los sistemas de datos muestreados co-
munes controlados en forma digital emplean un
dispositivo de retencién y, por tanto, este caso
no es practico.

34.8 TRANSFORMADA z MODIFICADA,

F(z, m)

Cuando la transformada z ordinaria f(z) se invierte al
dominio del tiempo, produce la secuencia de muestreo
¥t = f¥(kT), que sélo es vélida en los instantes de
muestreo t = 0, T, 2T, 3T,..., kT... . Suponiendo, con
fines de ilustracion, que el periodo de muestreo T es de
un segundo, la transformada z ordinaria nada dice
acerca de la respuesta del sistema en 1/3, 172, n/2 0 6
7/8 s. Los datos de la respuesta del tiempo se obten-
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drén solamente en 0, 1, 2, 3..., s. Por tanto, la transfor-
mada z modificada (o retardada) proporciona infor-
macién sobre la respuesta entre periodos muestreados.

La modificacién consiste conceptualmente en sumar
un retardo de D segundos a la funcién que se evalia,
donde D varia de 0 a un periodo de muestreo T (fig.
34-30). Para obtener un muestreo en 1/3 T's se necesita
un retardo de 2/3 T s, como se ilustra en la figura
34-31c. En general, para obtener un muestreo en mT's,
donde m estd entre 0 y 1, el retardo D debe ser
D = T(1 — m) s, como se muestra en la figura 34-32.
El retardo D no figura en ninguna parte de la transfor-
mada z modificada; s6lo aparece el pardmetro m re-
lacionado. En aplicaciones reales, m es el despla-
zamiento del periodo de muestreo. Una transformada
z modificada F(z,m) con m = 1/3 produce resultados
de muestreo f¥(t,m) en el tiempo 1/3 T, (1 + 1/3)T,
2+ U3T, (3 + U3)T,..., (K + m)T s, como se ilus-
tra en la figura 34-31. Esta figura muestra asimismo la
respuesta de la transformada z modificada param = 0
y m = 1. Obsérvese que los valores muestreados de
m = 0y m = 1 son idénticos salvo por una demora de
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~(T) e(t)
r(t) —->-/T —{  G(s) p —> KD
—]  G(z) —= C(z)
R ‘ £ C(t), NO PUEDE
DETERMINARSE
A PARTIR DE C(z)
e(t) C*(KT)\
I | Lo #s)
0 T 2T 3T 4T
(a)
C(t-D) C*t-Dj) = C*KT -D)
r(t)—b—/T-—*—‘ G(s) e~Ds _-”_/Té = C*KT+mT~-T)
Clt-D) (KT - D) C(t-D)
| | Lo £s)
Ol D T 2T 3T
—

(_rri‘

(b)

Fig. 34-30. Concepto de la transformada z modificada. a) Transformada z ordinaria, f(t) = F(z), F(z) =

FHKT) r(t) = R(2), G(s) = G(2), C(2) =

C*(KT) K = nimeros de muestra. La transformada z inversa de

C(z) produce C*(T), que sélo es valida en los instantes ¢ = 0, T, 2T, 3T... El asterisco (*) denota una funcién

de tiempo muestreada, que es una sucesién de valores numéricos. b) Transformada z modificada, f{r) =

F(z, m), F(z, m) = f*(KT + mT). r(t) = R(2), G(s) = G(z, m), C(z, m) = C*( KT+ mT),0sm<1,D =
retardo, de uso conceptual. No figura en las transformadas D = T(1 — m) segundos.

T segundos cuando m = 0. En la tabla 34-26 se presen-
ta un breve glosario de la terminologia que se emplea.

La funcién muestreada por pulsos f*(¢) est4 dada por
(tabla 34-26):

@0 = éof(t)é(t - KT) (34-49)

La funcién muestreada por pulsos modificada o re-
tardada f*(t,m) es (tabla 34-26):

fm) == D) = % fie= D)ot~ KD) =
- (34-50)

éo AKT - D)(t — KT)

De la figura 34-32, se tiene:
D+mT=T obien D=TQ1-m)y=T—-mT

(34-51)
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Insertando la ecuacién 34-51 en la ecuacién 34-50 se
obtiene:

Pm) = éo AKT = T +mT)8(t - KT)

o bien:

Fm) = Kio AKT + mT =T)8(t — KT)  (34-52)

El retardo de un periodo, — T, produce un factor

z7!en F(z,m):

A ,m) = F(z,m) = z7! 20 AKT +mT)z=K (34-53)
K=

La transformada z ordinaria es:

£ = Fz) = éo AKT) K

(34-54)




Transformada z modificada, F{z, m)

f*(t, m) = F(z, m) = TRANSFORMADA 2

MODIFICADA DE UNA RAMPA UNITARIA

» £(s)
(a)
(s)
y f*, m
e __
23 '
1 1
I3 —————— : !
1
e e —— | ]
3 L ' > (s)
0 T 2T ar
p=3r

(c)

Fig. 3d-31. Respuesta de la transformada z modificada de una rampa
unitaria param = 0, /3, 1. @) m = 0, D = T = un retardo de una
muestra (se supone que T = 1's), ® = fi(z,m) = f¥(1,0) = F(z,0). b)
m=1,D = T(1 — m) = 0 = no hay retardo (se supone que T = 1),
® = f¥(s,m) = f*(1.1) = f*(r) = F(z) = F(z,1), transformada ¢ ordinaria
de funciones continuasent=0.¢)m=13,D=T1-m)=23T
segundos (se supone que T = 1), ® = f*(1,m) = f¥(t.5) = F(z .,%5).
f*(t,m) = un valor muestreado de f{z) en el instante ¢t = KT + mT.
Cuando m = 1/3, f* (t, m) da el valor muestreado en % T mds tarde que
f¥(t) = F(2), la transformada z ordinaria. Obsérvese que el retardo

de 2/3 T produce un resultado en 1/3 T, respecto a la respuesta no
retardada.

Se debe advertir una consecuencia importante de la
ecuacién 34-53. Si F(m,z) se invierte a f*(t,m) di-
vidiendo el denominador de F(z,m) entre €l numera-
dor de esta misma funci6n, la serie resultante consta
de los términos z (KT + mT)z~X o bien KT +
mT)z~&+D, Por tanto, un factor de z* corresponde
a la tercera muestra, desplazada en la direccién cre-
ciente del tiempo en mT segundos [z~ 4=
~(K+1)=-40K+1=40K = 3]. Cuando se
invierte por medio de la divisi6n larga, un factor de z™"
corresponde al (n — 1)-ésimo intervalo de muestreo
para transformadas z modificadas, mientras que un
factor de z7" corresponde a la n-ésima muestra para
tranformadas z ordinarias. Esto lo ilustra el ejemplo
34.8, donde se toma la transformada z inversa de una
rampa unitaria, primero por medio de la divisién larga
de la transformada z ordinaria y después por medio de
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la divisién larga de la transformada z modificada. Los
resultados se grafican en la figura 34-33, donde se des-
taca que un factor de z~" corresponde a un tiempo de
nT segundos para la transformada z ordinaria [z — 2 =
2T segundos] mientras que ese factor corresponde a un
tiempo de (# — 1 + m)T segundos para la transforma-
da z modificada [z72 =(2 — 1 + 1/3)T = 4/3T segun-
dos, para m = 1/3].

Ejemplo 34.8. Transformadas z modificadas de una
rampa. Primero considérese la transformada z ordina-
ria de una rampa unitaria f(#) = 1u(f).

A partir de la tabla 34-25 de transformadas z se
puede obtener:

T: Iz
@-17 z#2-2z+

Fz) = T para f(1),t =0
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D mT MUESTREC
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Fig. 34-32. Respuesta de la transformada z modificada. f*(t,m) = f*(K T,m) = un
valor muestreado de f(¢) en el instante ¢t = KT + mT, f(z,m) = transformada z
modificada de f(f), D + mT = T = periodo de muestreo, D = T(1 — m) = retardo,
m = 0 = retardo maximo = T = un periodo, m = 1 = sin retardo = transformada z
ordinaria (para funciones continuas), 0 < m < 1, K = nimero de muestra =
0,1,2.3..., z~! = retardo de un periodo = T. Funcién original: f(r) = F(s) = F(z) =
f¥(5) = f4(KT). Funcién retardada: f(t — D) = F(s)e=P* = F(z,m) = f*(t, m} =
f*(kT,m). Transformada z ordinaria:

PO=F@= S AKDK

K=

Transformada z modificada:

fE(t,m) = F(z,m) = ¢! Kéof(KT + mT)z K

Clave: ® = Valores muestreados no retardados, f¥(r) = f*(KT)
A = Valores muestreados retardados, f*(r,m) = f*(KT,m)
A = Valores muestreados no retardados en la funcién retardada, con fines
ilustrativos solamente

Invirtiendo por divisién larga:

Tz Y+ 2T772 + 37773 + 4T77% + ...

KD =2 -2+1/T2
Tz — 2T+ Tz}

2T — Tz7!
2T — 4T771 + 21772
3T7z~1 — 27772
37771 — 6T77%2 + 3173
4T7z72 — 37773

Cada 771, 772, 773 corresponde a un retardo de 7, A partir de la tabla 34-27 de dichas transformadas y en

2T, 3T segundos y fXT) =T, f*2T)=2T, base a la obra de Tou*, se tiene:
F4(3T) = 3T, etc. Por tanto, la inversa de la transfor-

mada z ordinaria produce una sucesién de valores de F _mT + T -

: . ) - ara t) = s =
muestra T, 2T, 3T,... que yacen en la rampa unitaria (@m) z-1 (z-1)7 para flt) =1, =0
en los tiempos de muestreo T, 72, T3,... . Para hallar
la respuesta en, por ejemplo, 1/37, (1 + 1/3)T, *E] libro de Tou!? contiene una de las tablas de transformadas
(2 + 1/3)T, se requiere la transformada z modificada. z modificadas més completas de que se dispone.
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Sea m = 1/3. Entonces:

%sT T

AT - 1)+ T_ AT+ %T

F(z,%5) = +

-1 (@-17"

Invirtiendo por divisién larga:

(z-17

T 2-24+1

WTz™ 1 + AT772 + ATz73 + ...

PHKT + %T) = 22 — 22 + 1 /%Tz + AT

UWTz — AT + %Tz !

AT — Tz}

4T —

%Iz + %T7272

Si se recuerda la exposicidn que sigue a las ecuacio-
nes 34-53 y 34-54, el factor 1/3Tz~! corresponde a
K=0 o f*(1/3T), el factor 4/3Tz~% corresponde
aK = 10T + 1/3T) y el factor 7/3 T,3 correspon-

%Iz — %T772

y para una transformada z modificada de f(r) = ¢,
m = 1/3 y la inversién por divisién larga se obtienen
los siguientes tiempos de muestreo:

Funcién de muestreo
de pulsos f*(1)

Funcién de muestreo
de pulsos modificada
o retardada f*(z,m)

deEa K =2o0p2T :1/ 3D). Tiempo de  Magnitud del
| dx1ste uré 'tfgzrnémo 2~ extra presente en la transfor- Términos Muestreo  muestreo tiempo de
mada z modificada. Por tanto, los muestreos de tiempo 4 Fzm) nim. K (K-1+m)T respuesta
resultantes de una transformada z ordinaria de f(r) = ¢
X % L . fHKT+1/37)
y la inversi6n por divisién larga (T = tiempo de mues- »
treo, elegido como un segundo) son los que se indican yTz™1 0 O+4)T=1/3 v
en la siguiente tabla: AT 1 (1+¥)T=4/3 4
Y —— hTz™3 2 @2+4)T=7/3 %
agnitud de —n B i,
Términos  Muestreo  Tiempo de tiempo de Az n-1 (n=1+%)T A
de F(2) nim. K muestreo KT respuestas
fKT) Estos resultados se grafican en la figura 34-33.
Tzt 1 T=1 1
27272 2 2T =2 2 349 CONTROL NO LINEAL
37773 3 3T=3 3
4T7—4 4 4T = 4 4 El control no lineal puede dividirse en dos amplias cla-
Az=h n nT =n A ses: sistemas no lineales no intencionales e intencio-
nales. En el caso del control no lineal no intencional, el
Tabla 34-26. Glosario terminolégico de la transformada z modificada
Término Definicién
fl) Funcién de tiempo continua
bl 3] Funcién de tiempo muestreada, una sucesién de nimeros que son las
ponderaciones de un tren de funciones de pulso con periodo T
fEe,m) [= f*¢t — D)] Funcién de tiempo con muestreo retardado; un valor muestreado de f(f) en el
momento enque t = KT — Dobient = KT +mT - T= (K- 1)T+ mT
D Retardo de la funcién de tiempo = T(1 — m) segundos
T Periodo de muestreo
Fz2) Transformada z de f(r)
F(z,m) Transformada z modificada de f(z)
o(t) Funcién delta de Dirac, funcién de pulso; &(z) = 0 para ¢t # 0, 6(f) —» =

para ¢ = 0, [0*d(e)dt = 1
X = Kéof(t)é(t - KT)

Pm)=f¢-D)= I fit- D)ot~ KT) = S fKT - D)&(t ~ KT)

K=0 K=0
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mT L‘* m =1/3

2T 3T kT

Fig. 34-33. Resultados del ejemplo 34.8, respuesta de una rampa unitaria,
calculados por la transformada z ordinaria y por la transformada z modificada
conm = 1/3y T=1s. f¥(1,m) = (€] = f¥(1,%), (1) = ®. Debe tenerse en cuenta
que las funciones de tiempo muestreadas solamente son vélidas en los puntos

de muestreo @ o [@].

Clave: ® = Transformada z ordinaria f(z)
72=2T=2s
[#] = Transformada z modificada F(z,m)
2= (2-1+WT=4%s
"= (n-1+mTs

sistema por su naturaleza fisica es no lineal y el proble-
ma consiste en controlarlo de alguna manera. Los sis-
temas de control no lineal intencional resultan cuando
el diseflador emplea dispositivos de control no lineales,
tales como los reveladores. En la figura 34-34 se
enumeran varias no linealidades no intencionales in-
herentes a sistemas por lo demds lineales.

El grado de no linealidad determina el método de
disefio. Si la no linealidad es pequeiia en estos sistemas
cuasilineales, de manera que un procedimiento de di-
sefio lineal estdndar produzca un sistema estable y pre-
diga en forma correcta la respuesta del sistema dentro
de una desviacién tolerable, la no linealidad puede ig-
norarse. La dnica consecuencia es que la respuesta del
sistema se desvia un tanto de los resultados que se
predijeron por medio del andlisis y diseio lineales
aproximados; el problema es entonces especificar qué
es una desviacion tolerable. Segin la aplicacién del
sistema, esta desviacion puede variar de pricticamente
cero (p. €j., 0.01%) en el caso de un sistema de control
de la posici6n relativa de misiles, a mds del 50% en el
caso de un sistema que no necesite una respuesta li-
neal, como el control fotoeléctrico de la iluminacién de
las calles en respuesta a la entrada de luz ambiental.

Muchos sistemas no lineales estdn disefiados me-
diante la aplicacién de métodos lineales aproximados,
cuando el disefiador sabe que el sistema es sélo ligera-
mente no lineal. Por ejemplo, todos los componentes
electrénicos exhiben cierto grado de no linealidad. En
aplicaciones comunes, la no linealidad se expresa en
una especificacion, tal como “menos del 1% de distor-
sién no lineal”, y de ahi en adelante se pasa por alto.
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Sin embargo, en muchos otros casos no se puede
ignorar la no linealidad no intencional. Es claro que
cuando en un procedimiento de disefio lineal no puede
predecirse en forma dptima la estabilidad del sistema,
no es posible ignorar la no linealidad. En esta situacién
se deben emplear procedimientos especificos de anali-
sis y disefio no lineales. El procedimiento del plano de
fase, el método de la funcién descriptora, el criterio
de estabilidad de Liapunov y el criterio del circulo de
Popov se presentan aqui como ejemplos de cémo ana-
lizar estos sistemas altamente no lineales.

La segunda clase general de control no lineal con-
cierne al andlisis y diseflo de sistemas en los que se
introduce intencionalmente una no linealidad. Esto se
hace ya sea porque mejora el desempefio de alguna
manera o bien porque reduce el costo integral del sis-
tema.

Uno de los ejemplos mds claros de esto es un contro-
lador de “todo o nada”, de tiempo minimo. Un con-
trolador de este tipo es efectivamente un interruptor (o
revelador) controlado que produce un maximo esfuer-
zo del sistema todo el tiempo, hasta que el error del
sistema sea cero. Por tanto, un vehiculo que viajara del
punto A al punto B controlado por un controlador de
todo o nada aceleraria a maxima velocidad hasta que,
en base a mediciones o célculos, el controlador llevar
el vehiculo a una desaceleracién maxima. En un siste-
ma bien disefiado el vehiculo llegarfa a la velocidad
cero en el punto B y el controlador se apagaria ahi. En
un automovil, esto corresponderia a pisar a fondo el
acelerador en el punto A y sostenerlo ahi hasta llegar a
un punto entre los puntos A y B, cuando se aplicarian a
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Tabla 34-27. Tabla breve de transformadas z modificadas

f® £(s) flz,m)? Término
1 1 .
(1) - p Escalén
&(1) 1 0 Impulso
&(t — kT) e kTs Zmmik Impulso retardado
1 mT T
t ? z—_l + m Rampa
£ 1 r[m  2m+l b2 Par4bola
2! s 2(z-1" (z-17% (z-1p
1 e~amT - .
eat — T Decaimiento exponencial
a 1 e—amT .
1—ea ) P R Constante de tiempo de 1/a
7] z sen(mwT) + sen(l — m)wT
sen ot 52+ 722 = 2z cos(wT) + 1 Seno
s z cos(mwT) — cos(1 — m)wT
cos wf 2+ o 72 — 2z cos(wT) + 1 Coseno
—aT -amT
at 7 [z sen(mwT) + e=*T sen(1 — m)wT]e )
e™% sen wt Craf+ Z = 2T coswl) T e Seno amortiguado
_a s [z cos(mwT) — e=T cos(1 — m)wT]e~2mT .
e~ cos wt GCraft P Z = 22T cos(aT) ¥ e-oT Coseno amortiguado

Fuente. Adaptado de Tou'*.

@ Retardo = (1 — m)T; m = 1 no hay retardo; m = 0 = retardo de un periodo; T = tiempo de muestreo.

fondo los frenos para que el vehiculo se detuviera
exactamente en el punto B. En el control lineal nor-
mal, el acelerador y el freno se aplicarian en forma
gradual. En un control de todo o nada, el acelerador y
el freno se aplican a fondo. Este control es 6ptimo en
tiempo para una planta que tiene la funcién de transfe-
rencia general:

C(s) 1

= 34-55
Ul(s) Qs+ Ay + Lt as + ag ( )

Esta es la manera més rdpida de llegar del punto A
al punto B. Se puede demostrar que, cuando mucho,
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se requieren n — 1 conmutadores en signo, donde n es
el orden de la funcién de transferencia del sistema.
dada por la ecuacion 34-5515-16,

Para un automévil de masa M con la funcién de
transferencia de planta 1/Ms?, n = 2, de manera que se
requiere una accién de conmutacién del acelerador al
freno. Sin embargo, éste no es el método que suele
aplicarse para controlar un automévil (con la excep-
cién de los autos para “arrancones” o dragsters), de-
bido a que el comportamiento 6ptimo en el tiempo no
es el criterio mas importante para controlar un auto-
moévil. La durabilidad del motor, probabilidad de su-
pervivencia del motor y del conductor, costos razona-
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PENDIENTE = K LA SENAL DE ENTRADA

(d)

Fig. 34-34. No linealidades no intencionales inherentes a ciertos elementos de control o que a veces ocurren en otros:
a) Histéresis; puede ocurrir en dispositivos magnéticos y otros en los cuales la salida depende de la direccién del cambio de

entrada, asi como de la magnitud de ésta.

b) Efecto de juego; puede presentarse siempre que haya juego libre en un conjunto de elementos méviles conectados, tales

como engranes, embragues, acoplamientos, varillajes.

¢) Saturacién; puede ocurrir en un dispositivo fisico cualquiera, pero cominmente en amplificadores y motores de par, que no
pueden entregar una salida por encima de un cierto nivel. s = nivel de saturacion para la sefial de entrada (para la sefal de

salida, el nivel de saturacién es Ks).

d) Zona muerta; puede darse en un sensor lineal cualquiera que requiera una cierta sefial minima antes de que pueda captarse
la seiial, 0 en un actuador cualquiera, tal como un motor, un par motor o un transmisor/motor de sincrocontrol, que requieren
una entrada minima antes de que se produzca un cambio cualquiera en la salida.

bles de combustible, neumaéticos y reparaciones, y
acatamiento de los limites de velocidad, se consideran
aspectos mds importantes que la minimizacién del
tiempo de recorrido.

No obstante, si se requiere un tiempo de recorrido
minimo o un tiempo minimo del ciclo de la miquina,
entonces €l controlador de todo o nada altamente no
lineal serfa la opcion de disefio adecuada!>-16. Por
ejemplo, se requiere un tiempo de respuesta minimo
cuando se hace girar un misil montado en cubierta o un
sistema de posicionamiento de cafiones a bordo de
un barco. En este caso, en el que se elige intencional-
mente un esquema de control no lineal, se tendrian
que emplear los diversos métodos de analisis y disefio
de sistemas no lineales que se mencionaron antes. Por
ejemplo, se pueden disefiar controladores de todo o

nada aplicando el método del plano de fase cuando el
sistema sea de segundo orden (que es el caso del con-
trol de aceleracién y desaceleracién de un automévil o
una nave espacial a lo largo de un eje 1nico).

34.9.1 Caracteristicas unicas de los sistemas
no lineales

La caracteristica mds evidente de un sistema no lineal
se deduce del hecho de que, como el sistema es no
lineal, no se aplica el principio de la superposicién. Por
tanto, si se duplica la entrada a un sistema no lineal, la
salida no se duplica. De hecho, la salida puede saltar a
cero o a una oscilacion de alta frecuencia. La primera
situacion podria presentarse si el sistema estuviese
equipado con un dispositivo de paro automatico. Este
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Fig. 34-34 (cont.). No linealidades no intencionales inherentes a ciertos elementos de control o que a veces ocurren en otros:
¢) Relacién entrada-salida no lineal; puede presentarse en un dispositivo considerado lineal, como por ejemplo un amplificador,
resorte, amortiguador, resistor. 1, 2 y 3 pueden no ser simétricos; s6lo se muestra el primer cuadrante como ilustracién.

f) Friccién no lineal, friccién estética. Fuerza de friccién = ¢ X fuerza normal. us = coeficiente de friccion estética (la de un
neumatico en contacto con el camino suele ser de 0.9). ud = coeficiente de friccién dindmica o de deslizamiento (el de
un neumdético que resbala en el camino suele ser de 0.8); también se llama coeficiente de friccién cinética. Sg = funcién signo,
Sg(V) = +1 para velocidad positiva y —1 para velocidad negativa. Vr = velocidad de transicién, un valor cominmente mucho
menor que 1/100 mph (velocidad efectivamente cero). Cuando la velocidad se invierte o es negativa, también la fuerza
friccional se invierte o es negativa. El coeficiente de friccion se sigue Hlamando positivo, donde la inversién del signo la

proporciona el signo de la velocidad V.

tipo de interruptor, o un interruptor cualquiera dado el
caso, es un dispositivo no lineal. La segunda situacién
puede presentarse en un sistema que exhiba ciclos li-
mite o resonancias de salto. Un ciclo limite es una os-
cilacién limitada no lineal y ciclica, a menudo no si-
nusoidal, en la salida de un sistema no lineal, que ocu-
rre exclusivamente para ciertos intervalos de amplitud
de la salida del sistema. Una resonancia de salto es un
salto discontinuo en la amplitud de salida de un sistema
no lineal, a medida que varia la frecuencia de la seiial
de salida. A la frecuencia de salto, la salida del sistema
es multivaluada, dependiendo de si ha ocurrido el sal-
to. Estos dos fenémenos, la resonancia de salto y la
oscilacién del ciclo limite, dependen de la amplitud.

En un sistema lineal, la respuesta a la frecuencia del
sistema es independiente de la amplitud. Pero esto no
se aplica a sistemas no lineales: la respuesta a la fre-
cuencia de un sistema de este tipo varia con la amplitud
y, en general, no es constante, debido a que la ampli-
tud varfa. Por tanto, un amplificador no lineal puede
sonar bien a volumen medio pero muy mal a aito vo-
lumen, puesto que cambia su respuesta a la frecuencia.

Otro fenémeno no lineal poco comiin es el de la
oscilacién subarménica. Si la entrada a un sistema no
lineal tiene una frecuencia fy y la salida tiene una fre-
cuencia inferior fo/n, donde 7 es un entero mayor que
uno, el sistema exhibe oscilacion subarménica. La os-
cilacién subarmdnica. depende de las condiciones
iniciales y también de la amplitud y la frecuencia de la
funcién de entrada. En general, es necesario dar al
sistema una patada metafdrica, por ejemplo, cambian-
do sibitamente la amplitud o la frecuencia de la fun-
cién de entrada, para iniciar oscilaciones subarmoé-
nicas’.

Los ciclos limite pueden verse afectados por otros
dos fenémenos no lineales. El ciclo limite puede ser
inhibido o suspendido por la extincion de frecuencia (o
extincién asincrénica). Esto consiste simplemente en
aplicar una entrada de amplitud grande de una fre-
cuencia no relacionada por un nimero entero con la
frecuencia del ciclo limite, y después reducir la ampli-
tud de la entrada. Por tanto, un ciclo limite de 1 000
Hz podria extinguirse aplicando una entrada de 314 o
1 414 Hz. El otro efecto del ciclo limite es lo contrario.
El ciclo limite prosigue, pero en una frecuencia di-
ferenteS. El término “entrampamiento de frecuencia”
se refiere a un ciclo lfmite que se estanca en fase con
una sefial de entrada aplicada ligeramente diferente en
frecuencia respecto del ciclo limite libre. Los oscila-
dores no lineales, como el oscilador de Van der Pol,
pueden fijarse a una sefial de entrada en esta forma. La
ecuacién de Van der Pol es de segundo orden, con un
término de amortiguamiento negativo para amplitudes
bajas y positivo para amplitudes aitas. La amplitud del
ciclo limite del sistema de Van der Pol sélo depende de
las constantes K y K de la ecuacion 34-56, 1a ecuacién
de Van der Pol:

X-K(1-X)X+KX=0 K;>0,K,>0
’ (34-56)

—(1 — X?) = Término de amortiguacién
negativo para | X | < 1
positivo para | X | > 1

Esta ecuacién produce oscilaciones del ciclo limite
relativamente faciles de simular en una computadora
analdgica digital.

1001




Control automatico

Para resumir, los sistemas no lineales no cumplen la
regla de la superposicién y exhiben ciertos modos de
comportamiento unicos. Las caracteristicas de los sis-
temas no lineales son:

Ciclos limite.

Resonancia de salto.

Oscilacién subarménica.

Respuesta a la frecuencia segin la amplitud.
Entrampamiento de frecuencia.

Extincién asincrénica.

el

AU RPN

34.9.2 Analisis del plano de fase

El método de anilisis del plano de fase es un método
util para analizar la respuesta y la estabilidad transito-
rias de sistemas no lineales de segundo orden. El plano
de fase es un plano cartesiano en el que como abscisa
se elige una variable de estado, y como ordenada otra
variable de estado de un sistema de segundo orden. La
abscisa suele tomarse como x y la ordenada como x.
Aunque ambas variables de estado son funciones del
tiempo, éste no necesita figurar en forma explicita
(sino que se puede determinar implicitamente). En
teoria, los conceptos de la técnica del plano de fase se
pueden extender de dos dimensiones a tres (o més) y,
por tanto, a tres (o mds) variables de estado. Sin em-
bargo, en la practica no suelen emplearse méas de dos
dimensiones. El caso usual de aplicacién es el anlisis
de un sistema altamente no lineal de segundo orden
que tiene dos variables de estado x y x o, en forma
equivalente, x; y x;.

La ventaja principal del método de anélisis del plano
de fase es que no es un método de linealizacion apro-
ximado, y por tanto no estd limitado por la exactitud
de otros métodos de linealizacién aproximados (p. €j.,
el método de la funcién descriptora que se aplica a
menudo y que se explica mas adelante).

Las gréficas del plano de fase son utiles para conmu-
tar no linealidades y para el disefio de controladores de
tiempo minimo &ptimos de sistemas de segundo orden.
La limitacién de segundo orden es la principal desven-
taja del método ordinario del plano de fase en dos
dimensiones; no obstante, muchos sistemas précticos
son de segundo orden o se pueden aproximar en forma
razonable por medio de un sistema de segundo orden.

Para ilustrar la técnica, considérese una piedra que
se arroja hacia arriba desde una altura inicial x(0) = xo
con velocidad inicial x(0) = Vj. Las ecuaciones de
Newton para el movimiento de la piedra son:

F=MA
o bien:
e = &
mg = dtz
o bien:
&
8 dt2

donde A = aceleraci6n ascendente = d?x/di?
x = posicién ascendente o vertical
x = velocidad de ascenso = dx/dt
F = fuerza ascendente = — mg
m = masa de la piedra
mg = peso de la piedra = fuerza descendente
x(0) = xo = posicion inicial .
x(0) = V, = velocidad inicial
g = aceleracidén de la gravedad, constante
K,, K; = constantes de integracién
Al integrar una vez se obtiene:
dx d*x
j gdt gt=— + K, = '[ a7 dt (34-57)

Volviendo a integrar:

2

t dx
J—gtdt=—g5=x+K1t+K2=JA(E+K1)dt

(34-38)
Sustituyendo dx/dt por x en la ecuacién 34-57:
x=-K ~-g
Es obvio que insertando ¢ = 0 se produce:

#(0) = — K; obien i(0)=V,=-K,

Por tanto, la expresién de x se convierte en :

i=Vo—gt (34-59)

De la ecuacién 34-58, con t = 0, se tiene:
0=x(0)+0+ K, obien K; = — xo = — x(0)

Al insertar los valores de K; y K; en la ecuacién
34-58 se produce la ecuacién para x:
2

x=Vot+xo—g7

(34-60)

El procedimiento de andlisis estdndar seria entonces
graficar la velocidad % en funcién del tiempo (ec.
34-59) y 1a posicién x en funcion del tiempo (ec. 34-60).
Sin embargo, en el método del plano de fase interviene
una grafica de x en funcién de x. Por tanto, el pardme-
tro tiempo ¢ se debe eliminar de las ecuaciones 34-59 y
34-60. Un método consiste en elegir un valor del tiem-
po y después calcular & y x. Esto produce un punto en
la trayectoria de la piedra, como se grafica en el plano
x,x. El proceso se repite para crear una trayectoria
completa por un método de “conexién de puntos” en
un algoritmo de computadora digital.

Como este problema es relativamente simple, i se
puede relacionar con x en forma analitica mediante la
eliminacién de ¢. Este no es el método usual de cons-
truccién de una gréfica del plano de fase, puesto que el
problema no suele ser asi de simple. Mds adelante se
exponen métodos practicos de construccion.

1002




Control no lineal

% = VELOCIDAD HACIA ARRIBA

?y/’/ (e/Of
DEBN{{éWEL DEL SUELO/%//

x = ALTURA ASCENDENTE

TRAYECTORIAS DE —Mg = MA = M

Fig. 34-35. Trayectoria en el plano de fase de una piedra lanzada verticalmente hacia

arriba desde una altura inicial Xo, con velocidad inicial V. Las flechas indican tiempo

creciente. X negativa estd por debajo de tierra; es decir, X = 0 es una fuerte restriccion.
%

(10, -2) (11,6)

A x CRECIENTE,

9,-8) % POSITIVA ¢-— —N, TIEMPO CRECIENTE

4,-9) PERPENDICULAR

(PORQUE x = 0)

x NEGATIVA

x DECRECIENTE, TIEMPO
CRECIENTE

—

Fig. 34-36. Trayectorias completas en el plano de fase de una piedra lanzada verticalmente

hacia arriba. Condicién inicial: (vo,xo) = [*(0), x(0)]. La piedra puede caer por debajo det

nivel de referencia x = 0. (p. €j., puede ser lanzada desde la orilla de un risco). Asimismo, la

determinacién de la direccién del tiempo creciente a lo largo de las trayectorias. En la flecha

del tiempo A, & es positiva y, por tanto, X es creciente (con el tiempo). En la flecha del
tiempo B, & es negativa y decreciente (a la inversa del tiempo).

En la ecuacién 34-59 puede despejarse &

. —_ * 2
x=VO[ Vo= X + X9 — _g_[&_x
i-Vy  Vo—-1 2l g
T T T
Tras una manipulacién, el resultado de x es:
Este valor puede sustituirse en la ecuacién 34-60 pa-
ra eliminar £ =1 VV3+2x —x) (34-61)
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GRAFICAS DEL TIPO DE SINGULARIDAD RAICES Ay, A2
PLANO DE FASE EN EL PLANO S
x Jo
A
x NODO ESTABLE ¢ >
(a)
A A
x Jw
(/ x NODO INESTABLE 3¢ 3¢ p
(b
Al Az
x Jw
x PUNTO SILLA 3¢ 3¢ >0
A Ay
x Jw
/fh\ "
x CENTRO ’ o
w /\2
x Jjw
 — ..* A
- x FOCQ INESTABLE : >0
E4 Jo
A
|
— % x FOCO ESTABLE 1 >
W , X

Fig. 34-37. Seis posibles puntos de equilibrio o singulares del plano de fase. Las raices son valores
caracteristicos de ¥ + ax + bx = 0, o bien (§ — A4))(S - A) = 0.

Este resultado hace posible trazar familias de trayec-
torias en el plano %x [para diversas condiciones
iniciales x(0), x(0) = Vp, xp)-

En la figura 34-35 se muestran varias de estas trayec-
torias. Como el movimiento de la piedra cesa cuando
ésta choca contra el suelo, no se muestran trayectorias
para la altura negativa x. Sin embargo, si la piedra se
arrojara hacia arriba desde la orilla de un risco, un
nivel que podria tomarse como el origen de las coor-
denadas, entonces una altura negativa correspondiente
a la caida de la piedra risco abajo serd perfectamente
razonable.

En la figura 34-36 se ilustra una gréfica de fase ge-
neralizada, la cual hace posible que se arroje una pie-
dra por debajo y también por encima del nivel de re-
ferencia para la velocidad positiva o negativa. Esta se-
gunda figura es una gréfica del plano de fase tipica, en
la que todo el plano de fase se llena con trayectorias.
Las flechas indican la direccién del tiempo creciente.
Una vez que se especifica una condicién inicial, se es-
pecifica una trayectoria particular. La dindmica del sis-
tema, descrita por el par de variables de estado x,%, se
desplaza en forma continua por esta trayectoria del
plano de fase en la direccién de las flechas del tiempo.
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El procedimiento para asignar la direccién de las fle-
chas del tiempo es como sigue. Se elige un punto en
que la trayectoria tenga una pendiente relativamente
pequeiia y magnitud ¥ relativamente grande, tal como
el punto A de la figura 34-36. En el punto A, x es
positiva, y por tanto x es creciente. Asi, la flecha del
tiempo apunta en la direccién de x creciente a lo largo
de la trayectoria, como se muestra. En el punto B, x es
negativa y por tanto x es decreciente. Entonces, la fle-
cha del tiempo apunta en la direccién de x decreciente
a lo largo de la trayectoria. La direccién del tiempo no
se invierte a lo largo de ninguna trayectoria. Por consi-
guiente, cuando se determina una flecha del tiempo, el
resto se traza con rapidez.

Una aplicacién inmediata y muy préctica de la gréa-
fica del plano de fase es determinar la estabilidad de
ciclos limite por una simple inspeccién de la gréfica
terminada. (No se requiere trabajo analitico; basta con
una ojeada rdpida.) Existen seis tipos bdsicos de pun-
tos de equilibrio o singulares en el origen para la ecua-
cién diferencial lineal de segundo orden bésica:

¥+at+bx=0 (34-62)

Mientras el sistema no lineal investigado sea anali-
tico en la vecindad del origen (sin saltos ni pendientes
infinitas en la proximidad de %,x = 0,0), el sistema no
lineal se puede aproximar por medio de la ecuacién
lineal 34-62 en una pequeiia regién alrededor del
origen. Los valores caracteristicos 4, o raices de la
ecuacién caracteristica 34-62, estédn dados por las so-
luciones de:

o

—

CICLO LIMITE INESTABLE

7

&8

P+la+b=0 (34-63)

Los seis posibles pares de soluciones, y el tipo de
puntos de equilibrio o singulares correspondientes, se
muestran en la figura 34-37.

Obsérvese que los ciclos limite no se incluyen en esta
figura. Los ciclos limite son movimientos peri6dicos u
oscilaciones de amplitud fija que sélo presentan los
sistemas no lineales no conservativos. En un sistema
no conservativo, la energia no se conserva y debe ha-
ber una fuente de energia que sustente la oscilacign del
ciclo limite. El factor de amortiguamiento equivalente
de un sistema que exhibe un ciclo limite es cero, y los
limites son tinicos y estédn aislados entre s si existe més
de uno. Este factor diferencia un ciclo limite de una
oscilacién no amortiguada del sistema lineal. La gra-
fica del plano de fase de A;, A = * jw es un conjunto
de évalos (o circulos), donde el punto singular se de-
nomina centro, como se muestra en la figura 34-37.

Existe una infinidad de estas trayectorias oscilatorias
cerradas, dependiendo de las condiciones iniciales es-
pecificas. Por tanto, el sistema lineal puede presentar
oscilaciones de una amplitud cualquiera, todas con fre-
cuencia w. En la figura 34-38 se ilustra un ejemplo de
los ciclos limite que existen en el plano de fase. Obsér-
vese que los ciclos limite tienen amplitudes fijas (no
exhiben una infinidad de trayectorias cerradas de am-
plitud variante). El péndulo se puede poner en mo-
vimiento con una oscilacién de amplitud grande o pe-
quefia. La oscilacién se estabiliza con el tiempo a una
amplitud constante fija, independiente de las condicio-
nes iniciales al comenzar la oscilacién. La amplitud de

CICLO LIMITE ESTABLE

Fig. 34-38. Retrato del plano de fase de un ciclo limite estable y otro inestable.
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esta oscilacién de ciclo limite depende del funciona-
miento interno del sistema, no de las condiciones
iniciales. Los ciclos limite pueden ser estables o inesta-
bles, como se muestra en la figura 34-38. Los ciclos
limite inestables no se pueden observar, debido a que
las perturbaciones o ruidos en el sistema cambian con
rapidez el estado del sistema a la trayectoria inestable
divergente que lo lleva a salir del ciclo limite inestable.

Excepto en sistemas en extremo simples, resulta
muy complicado determinar ciclos limite en forma
analitica. La ubicacién, forma y amplitud exactas de
los ciclos limite se determinan con mayor facilidad
utilizando métodos grdficos, experimentales o de si-
mulacién'®.

Determinacion por computadora del retrato de fase
La computadora digital es omnipresente en la actua-
lidad, y se puede emplear para simular sistemas no
lineales o para generar gréficas de plano de fase. Por
otra parte, la computadora analégica puede producir
gréficas de plano de fase con mucho menos tiempo de
programacién que el que se requiere en la computado-
ra digital. De hecho, si se ha simulado un sistema en
una computadora analdgica (vedse el capitulo 38, Mo-
delacién y simulacién), no se requiere mas labor de
programacion; basta conectar una graficadorax — y a
la variable de salida (x) y su derivada (x), establecer las
condiciones iniciales x(0) y %(0), y encender la compu-
tadora analdgica. (En forma alternativa, podria conec-
tarse la derivada ¥ a la entrada vertical y x a la entrada
horizontal de un osciloscopio con persistencia larga.)
La computadora hace que la graficadora trace la tra-
yectoria del plano de fase comenzado en x(0) y #(0), y
por tanto, que genere una trayectoria del retrato de
fase completo. Después, el operador repite el procedi-
miento con diferentes condiciones iniciales para com-
pletar el retrato del plano de fase.

A menos que se disponga de programas de simula-
cién especializados para la computadora digital, este
tipo de computadora requiere un esfuerzo de progra-
macién mucho mayor que una computadora analégica
para producir una gréfica de fase. Aun si se dispone de
estos programas, el tiempo que se necesita para do-
minar su operacién excedera con toda probabilidad el
requerido para dominar el uso de la computadora
anal6gica. Esta es tan s6lo una razén por la que conti-
nuan existiendo computadoras analégicas en la era de
las digitales.

Construccién del retrato de fase por el método

de las isoclinas

El método de las isoclinas es el procedimiento estdndar
para calcular manualmente un retrato de fase. La cons-
truccién depende de la bisqueda de una isoclina, que
¢s una linea o lugar geométrico con pendiente de tra-
yectoria constante en el plano (x,x). Considérese la
forma general de una ecuacién de estado no lineal de
segundo orden:

X1=x2

%2 = flx1, x2) (34-64)

La velocidad x; (o x») se grafica en la ordenada o eje
v, y la posicién x; se grafica en la abcesisa o eje x. La
pendiente de una trayectoria en un punto cualquiera
estd dada entonces por m:

- : o dy _ diy _
m = pendiente de trayectoria = il
dx; dejdt  _ % (34-65)

T dxy,  daldt Tk

Se pueden elegir diferentes valores constantes de la
pendiente de trayectoria m, como m =0, 1, 2, 3,
-1, -2, =, e insertarse en la ecuacién 34-65, que des-
pués puede utilizarse para graficar el lugar geométrico
de todos los puntos que tengan la pendiente m. En
muchos casos, el lugar geométrico de la pendiente de
trayectoria constante es una recta, de manera que la
isoclina es una recta con pendiente a.

Es importante no confundir la pendiente de la isocli-
na a con la pendiente de las trayectorias m. El método
mds adecuado consiste en trazar rayas cortas de pen-
diente m a todo lo largo de la isoclina de pendiente a.
Por tanto, las rayas representan la direccién de las tra-
yectorias. Si las rayas se extienden hasta que se conec-
ten, se produce un retrato de fase mas o menos poligo-
nal. El procedimiento se ilustra en el ejemplo 34.9.

Ejemplo 34.9. Constriyase la gréfica de plano de fa-
se de:

i+28+3x=0
Definiendo las variables de estado como:
X3n=x
X =X
entonces:
X = x;
Xp=X%= -2t — 3x = -2x; — 3x; (34-66)

La ecuacién de la isoclina, 34-65, produce:

m = pendiente de trayectoria = 2= :Mx——:"xl— =
1 2
=-2-3. i=—2—3(i)
X2 X

Ahora, x; =x serd el eje x de la gréfica y
X2 = % = x serd el eje y de la gréfica. Por tanto las
razones constantes de x;/x» o x/y corresponden a las
rectas que pasan por el origen del plano de fase con
pendiente a = dy/dx = y/x = i/x. El procedimiento
mas simple consiste en elegir razones enteras de #/x =
pendiente de las isoclinas a y tabular las pendientes de
trayectoria correspondientes que se obtienen al
evaluar la ecuacién 34-65.
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x = x2
}
a= -3/2 a==x a=3 xp
m=0 m=-2 [ m=-3 a=1=PENDIENTEDE = .
LA ISOCLINA !
a= -1 T
m= +1 E F “
b’ = -5 = PENDIENTE DE LA
TRAYECTORIA, QUE SE
MUESTRA COMO MARCAS
CORTAS CON PENDIENTE -5
a= -1/3
m= +7
a=0
m = =x
a=0 x=x
m= —-x
a=-1/3
m=+7
TRAYECTORIA
= -1
a
m = +1
a= —-3/2
a=3 a=x m =0
m= -3 m= =2
(a)
FOCO ESTABLE
jwd
311-——— j141
i
t
+ -3 0
-1 |
|
VALORES CARACTERISTICOS %——— ] j141
EN EL PLANO S
(b)

Fig. 34-39, Lugar geométrico isoclinal del ejemplo 34.9. a) Griéfica del plano de fase de ¥ + 2 + 3x = 0. Las
isoclinas son las lineas radiales, con una pendiente g. Las marcas cortas, con una pendiente M, indican la
pendiente de la trayectoria en una isoclina especifica. Las flechas indican el tiempo creciente, de A a Ba C, etc.;
b) Valores caracteristicos del plano S, foco estable. 22 + 24 + 3 = 0; 4; = =1.0 + j1.41; 4, = —1.0 — j1.41.

—2 —3(x/k) = Empleando las pendientes de las isoclinas de a que
) pendiente de aparecen en la tabla de al lado y trazando rayas cortas
xlx = . trayectoria = de trayectoria con pendiente m que cruzan las isocli-
pendiente  x/x —3(x/x) pendiente nas, se puede construir la trayectoria de fase de la fi-
isoclinal a de marcas gura 34-39. o
pequefias = m Una vez trazadas las isoclinas y las rayas cortas de
trayectoria, la construccién de las trayectorias es un
0 7% % procedimiento relativamente simple.
; 1} ::; '_'g A partir de una condicién inicial especificada, como
> el punto A, la raya corta de pendiente —5 se extiende
> f) 0 =2 més 0 menos hasta la mitad de la distancia a la siguien-
:3 : 2;3 i; _(1) te isoclina, el punto B. Después, la pendiente de la
: : trayectoria se desplaza al siguiente valor,m = — » ,y
:1/13 _ ; 1’8 I ,1/ prosigue con una pendiente constante de — © de B a

C. En C la pendiente de la trayectoria cambia a
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m = +7 y continia hacia D. Este proceso genera ra-
pidamente una trayectoria completa, con [a condicién
inicial A.

Es importante destacar que la exactitud de la trayec-
toria resultante depende de que se utilice la mayor can-
tidad posible de isoclinas a. Las flechas del tiempo se
colocan empleando el método que se analizé junto con
la ecuacion 34-61.

Un conjunto de trayectorias completo se construye
facilmente repitiendo el proceso con diferentes condi-
ciones iniciales.

Para un sistema no lineal complejo, las isoclinas a
menudo son curvas, tales como las pardbolas, o son
discontinuas, como en el caso de un sistema que cam-
bia a un valor para x > 0 y a un valor diferente para
x < 0. Por ejemplo, considérese un cohete en el espa-
cio. Supdngase que se emplean propulsores de iones
hacia adelante y hacia atrds que consumen muy poca
masa, de manera que la masa del cohete se mantenga
constante en esencia. La ecuacién de movimiento del
cohete a lo largo de su trayectoria de vuelo en linea
recta es:

+ F=MA (34-67)
donde M = masa del cohete
A = % = aceleracién del cohete
+F = propulsién hacia adelante
—F = propulsién hacia atrés

La trayectoria del cohete en el plano de fase (x,%) se
deduce para —F en las ecuaciones 34-57 a 34-67 junto
con el anlisis de la trayectoria de un cohete lanzado
que obedece la ecuacién idéntica: —mg = —F =MA.
Las trayectorias para +F son simplemente reflexiones

=g

/

invertidas respecto al eje %, de manera que +x se con-
vierte en —x. Esto se muestra en la figura 34-40, que se
obtiene de la figura 34-36 agregando una gréfica inver-
tida de +F. Es posible pasar de un punto cualquiera en
el plano de fase a otro punto cualquiera cambiando de
una trayectoria +F (o —F) a una trayectoria ~F (o
+F) en el punto apropiado. En la figura 34-40 se mues-
tra una trayectoria de tiempo minimo como una linea
gruesa del punto A (posicidn x grande, velocidad ne-
gativa —x grande) al reposo (velocidad 0, posicién 0)
en el punto C. La conmutacién se realiza de la propul-
si6n hacia adelante (+F, trayectoria AB) a la pro-
pulsi6n hacia atrds (—F, trayectoria BC) en el punto de
conmutacién B. Para permanecer en reposo en C, la
propulsién debe apagarse, F =0. Puede demostrarse
que dado un sistema no lineal de segundo orden cual-
quiera, a lo sumo se requiere una conmutacién para
una trayectoria de tiempo minimo!7.

Determinacion del tiempo de la trayectoria. Es posible
determinar el tiempo que se necesita para recorrer un
segmento cualquiera de una trayectoria del plano de
fase, por ejemplo, el tiempo requerido para ir del pun-
to B al punto C en la figura 34-40. El procedimiento se
basa en la siguiente manipulacién de las variables del
plano de fase:

gley=x,=x=%= !
=y, =% = - &

eex=x =x

VELOCIDAD

-F +F
-F +F
\ . x
> POSICION
A = INICIO

+F

Fig. 34-40. Gréfica del plano de fase de un cohete con propulsores de avance
(+F) y de retroceso (— F). La trayectoria de tiempo minimo al origen = A — B - C.
B = punto de conmutacién de +F a —F.
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Para evaluar la integral de la ecuacién 34-68 en for-
ma gréfica, se debe construir una nueva gréfica. Se
requiere un nuevo eje y igual al reciproco del eje del
plano de fase, es decir, 1/x2 o 1/%. El eje x se mantiene
sin cambios. El 4rea bajo la curva trazada en el eje
(1/%,x) es igual a la diferencia de tiempo entre los pun-
tos extremos A y B. Ocurre un problema cuando x 0 x;
tienden a cero, de manera que los reciprocos 1/x o
1/x, tienden a infinito. La solucién consiste en limitar
la proximidad de la tendencia a cero a algiin valor for-
malmente finito (p. ej., entre el 1y el 10% del inter-
valo total). Si un drea gréafica se divide en 10 a 20 regio-
nes con un incremento igual del eje x, el problema se
evita con facilidad. En la figura 34-41 se da un ejemplo
de esto.

34.9.3 Maétodo de la funcién descriptora

Quizd el método mds directo para trabajar con siste-
mas no lineales implica la aproximacion de los sistemas
no lineales por medio de un sistema lineal. La utilidad
de este método es directamente proporcional a aquella
cantidad del rendimiento del sistema atribuible a la
parte lineal de éste. Dicho método funciona bien para
sistemas que sélo son ligeramente no lineales, en los
que quizd el 75% o mds de la sefial de salida se re-
laciona en forma lineal con la entrada. Cuando se
relaciona de esta manera menos de la mitad de la salida
del sistema, una aproximacién de linealizacién resulta
muy deficiente y por lo general no vale la pena inten-
tarla.

El método de Ia funcién descriptora, un método di-
recto, es una posible aproximacién lineal a un sistema
no lineal. Una sinusoide de amplitud, frecuencia y fase
arbitrarias se aplica como entrada a la no linealidad.
La fase arbitraria suele elegirse como cero grados, de
manera que la funcién de entrada es:

R(@t) = R sen (wot + 6,) (34-69)
donde 6, = fase de R(¢) (por lo general 0°)
R = magnitud de R(z)
wp = frecuencia de R(T)

Entonces puede obtenerse la salida de estado estable
del sistema C(f). C(¢) seré por lo general una funcién
no lineal no sinusoidal de R(¥), con comportamiento
periédico de estado estable. Después, esta salida no
sinusoidal se divide en una suma infinita de sinusoides,
mediante el desarrollo en serie de Fourier. Todos los
términos se descartan, salvo el término fundamental de
frecuencia wp; por tanto:

C(t) = Co + Cisen (wot + ¢1) + Casen (2ot + ¢2) + ...
C(?) = C; sen (wot + ¢1)

La funci6n descriptora se define como la razén de la
componente de frecuencia fundamental de la sefial de
salida sobre la sefial de entrada (que s6lo tiene una
componente fundamental). Analiticamente, la funcién
descriptora se define por medio de la siguiente re-
lacién:

o

A = INICIO

—51
4
3
2
1
/’ B = FINAL
g X
/1 2 3 4 5
JECHA DEL TIEMPO
(a)

R

B wa
RECTANGULO
. .~ CENTRADO EN LA
— TRAYECTORIA PARA

EVITAR EL INFINITO
EN EL PUNTO 8

-
T
X

1 2 3 4 5

(b)
Fig. 34-41. Determinacién del tiempo a partir de una grafica
del plano de fase i reciproco:

a) Grifica del plano de fase ordinario. Para determinar el
tiempo de A a B se encuentra 1/% y se grafica en funcién de x.

X X 1x
0 5 0.20
1 4.8 0.21
2 4.2 0.24
3 34 0.29
4 2 0.50
5 0 ®©
4.5 1 1

b) Gréfica del plano de fase reciproco. Tiempo = 4rea bajo
1/% en funcién de la gréfica de x. J(1/¥)dx = [(1/(dx/dt))dx =
f(dt/dx)dx = [dt =t

Recténgulo Altura Area
1 1/4.9 0.204
2 1/4.5 0.222
3 1/3.8 0.263
4 127 0.370
5 1/1 1.00

Obsérvese que se excluyen x = 5, ¥ = 0, 1/ = . El punto
medio x = 4.5, x = 1, 1/ = 1 se utiliza para la altura del
rectanguloentrex =4yx = 5. El dreatotal de A a B =0.204 +
0.222 + 0.263 + 0.370 + 1.00 = 2.06 5. Las unidade sde x y &
deben ser homogéneas; es decir, si x se expresa en metros,
entonces ¥ se debe expresar en metros por segundo.

1009




Control automatico

PARA TODA R > 0 PARA R > S

N = % = FUNCION DESCRIPTORA

SALIDA
h i Rt —‘7—\
+M M SALIDA
2
ENTRADA 0 ant
v
—_—lM \/
(a) ENTRADA R sen (wot)

2K s\ .8 S\
N == | sen’ <—> +5 /1= <—)
SALIDA g [ k) B R

PENDIENTE = K
KSH—
KSH~-~
SALIDA, PARA K > 1, A > S
_L " é ENTRADA 1; 7= ENTRADA = R sen (wot)
—-KS
(b)
SALIDA
PENDIENTE = K i ENTRADA = R sen (wqf)
R e - —
A SALIDA
|
2 w
-D 1 wnt
o T 0
B ENTRADA 0] wgty z o7 :
oty = sen~"(D/R)
D = R sen({wpt,)
|
PENDIENTE = K {c)
fc)
SALIDA
] KR |——=
PENDIENTE = K, [ INSALIDA
rlL/. 2 | ENTRADA = R sen (wot)
PENDIENTE = K= t S E - | ( om
-8 | 1 i wol
, . ENTRADA GAN. | GAN.
i S - | |
| ‘
K, K
(d)

Fig. 34-42, Funciones descriptoras N para algunas no linealidades comunes con una funcién impulsora de
entrada sinusoidal de R sen {wr). En general, N es una funcién de la magnitud de entrada R y la frecuencia
de entrada wp: N = N(R,wp). Sin embargo, para las cuatro no linealidades que se tabulan, N es solamente
funcién de R: N = N(R). a) Funcién de conmutacién. M = magnitud de salida, R = magnitud de entrada,
R sen {wof) = funcién de entrada. b) Saturacién. S = nivel de saturacién de entrada, R = magnitud de entrada,
KS§ = nivel de salida maximo. Obsérvese que si R > S o S/R > 1, no existe saturacién y N = K. ¢) Zona
muerta. D = magnitud de entrada de lazona muerta, R = magnitud de entrada. N = K — (2K/7) [sen~' (D/R) +
(D/R) V' 1-(D/R)?}]. Nétese que si R < D o D/R > 1, lasalida es cero y N = 0. d) Ganancia alta o baja. § =
magnitud de la conmutacién de la ganancia de entrada, R = magnitud de entrada, K, = ganancia alta, K, =
ganancia baja. GAN. = ganancia. Para R > §, N = K> + [2(K: — K»)a][sen™! (S/R) + (S/R)V'1-(S/R)?).
Obsérvese que si R < § 0 §/R > 1, la ganancia no conmuta y N = K. Dibujado en base a los datos de Ogata®.
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Cei®!

FnDes=N= RIT

= & e  (34-70)
R
Si 0, se elige como cero, entonces:

FnDes =N = SRI— el (34-71)

La funcién descriptora es un nimero complejo de
magnitud Ci/R y con fase de ¢, grados. En general, C;
estd en funcién de R y de diversos pardmetros del sis-
tema.

En la figura 34-42 se presentan algunas no linealida-
des comunes y las funciones descriptoras correspon-
dientes. Para utilizar una funcién descriptora, la no
linealidad se sustituye por la ganancia y las fases com-
plejas dadas por aquella funcién.

Para ilustrar el procedimiento de obtencién de una
funcién descriptora, en el ejemplo 34.10 se genera
la funcién descriptora de una no linealidad de conmu-
tacién o de relevador (fig. 34-43a).

Ejemplo 34.10. Evaluacion de la funcién descriptora
de una no linealidad de conmutacién. Recordando la
ecuacion 34-71 y observando la figura 34-43, se tiene
la expresién:
C, .
Fn Des = R /9! (34-71)

De las reglas para la combinacién de sinusoides:

C,=VAI+ B (34-72)
¢1 = tan~! A (34-73)
B,

En base a las ecuaciones del coeficiente de un desa-
rrollo en serie de Fourier, se tiene que:

B, = 2¢(f) sen (nayt) f(t) = valor promedio de f(¢)
(34-74)

An = 2¢(f) cos (nwpt) n=123... (34-75)

Los nimeros 2 son necesarios debido a que el va-
lor promedio de sen’x o cos’x es 172, puesto que
sen®x +cos’x =1. El término de frecuencia de CD o
término de frecuencia cero es un caso especial dado
por A¢/2. Como sélo se necesitan A, y By, descartando
todos los arménicos superiores y haciendo n =1:

27
By = 2c(i) sen (wof) = 2 % JO c(6) sen (wof)d(eof)
(34-76)

27
Ay = 2¢(¢) cos {wnt) = 2% jo c(£) cos (wot)d(wot)
(34-77)

Como la salida c(¢) estd en fase en el tiempo con la
sinusoide de entrada y presenta todas las simetrias de

una onda senoidal, ¢(f) tendrd s6lo componentes
de onda senoidal en su desarrollo en serie de Fourier.
Esto ocurre porque el valor promedio de una onda
senoidal y una onda cosenoidal de frecuencias idén-
ticas o diferentes y cero defasamiento siempre es cero.
Analiticamente, c(#) es una funcién impar; es decir,
¢(—t) = —c(t). Para una funci6n impar cualquiera, el
desarrollo en serie de Fourier contendra s6lo términos
seno, que también son funciones impares.

Por tanto, A; =0, ya que no hay términos coseno en
el desarrollo de la funcién impar c(¢). Al evalvar B;
mediante la sustitucién formal de los valores graficos
de () de la figura 34-43¢ en la ecuacién 34-76, se ob-
tiene:

27 E4
B, = %Jo c(?) sen (wot)d(wot) = %JAO M

27

sen (wot)d(wot) + %J -M

T

(34-78)

sen (wot)d(wot)

Integrando [para lo cual se recurre a la identidad
fsen (ax)d(ax) = —cos(ax)]:

Bi=— [~ Mcos(on)}s + = — [ ~ M cos(a)}é"
(34-79)

Evaluando los limites de la variable (wqt):

B, = % [cos() = cos(0)] + % [cos(2n) — cos(x)]

(34-80)
- M M 4M
Bi=——[~1-1+—[1--1=—=

En este caso mds bien especial, By resulta indepen-
diente de la magnitud de la funcién impulsora de la
entrada R. Por lo general esto no sucede. Ademis,
como no hay un término A;, el 4ngulo de defasamiento
¢ es cero, ya que tan~! (4;/B;) =tan~! (0) =0 (en la
ec. 34-73).

Por tanto, insertando la ecuacién 34-80 en la 34-72
se obtiene:

C1=\/A%+B%=\/O+B%=B1= —'—'4M
JT

(34-81)

Finalmente, la funcién descriptora N se evalia a
partir de la ecuacién 34-71:

= Cgo o M o M
R R aR

(34-82)

yaquee® =0 =1

En resumen, la funcién descriptora que se acaba de
determinar, y todas las funciones descriptoras que se
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ENTRADA r(t)

(t) R f. rt) = R sen wot
[
M
R(S) e ﬁ:» b3 C(5) /—Y
| —-M| r(t) -t
1
! | |
(a) ! 1
t |
! (b)
SALIDA c(t) i |
A /’ - \\ | |
- !
M4 / \ ]
T' > £(s)
M+ ? TN sama AT
N
| S !
= ENTRADA :
- I l = wol (rad)
0 m 2
fe)
Ay COS Wyl fm— ===, ' Cy sen ot
|
¢14J
By sen wot ‘d)

Fig. 34-43. Evaluacién de la funcién descriptora de no linealidad de conmutacién. Véase el ejemplo
34.10. a) Bloque que contiene una no linealidad de conmutacién con una magnitud de salida M. b)

Entrada a la no linealidad. ¢) Salida de la no linealidad. d) Combinacién de vectores.

citan en la figura 34-42, son valores complejos que
tienen magnitud y fase. Relacionan la componente li-
neal (fundamental) de la salida de un sistema no lineal
con una funcién impulsora de la entrada sinusoidal

ra con voltajes de entrada mayores de =S volts, en
serie con una planta lineal G(s). La ecuacién carac-
teristica del sistema es:

lineal. 1+NG=0 (34-83)
En términos generales son funciones de la magnitud
y la frecuencia de la entrada sinusoidal. 0, de manera equivalente:
Un sistema lineal produce una salida sinusoidal de
frecuencia idéntica pero magnitud y fase diferentes G = -1 (34-84)
cuando es impulsado por una entrada sinusoidal. La N
magnitud y la fase del sistema lineal se obtienen susti-
tuyendo formalmente jax por la variable S en la funcién o bien, especificando los argumentos:
de transferencia de ciclo cerrado del sistema G(s), 1
donde wy es la frecuencia de entrada aplicada. Por otra PN = ; .
parte, un sistema no lineal puede producir una fre- GG NR,w) con s=jo (3485)

cuencia cero (o una salida de CD) asi como una gran
cantidad de salidas de frecuencia arménica, ademds de
la salida de la componente fundamental (o frecuencia
lineal).

La funcién descriptora es simplemente la razén de la
componente de frecuencia fundamental linealmente
relacionada de la salida sobre la funcién impulsora de
la entrada sinusoidal. Se desprecian todas las compo-
nentes de frecuencia superior o inferior de la salida no
lineal.

Estabilidad de un sistema no lineal. Una de las prin-
cipales aplicaciones del método de la funcién descrip-
tora es la prediccidn de la estabilidad del sistema. Con-
sidérese el sistema de la figura 34-44, que contiene un
elemento no lineal N, un amplificador que se satu-

La ecuacién 34-85 puede emplearse directamente
para verificar la estabilidad de un sistema no lineal de
la forma que se muestra en la figura 34-44 y para deter-
minar cualquier frecuencia de oscilacién posible. El
método es directo. Se traza una gréifica de G(jw) en
coordenadas rectangulares (real e imaginaria) en fun-
cién de o (fig. 34-44d). Este es idéntico al procedimien-
to de la gréfica de Nyquist. Sin embargo, en vez de
revisar si el punto (—1 +;j0) estd encerrado en un circu-
lo, la prueba se convierte en una revisién para estable-
cer si el lugar geométrico o la grafica de 1/N, trazados
sobre los mismos ejes, son cortados por la gréfica de
G(jw). Si las dos gréficas se intersecan, el sistema es
inestable con un ciclo limite de frecuencia aproxima-
damente igual a la frecuencia de G(jw) en el punto de
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E(s) NR w =N Ni(s) G(s) =G
R(s) AMPLIFICADOR DE |~ PLANTA > > C(s)
+ SATURACION LINEAL
- Y
(a)
NG
R(s) mmmmmy Ting —> C(s)
(b)
im { '71 }
A
+j-
m<:—R R : 0 i o Re { i’_l }
-1 +1
=1 il
N J
(c)
Im{G(jw)} - Im{G(jw)}
L A
+ib +if
w=1.414 w= 1414
w—rx [0 e
| —> ] >
-1 ~0.1667 Re{G(jw)} -1.667 -1 Re{G(jw)}
-i -JF
/ w CRECIENTE / w CRECIENTE
CASO 1 CASO 2
GRAFICA PARA K = t (@  GRAFICAPARAK = 10

Fig. 34-44. Estabilidad de un sistema de control no lineal, con ejemplos de la existencia de
un ciclo limite estable y de la ausencia de ciclo limite. N = N(R, w) = funci6n descriptora del
elemento no lineal; G = G(s) = planta o ganancia lineal en sentido directo; s = jw para
gréificas; R(s) = entrada al sistema; C(s) = salida del sistema; E(s) = sefial de error =
entrada a la no linealidad; N(s) = salida de la no linealidad; S = nivel de saturacién de no
linealidad, una constante.
a) Diagrama de bloques.
b) Funci6n de transferencia de ciclo cerrado equivalente.
¢) Gréfica de no linealidad de saturacién, expresada como —1/N, en el plano complejo. En
este caso, N(R,w) = N(R); es decir, N no es funcién de @. Véase la figura 34-42b. Para la
saturacion, N = N(R) = 2K/afsen~!(s/R) + s/RV 1-(s/R)?].
d) Gréfica de G(jw) en el plano complejo. Sea G(s) = K/[s(s + 1)(s + 2)] = planta lineal.
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(e)

Fig. 34-44 (cont.). Estabilidad de un sistema de control no lineal.

e) Grifica combinada de —=1/Ny G(jw) para K = 1y K = 10. N = N(R,w) = N(R) = la
funcién descriptora de una no linealidad de saturacién. R = magnitud de la entrada del
sistema, R sen (). El punto A(K = 10) denota la interseccién del lugar geométrico —1/N'y
el lugar geométrico G(jw) en w = 1.414, lo que indica la existencia de un ciclo limite. La
topologia de la interseccion indica que el ciclo limite es estable. (Véase la fig. 34-45). El
punto B(K = 1) denota la ausencia de un ciclo limite; no hay interseccién ni ciclo limite.
El sistema es estable para K = 1, ya que el punto — 1 + jO no estd encerrado por el lugar

geométrico G(jw).

interseccién. Esta interseccién (en el punto A) se
muestra en la figura 34-44e para K =10. Obsérvese
que cuando K disminuye a 1, la interseccién ya no
ocurre y el sistema se vuelve estable.

El ciclo limite para K =10 puede exhibir oscilacio-
nes sostenidas o puede desviarse, seglin la direccion
del lugar geométrico —1/N(R, w) cuando cruza el lugar
geométrico G{jw). Esto se ilustra en la figura 34-45,
que indica que el ciclo limite de la figura 34-44 es esta-
ble.

Si los lugares geométricos G(jw) y —1/N(R,w) se in-
tersecan a un angulo muy pequefio o son tangentes en
algin punto, probablemente la exactitud de la prueba
sea deficiente. Sin embargo, esto iltimo no ocurre si
se sabe que las componentes de alta frecuencia de la
salida no lineal se atendan rdpidamente. En uno u
otro caso, cuando los lugares geométricos G(jw) y
—1/N(R,w) se intersequen en un dngulo pequeiio, los
resultados de la prueba deben confirmarse por otro
método de andlisis de la estabilidad de un sistema no
lineal o mediante la simulacién del sistema no lineal.

Ogata¥, Shinners®, Gibson!” y Graham y McRuer!®
analizan las funciones descriptoras con mayor detalle.

34.9.4 Ciriterio de estabilidad de Liapunov

La obra de Liapunov (o Lyapunov) On the general pro-
blem of stability of motion fue editada en ruso por
Kharkov en 1892. Fueron necesarios casi 50 afios para
que el método de Liapunov adquiriera aceptacion a
nivel mundial.

El criterio de estabilidad de Liapunov difiere en el
enfoque fundamental de todas las otras pruebas de es-
tabilidad en que esta dltima se determina a partir de
una medicién de la tasa de cambio de la energia. Se
puede aplicar a sistemas lineales y no lineales, pero
como las pruebas de estabilidad de sistemas lineales
estdndares producen otra informacién significativa, co-
mo ¢l grado de estabilidad, el criterio de estabilidad de
Liapunov se ha identificado con la determinacién de la
estabilidad de sistemas no lineales.

Base fundamental del criterio de estabilidad de Liapu-
nov. Se puede explicar de la siguiente forma intuitiva.
Considérese un sistema mecanico que impulsa de al-
guna manera una masa en respuesta a una sefial de
control. La masa en movimiento tiene una energfa ci-
nética 1/2mV2, Si esta energia aumenta de manera
uniforme hacia el infinito, la velocidad de la masa tam-
bién aumenta hacia el infinito y el sistema es inestable.
La derivada de la energia cinética con respecto al tiem-
po de este sistema mecdnico s positiva, ya que la ener-
gia cinética aumenta con el tiempo. Por otra parte, si la
derivada de la energfa cinética con respecto al tiempo
siempre es negativa, la energia cinética siempre dismi-
nuye hacia cero y el sistema es estable porque la veloci-
dad de la masa también decrece hacia cero.

La energia cinética no puede volverse negativa,
puesto que es una funcién de una variable elevada al
cuadrado, V2. Una funcién como 1/2mV?2, que siempre
es positiva y puede ser cero sélo cuando su argumento
V es cero, se denomina funcién positiva definida.
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Base de la prueba de estabilidad de Liapunov. Consis-
te en determinar una funcién llamada de Liapunov
V(x) que sea una funcién positiva definida de una va-
riable de estado del sistema (x) y después obtener
la derivada con respecto al tiempo de esa funcién. Si la
derivada es negativa, el sistema es estable.

El procedimiento real implica cierta terminologia es-
pecializada y en él se consideran tipos de estabilidad.
La terminologia, que se puede dominar sin dificultad,
se presenta en la tabla 34-28. Sin embargo, un factor
fundamental complica la aplicacién de la prueba de
Liapunov y no se puede obviar. La dificultad reside en
la eleccion de la funci6n de Liapunov positiva definida.
Se puede elegir una funcién positiva definida arbitra-
ria, con coeficientes arbitrarios.

En el ejemplo intuitivo que se acaba de analizar,
donde 1/2mV?2 fue la funcién de Liapunov, se habria
podido elegir una infinidad de otras funciones, como
4mV601/16V8 (donde V = x, = una variable de esta-
do). El procedimiento consiste en escoger una funcién
después de la otra o generar de algtin modo una fun-
¢cién de Liapunov, trabajando de manera retrospectiva
a partir de una funcién generalizada dV(x)/dt que es
negativa definida.

Gljw) \

Habitualmente, una funcién de Liapunov positiva
definida tiene forma cuadrética que contiene todas las
variables de estado elevadas al cuadrado y ninguno,
algunos o todos los posibles términos producto cruz.

Funciones de Liapunov de forma cuadritica

V(x) = XTAX, X = x1,x2,%3 ,...

Vi) =26+ 3=l [ 39| 1 ]a480)

K
. 1 =5 || =
Vax1, x2) = 33 + Kxixy + 453 = [x1x;) K
7 4 ] _x;
(34-87)
V. = 2y2 2 _ 2 5 X1
3(x1,%2) xt + 10x1x5 + 3x3 = [x1x5] 5 3%
(34-88)

PLANO COMPLEJO

R CRECIENTE
- w, = ESTABLE

N = N(R)

w = INESTABLE

@ HACIA ARRIBA, EN EL LUGAR
GEOMETRICO G(jw)

R HACIA ARRIBA, EN EL
LUGAR GEOMETRICO
DE -1/N

R HACIA ARRIBA, EN EL
LUGAR GEOMETRICO
DE —1/N

INESTABLE

{b)

A CRECIENTE

-1/N LUGAR
GEOMETRICO

/w——)cc
— R

e

(a)

 HACIA ARRIBA, EN EL
LUGAR GEOMETRICO G(jw)

ESTABLE

(c)

Fig. 34-45. Determinacion de ciclos limite estables e inestables a partir de las intersecciones de los lugares
geométricos G(jw) y —1/N. a) Gréfica en el plano complejo. b) Interseccién inestable. ¢) Interseccién
estable. El lugar geométrico —1/N hace el papel del punto (—1 + j0) en la prueba de la estabilidad de
Nyquist. Considérese el punto Y. Esté circundado por el lugar geométrico G(jw); por tanto es “inestable” y
creceran las amplitudes de las sefiales (R). Conforme crece R, la operacién en el lugar geométrico —1/N se
mueve al punto w,. Ahora considérese el punto X. Este no estd encerrado por el lugar geométrico G(jw),
por lo que es “estable” y las amplitudes de las sefiales decrecerdn. Conforme decrece R, la operacién en el
lugar geométrico —1/N se mueve al punto ;. Por tanto, w; corresponde a un ciclo limite estable, ya que las
perturbaciones alejadas de w; se devuelven a w,. A lainversa, o, corresponde a un ciclo limite inestable, por
un razonamiento andlogo. Obsérvese que w; y w; son sélo frecuencias aproximadas del ciclo limite,
dependiendo de la idoneidad de la aproximacién de la funcién descriptora a la no linealidad real.
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Va(xi,x2,x3) = {x3 + 4x1x2 + 3x3 + 12x103 +

1 26 Xy

+ 5x§ + &2X3} = [.X'IX2X3] 2 3 3 || x (34-89)
6 5 X3

=702 = 70 x| (34.90

Vs(x1, x2) = 723 = [x1x2] 0 0 | x ( )

Una forma cuadrética puede ser positiva definida,
positiva semidefinida o de signo indefinido si los coe-
ficientes de los términos elevados al cuadrado son po-
sitivos (véase la tabla 34-28). Si estos coeficientes son
negativos, la forma cuadrética puede ser negativa de-
finida, negativa semidefinida o de signo indefinido.

Una prueba directa (criterio de Sylvester) determina
la definici6n del signo de una forma cruadrética en

Ae=[g o] au=li=7>0

70
Ar=1q o |=7(0)-0(0)=0
-~ positiva semidefinida (todo A = 0)
(34-96)
Ar=|-7=7<0
A= [‘ 7 0] -70
f 00 A2=‘ 0 0|==70)~00)=0

- negativa semidefinida (todo A < 0)
(34-97)
Es posible generar una matriz A que siempre produzca

una forma cuadrética positiva definida, eligiendo una ma-
triz cuadrada D con coeficientes positivos y evaluando:

términos de la representacién en forma de matriz simé- A =DTD (34-98)
trica (a; = a;;) de la forma cuadrética (ecs. 34-86 a
34-90). La prueba consiste en evaluar los menores prin- Por ejemplo, si se elige:
cipales (A1, Az, As,...) de 1a matriz de coeficientes de la
forma cuadrética. Los menores principalessonde 1 X 1, D= 13
2x2,3x3,..., comenzando en el término ay; y descen- 12 4
diendo alo largo de 1a diagonal principal para agregar el
término ay, y después el término as3, hasta que el deter- entonces:
minante de toda la matriz pasa a ser el iltimo menor
principal. Si los menores principales son mayores que 4 _ prp _ | 1 2 [ 1 31_([5 1 (3499
cero, la forma cuadrética es positiva definida. 3 4 2 4 11 25 )
Forma cuadritica
xTAx (34-91)
A=PRl=2 a=|2%9]=21)-00)=2
|20 ! 2710 1| ° =
4a=10 1
A >0 A, >0 . positiva definida (todo A > 0) (34-92)
1 _I2<— 1 g K (K K
= = = = - 2|2 )=4- 22 -
Ab—£ . Ar=1]=1 A, K ) 1(4) 2(2) 4 2 (34-93)
2 2
SiK<4
Ay >0 A; >0 . positiva definida si K < 4
Av=]2 =2 A2=’ z5 ’=2(3)—5(5)=—19
4 =[2 5] 53 (34-94)
53 A >0 A <0 +~ de signo indefinido (algunos A son > 0, otros son < ()
A = |1| =1>0
1 2 _ _
Ar=15 3 =13)-22)=-1<0
126
Ag=]2 3 3 12 6
6 35
Az=]2 3 3 [=1(3)5+2(3)6+6(2)3-6(3)6-3(3)1-52)2=-50<0 (34-95)
6 35

- signo indefinido
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La forma cuadrética asociada con la matriz x de la
ecuacién 34-99 es positiva definida; esta afirmacién
puede demostrarse mediante la aplicacién del criterio
de Sylvester:

51

A1=|5[=5>0
A=[11 25]

A= |3 1= 5(25) - 11(11) =
27011 25|=4>0
+ positiva definida (todo A; > 0)

Ejemplo 34.11. Determinar si la siguiente forma
cuadriética es negativa definida:

Vl(x,,) = - x% - SX% - 10x§ + 2xy1x3 = dxx3 — 6x1%3

Procedimiento. Se demuestra que — V(x,,) es positi-
va definida:

= Vi(xs) = %3 + 5x3 + 10x3 — 2x1x2 + dxox3 + 6x1x3

La forma cuadrética se puede escribir como una ma-
triz simétrica:

3 x
20| x2 | = xTAx
0

-1
5
2 X3

[FOREGEN

= Vi(xn) = [xaxoxs) | - .

Aplicando el criterio de Sylvester a A, se obtienen
las expresiones:

Ar=]1]=1>0

Az ’_% Ha19) - (- )(-1)=4>0
1 -1 3
As=|-1 5 2[=
3210

1510 + (= )23 + 3(- 12
= { —(3)(5)3+-(2(2))1( ) 13(-( 1)(1( 1)) } =-2<0

Como Ay y A; > 0 pero Az < 0, la forma cuadrética
es de signo indefinido. Repitiendo la prueba para:

Vz(x,,) = —'7x% 5x2 - 10x + 2x1x; — 4x2x3 — 6x1x3 ~

- Vz(x,,) = 7x% + 5x2 + 10x3 — 2x1x2 + 4x5x3 + 6x1x3

= Va(xn) = [x122%3]

1
(USRS |
[\ R
oMW

]

N

A1=|7|=7>0

A2=}_Z _§}=7(5)-(-1)(—1)=34>0

As=1| -

(PSRN |

[ SR B

—

O W
]

2510 + (= 1)(2)3 + 3(~ 1)2
= { - (3()5)3 : (2(2)7)(-) 1042— (1)(-) 1) } =25>0

Dado que todos los términos A; son mayores que
cero, — Va(x,) es positiva defmlda, y Va(x,) es por
tanto negativa definida.

Ejemplo 34.12. Determinar la estabilidad en el origen
del siguiente sistema lineal:

il [3]
x2
Multiplicando:

X =x

X2 = =21 — 3x;

Como consecuencia de que el sistema es lineal, la
siguiente funcién de energia de Liapunov resulta la
eleccién apropiada:

V(xn) = a1 + a3 ap,a; >0

Entonces:

) av % (Derivada respecto al
W(x,) = =— %1 + =— * tiempo de la funcién
8y 9z de Liapunov,

tabla 34-28)

Sustituyendo 8V/3x;, y 8V/exa:
Vxn) = Qavi)ty + (2aax2)h
Sustituyendo %1, y X»:
Vixs) = awx)xs + Qagxa)(— 2% — 3x)
Multiplicando:
V(xn) = 2ax1%2 ~ 4arx1x; — 6a2x3

Se requiere que a>;>0 y 2a1x1x2 — 4ax1x; = 0. Por
tanto, a;>0y a1 = 2a;.

Si se elige a; = 1, entonces a; = 2 y el resultado es
V(xn) = —6(1)x3 = —6x} = negativa semidefinida, ya
que x; no estd presente.

Sin embargo, es posible demostrar que V(x,) s6lo
puede hacerse cero en el origen x; = x; = 0y por tan-
to, por el teorema IV de la tabla 34-28, el sistema es
asintéticamente estable. Esto también se cumple en
general debido a que V(x,) = cuandollx,|| - (teo-
rema II).

Para ilustrar el hecho de que V(x,) s6lo puede hacer-
se cero en el origen, examinese V(x,) = — 6x3. Si
W(x,) fuese idénticamente cero todo el tiempo, enton-
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Tabla 34-28. Criterio de estabilidad de Liapunov, definicién de términos

Término

Definicién

Ecuacién del sistema

Vector de estado

Funcién de ecuaciones
del sistema

Punto de equilibrio
Sistema lineal invariante

en el tiempo
Funcién de Liapunov

Global
Norma
Derivada respecto al

tiempo de la funcion
de Liapunov

Positiva definida

Positiva semidefinida

in = fu(xnt)(donde x = dx/dt, ¢t = tiempo)

X h X1
. )'Cz fz X2
in=| a0 x=|",
x"l fll xn
X, vector n-dimensional
fn, vector n-dimensional cuyos elementos son funciones de x1, x2,.., X, y ¢

fa(xnt) = 0% todas las derivadas son iguales a cero y todas las variables de
estado son constantes en el punto de equilibrio

= A - xn 0 bien f,(x,, ) = A - x,; es decir, la funcidn del sistema consta de
un arreglo de constantes

V(x,t) 0 V(x,) si el tiempo no es una variable explicita, que es el caso usual.
La funcién de Liapunov debe ser:
a. Positiva definida
b. Escalar [s6lo hay una ecuacién V(X,T) que cuando se evalta produce
un solo nimero escalar]
¢, Diferenciable, hasta el grado de que tenga primeras derivadas parciales
continuas

La funcién de Liapunov puede ser global o extenderse en todo el espacio de
estados, si V(x,,t) — ® cuando || X, || = =

| Xall= 2+ 53 + ... + x2)2 = (x,]x,)"(x,7 = transpuesta de x,)

. oy _ dV(x)
Vint) = Vi) = =2
ﬂ 3V dx1 1% dxz §K %
dt  ox; dt | ox; dr dx, dt
. dv a3V . 8V, LV
o bien _dt— = ax1 x + 8X2 x; + . ax,, Xn

pero %1, %z,..., X, son simplemente los renglones fi, f2,....f, de la ecuacién
del sistema. Por tanto:

Vv

% = g—: filxa) + g—xz L) + .o + 2—:‘ fu(xn)

La funcién escalar V(x,) es positiva definida en la regién R del espacio de
estados incluyendo el origen si:

a V(x,) >0 x,#0
b. V(0,) = 0 es decir, V(x,) es cero sélo cuando todos los términos x, son
iguales a cero.

Ejemplo: V(x,) = x} + (x3 positiva definida V(x,) = (x; + x2)% no positiva
definida, ya que V(x,,) = 0 cuando x; = —x;; por ejemplo, x; =3y x; =
—3. Este es un ejemplo de funcién positiva semidefinida

La funcién escalar V(x,) es positiva definida en la regién R del espacio de
estados incluyendo el origen si:

a. V(x,) = 0
b. V(0,) = 0

Nétese que V(x,) puede ser igual a cero en cualquier
parte del espacio de estados y no sélo en el origen
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Tabla 34-28. Criterio de estabilidad de Liapunov, definicion de términos (continuacion)

Término

Definicién

De signo indefinido

Negativa definida
Negativa semidefinida

Estabilidad asintotica,
teorema I®

Estabilidad asintética global,
teorema II (o estabilidad
asintética en grande)

Estabilidad en el sentido
de Liapunov, teorema II°

Estabilidad asintética,
teorema IV

Inestabilidad, teorema V

La funcién escalar es de signo indefinido en la regién R del espacio
de estados incluyendo el origen si en cualquier parte de la regién R:
a. V(x,1) > 0 Puede ocurrir cambio de signo
b. V(x,2) < 0 Dicho sencillamente, la funcion de signo indefinido al-
gunas veces es positiva y otras negativa

V(x,) es negativa definida si —V(x,) es positiva definida
La funcién V(x,) es negativa semidefinida si —V(x,) es positiva semidefinida

El sistema es asintéticamente estable si, cuando se perturba lejos del valor
cero, las variables de estado vuelven a cero (punto de equilibrio original)
conforme aumenta el tiempo. El punto de equilibrio estd dado por £,,(0,f) =
0, como se especifica en la definicién del punto de equilibrio. El sistema
serd asintéticamente estable si se puede determinar la funcién de Liapunov
V(xn,t) 0 V(x,) tal que:

a. V(x,,1) 0 V(x,) sea positiva definida
b. v(x,,f) o V(x,) sea negativa definida

Se establece a partir de la estabilidad asintdtica, teorema I, con el requisito c)
agregado:
a. V(x,) es positiva definida
b. V(x,) es negativa definida
¢. V(x,) = » cuando || x, || = =

Forma de estabilidad mas débil, donde el sistema puede oscilar indefinida-
mente en el ciclo limite y, mientras las variables de estado no crezcan hacia
el infinito, el sistema se denomina estable en el sentido de Liapunov; el
oscilador es estable en tal sentido. Las condiciones son las mismas de la
estabilidad asintética, teorema I, donde la condicién b) se relaja de negati-
va definida a negativa semidefinida:

a. V(x,) es positiva definida
b. V(x,) es negativa semidefinida o cero

a. V(x,) es positiva definida

b. V(x,) es negativa semidefinida

¢. V(x.) no se hace idénticamente cero a lo largo de trayectoria alguna en el
espacio de estados x, salvo en el origen, x,, = 0, cuando t —

Los requisitos b) y ¢) del teorema IV permiten la omisién de algunas de las
variables de estado en W(x,;) en tanto que V(x,,) nunca se haga idénticamen-
te cero cuando ¢ tienda a infinito (véase el ejemplo 34.12)

Esta se deduce a partir de la estabilidad asintética, teorema I, donde el signo
de la derivada de la funcién de Liapunov cambia de negativo a positivo. La
derivada positiva corresponde al crecimiento sin fin, que es inestabilidad.
El sistema serd inestable y el origen ser4 el punto de equilibrio inestable si:
a. V(xn,1) o V(x,) es positiva definida
b. V(x,,t) o V(x,) es positiva definida

2 Por medio de una transformacion de coordenadas (x,* = x, + K,,), el punto de equilibrio siempre se puede trasladar al origen, x, = 00 f,(0,,) = 0.
El punto de equilibrio o punto singular puede ser estable o inestable.

5 Este es el principal teorema de estabilidad de Liapunov, que también se conoce como segundo método de Liapunov o método directo de Liapunov.
Lo importante aqui es que no se tienen que resolver las ecuaciones diferenciales que describen el sistema no lineal (la ecuacién del sistema, primera
definici6n) para determinar la estabilidad por el segundo método de Liapunov. El primer método de Liapunov consiste en resolver las ecuaciones del
sisterna o una aproximacion linealizada de la serie de Taylor de las ecuaciones del sistema. Si las raices de la ecuacién caracterfstica linealizada son
distintas de cero y tienen partes reales negativas; es decir, si yacen en el semiplano izquierdo, s el sistema no lineal es asintéticamente estable en el
sentido de Liapunov. Nada sorprendentemente nuevo hay en el primer método de Liapunov. Es el segundo método de Liapunov el que es dnico y

extremadamente poderoso si se puede encontrar el término V(x.,t) correcto. El problema estd en obtener correctamente este término.
¢ Es posible demostrar las estabilidad asintética, y no simplemente la estabilidad en el sentido de Liapunov, mediante el requisito menos restrictivo de
que V(x,) sea negativa semidefinida, agregando el requisito adicional (¢) V(x,) — % cuando | % || = .
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ces x; tendria que ser cero y x; también seria cero; de
lo contrario x; se apartarfa de cero. Las ecuaciones de
estado son:

A'tl = X2

X.,'z = —2x1 - 3x2

Sustituyendo x, = 0y x>, = 0:

0=-2x; — 30)
Por inspeccién, x; = 0y 4; = 0.
Por tanto, V(x,) puede ser idénticamente cero todo
el tiempo sé6lo en el origen, requisito de estabilidad
asintética del teorema IV de la tabla 34-28.

Ejemplo 34.13. Determinar la estabilidad en el origen
del sistema no lineal que sigue:

X = x2
Xy = —2x§ - 3x,

Procedimiento. Se elige una funcién de Liapunov
positiva definida tal que su derivada contenga un tér-
mino x}, de manera que ocurra cancelacién. Sea:

Vixs) = awx + a3

Después, diferenciando:

Vix,) = (daxd)is + (axx)is

Sustituyendo #; y £;:

V(xa) = (da1x3)xy + Qao)(—2x3 — 3x2)
Vi(x,) = dayxix; — daxxdx; — 6ax3

Suponiendo que a; = 1y a; = 1 (la eleccién es arbi-
traria), entonces:

V (xn) = —6x} = positiva semidefinida

Mediante los mismos argumentos del ejemplo 34-12,
el sistema es asintéticamente estable en general.

Resumen. Los aspectos importantes concernientes al
método directo o segundo de Liapunov son:

1. Una funcién de Liapunov es una funcién de
energfa generalizada (mV?%2, CV?%2, LI*2,
KX?*?2) y tiene las siguientes propiedades:

a. No es una funcién tnica para algin sistema
dado.

b. Es una funcién escalar, que se evalia a un
alimero simple.

¢. Es positiva definida. Esto significa que:

V(xn,t) obien V(x,) >0
V(0,1) obien V(0) =0

d. Para sistemas estables, la derivada con res-
pecto al tiempo de la funcién de Liapunov
€s negativa.

2. Existe una gran diferencia entre estable y asin-
téticamente estable. Un sistema estable puede
tener una oscilacién de ciclo limite acotada, que
es estable en el sentido de que la oscilacién no
crece. La estabilidad asintética es la forma or-
dinaria de la estabilidad, en la que todo el mo-
vimiento termina cuando ¢ se hace infinito.

. Si el origen de un sistema dado es estable, en-
tonces existen funciones de Liapunov que
prueban que hay estabilidad, aunque la obten-
cién de una puede ser complicada. La incapa-
cidad de obtener una funcién de Liapunov que
pruebe estabilidad no demuestra inestabilidad.
Las condiciones de estabilidad para una funcién
V suelen ser suficientes pero no necesarias.

4. El segundo método de Liapunov puede aplicar-
se a sistemas lineales asi como a no lineales con
coeficientes constantes o variantes en el tiempo. -
Sin embargo, suele aplicarse s6lo al anélisis de
sistemas no lineales, ya que para realizar el
andlisis de sistemas lineales se dispone de mu-
chos métodos que ofrecen mayor informacién.

5. El poder real del método de Liapunov radica en
los ingeniosos métodos generados para definir la
funcién de Liapunov requerida, para aplicar el
método por vez primera. Vedse lo que sigue.

(7

a. Método Q — P del sistema lineal®:
X, = Axp
Vl(xn) = xiiPxy
V(xn) = X}(A*P + PA)x,
V(x») = —x}Qx, para estabilidad
Q = —(A*P + PA) para estabilidad

donde x¥ = transpuesta conjugada vy
Q,P = matriz hermitiana positiva definida.

b. El teorema de Krasovskii*:
Xn = fulxn)
V(xn) = fi(xn)fu(x») = norma cuadrada
Fy(x,) = jacobiano de f,,(x,)
F(xn) = Fi(xn) + Fu(x,) = definicién
V(x,,) = fr't‘(xn)ﬁn(xn)fn(x)

es asintoticamente estable si F(x,) es negati-
va definida. f*(x,) = transpuesta conjugada

tVéase Ogata®, pag. 726.
$Véase Ogata®, pag. 735.
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R

de f,(xn), jacobiano = derivada parcial de
cada renglén con respecto a cada variable:

3 )
—hHh =—Hh
3;1 egZ = F,(x,) = jacobiano
° s de fa(xn
ax1 fz aX2 f2 fn( )

para una matriz de 2 X 2.
¢. Método de gradiente variable¥:

Xn = fulxn)
V= (VW)
X
. ) -1
obien V= [a—xl E]
Xn

donde V V = gradiente de V
_EK_
8x1
VW=
v
oxy,

y (V V) '= transpuesta de VV; es asintdti-
camente estable si el n-ésimo rotacional di-
mensional de VV es igual a cero. Para

n=3
vV, _ oVVy  avV; _
ax1 - axz ’ 8x1
vV, avV; _ vV,
T ks T axp 9xs
. vy, vy, ..
o bien 3%, = X, Gj=12,..,n)

d. El criterio del circulo de Popov se genera a
partir del método directo de Liapunov y se
presenta a continuacién.

34.9.5 Criterio del circulo de Popov

La interpretacién de un teorema de estabilidad de sis-
temas no lineales hecha por Popov® es particularmen-
te fdcil de emplear. La siguiente interpretacién es con-
servadora y agrupa diversos tipos de no linealidades

§Véase Lasalle y Lefschetz??, pag. 59, u Ogata®, pag. 737.

que Popov traté como casos individuales (no linealida-
des univaluadas, histéresis pasiva e histéresis activa).
El agrupamiento incrementa el efecto conservador,
con lo que el criterio es suficiente pero no necesario. Si
el lugar geométrico G(jw) no corta ni encierra el circulo
de Popov, el sistema no lineal es estable, como si el
circulo de Popov fuese el punto (— 1 + j0) del criterio
de estabilidad de Nyquist para sistemas lineales. Por
otra parte, si el lugar geométrico G(jw) no corta ni
encierra el circulo de Popov, el sistema no es necesa-
riamente inestable. Este criterio de Popov sirve para
demostrar que un sistema no lineal de la forma que se
muestra en la figura 34-46 es estable. ‘

Obsérvese que la figura impone varias restricciones
al sistema por analizar. Primero, el sistema debe con-
tener una funcién de transferencia lineal estable en la
salida. Esta restriccién se cumple si todos los polos de
G(s) yacen en la mitad izquierda del plano s y si G(s)
tiene més polos que ceros. Segundo, la no linealidad
estéd acotada por dos lineas rectas de pendiente K; y K>
(fig. 34-46). Si K; es igual a © y K7, igual a 0, las cotas
se abren para incluir el primer y tercer cuadrantes en
su totalidad, lo cual se ajusta a casi cualquier no linea-
lidad concebible. Por desgracia, en este caso el criterio
de Popov se vuelve muy riguroso y el circulo de Popov
degenera en toda la mitad izquierda del plano G(jw).
Este es el caso de un relevador ideal (fig. 34-47), que
muestra las pendientes K; y K para varias otras no
linealidades, incluso la saturacién, y un relevador con
una zona muerta. Una vez que las pendientes K; y K>
se han evaluado, el procedimiento es:

1. Graficar la parte imaginaria en funcién de la
parte real de G(jw) cuando w varia de cero a in-
finito. Esta gréfica es idéntica a la gréfica de
Nyquist de sistemas lineales.

2. Localizar los puntos ~ 1/K1 y — 1/K>.

3. Hacer pasar una circunferencia por estos dos
puntos, centrada entre ellos. El centro de la cir-
cunferencia se puede encontrar con un compés o
en forma analitica:

Centro = — 1/K12_ UK, _ ~(K + 21<1)/K1K2 -
41
- "(Kl + Kz) (3 00)
2K:K,

4. Determinar por inspeccién la estabilidad del sis-
tema. Si el circulo no es cortado o encerrado por
la gréfica G(jw), el sistema es estable.

5. Siel lugar geométrico de G(jw) corta o encierra
el circulo, la prueba es inconcluyente.

Obsérvese que si el sistema es lineal, de manera que
N[e(?)] se convierte en una ganancia lineal unitaria,
entonces K; = K; = 1. Insertando K; = K; = lenla
ecuacién 34-100 se produce:

-(K1 + K3) -
2KiK>

141 __ 2 __,
2(1)(@)

Centro = -
(34-101)
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e(t) u(t) clt) = —elt)
rit) = o y Nlett)] - JG(s)l

(a)

Nle(t)} = u(t) = SALIDA DE LA

NO LINEALIDAD

/
w/ NO LINEALIDAD
4

K
<><§/ (S
P €z~
</ A
/ vﬁﬁo\i’

’/

//

(b)

eft)
ENTRADA A LA
NO LINEALIDAD

Fig. 34-46, a) Sistema de control de ciclo cerrado no lineal para el anélisis de

estabilidad de Popov. Condiciones: 1) G(s) es lineal y es estable en la salida

(tiene mas polos que ceros, no tiene cancelaciones de polos, y todos los polos

tienen parte real negativa) y 2) la no linealidad N[e(#)] estd acotada por dos

rectas de pendiente K; y K que pasan por cero, como se muestra en (b). @ =
K>K =20.

Por tanto, el circulo de Popov degenera en el punto
(- 1) = (- 1+ j0) para un sistema lineal y se con-
vierte en el criterio de estabilidad de Nyquist.

En la figura 34-48 se muestra un ejemplo de gréfi-
ca de Popov. Obsérvese que si K1 = 0, que es el caso
de todas las no linealidades de esa figura, el circulo de
Popov degenera en una linea vertical que pasa por el
punto:

Re {G(jw)} = ~ -kl—z-

(34-102)
Ejemplo 34.14. Dado un actuador lineal con funcién
de transferencia G4(s) impulsado por un amplifica-
dor de CD que se satura con sefiales de entrada ma-
yores de 10 V, determinar la mdxima ganancia permisi-
ble del amplificador de CD no lineal. Compérese esta
ganancia con la méxima ganancia permisible si el am-
plificador no se saturara y fuera lineal:

1
s(Gs + 1)(s + 10)

. 1
Galo) = o + jo)(10 + jo)

Gals) = (dada) (34-103)
(34-104)

Determinando las partes real e imaginaria de G(jw)
se tiene:

. - 11 e ¢ )
Gali) = M= p+ ia? | o0~ PP+ 12107]
(34-105)

Evaluando puntos de la gréfica Popov:

w G(jw) Re{G(jw)} Im{g(jw)}
0.001 40dB/ -—190° - 0.11 -100.0
0.01 20dB/ ~91° -0.11 - 10.0
0.1 0.04dB/ —96° - 0.11 - 1.0
1.0 -23dB /[ — 141° ~ 0.05 - 0.04

10.0 —-63 dB / = 219° — 0.0005 + 0.0004
V10=3.16 —41 dB /. =_180°  0.009091 0.0

La no linealidad, que se muestra en la figura 34-49,
estd acotada por K; = 0, K; = K, donde K es la ga-
nancia del amplificador de CD antes de la saturacion;
por tanto:

-1 -1_-1

_,_)_ooy

5 % (34-106)

Ast, el circulo de Popov degenera en una linea verti-
cal en Re {G(jw)} =— 1/K. La magnitud méxima del
valor negativo de Re {G(jw)} es — 0.11 (fig. 34-49).
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o

Nle(t)] Im{G(jw)}
7,
e N
/ C[F;%JplgvDE PLANO Gw)
£5=0 . Re{G(w))
— EL CIRCULO DE POPOV
-k 0], EeAihIEe
7////////// DE G(w)
(a)
Nlert)] ' im{Gjw)}
Ak, I
/ ;C"’}%’P';S’VDE PLANO Gjes
Ko = Z
e(t) f————> Re{G(jw)}

-

K

(b)

Nie(t)}

K;

EL CICULO DE POPOV

| DEGENERA HACIA TODO
EL SEMIPLANO A LA
IZQUIERDA DE LA RECTA -1/K;

(c)

Fig. 34-47. Algunas no linealidades comunes, sus pendientes de Popov limitantes,

K, y K y sus circulos de Popov. a) Relevador ideal. b) Saturacién. ¢) Relevador con

zona muerta. El circulo de Popov es idéntico al de (b). Obsérvese que en el caso

representado aqui, el circulo de Popov tiene radio infinito y degenera en una linea
vertical en —1K5.

De la ecuacion 34-102, para evitar una interseccién
del lugar geométrico de G(jw) y el circulo de Popov:

I |

Re{G(jw)} = -0.11 > —K % (34-107)
o bien:
0.11 < % (los signos negativos invierten
una desigualdad)
o bien:

K< =91 (34-108)

_1
0.11
Por tanto, la ganancia del amplificador de CD de-

ber4 ser menor de 9.1 para que el sistema no lineal sea

estable conforme al criterio de Popov. Obsérvese que
el nivel real de saturacién del amplificador de CD no se

utilizé en absoluto. Esta es una razén por la cual el
método de Popov es conservador. Con una ganancia
de 9.1, el sistema es estable si el amplificador de CD se
satura en 1, 10 o 100 V. Esto significa que en realidad
se puede permitir una ganancia mayor de 9.1. El mé-
todo de Popov indica que si la ganancia es 9.1 o menor,
el sistema es estable. Esto no significa que si la ganan-
cia pasa de 9.1 el sistema se vuelva inestable.

La ganancia maxima de un amplificador sin satura-
cién se determina empleando el arreglo de Routh-Hur-
witz, con la ganancia K agrupada con G4(s):

1+ Ga(s)H(s) =1+ ) ya que H(s).= 1

K
s(s+1)(s+10
(34-109)

Asf, la ecuacién D(s) del sistema lineal es:

sSc+ DG +10)+ K=5+ 112+ 10s + K
(34-110)
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CIRCULO DE POPOV
h
o

Im{G(jw)}
A

PLANO Gjw)

> Re{G(jw)}

U
K, K,

© CRECIENTE

w—0

LUGAR GEOMETRICO
Gje) (ESTABLE)

Fig. 34-48. Grifica de G(jw) con un circulo de Popov, para © > K, > K; > 0. El sistema es
estable si el lugar geométrico G{jw) no interseca el circulo de Popov. Si G(jw) corta o encierra el
circulo, la prueba es incluyente y no demuestra inestabilidad.

Circulo de Popov

Centro: -

Radio: R =

Al realizar la verificacién del arreglo de Routh-Hur-
witz se obtiene:

s34+ 1152 +10s + K
53 1 10
e 1 K
st 1101_1—1< (K < 110)
® K (K > 0)

Para que haya estabilidad, (110 — K)/11>0 y
K > 0. Por inspeccién del renglén s' del arreglo de
Routh-Hurwitz, el valor méximo de la ganancia del am-
plificador de CD es 110 si no ocurre saturacién. Esta es
12 veces mayor que la ganancia de 9.1 permitida en
caso de saturacién.

El resultado de la prueba de Routh-Hurwitz se con-
firma con referencia al segmento de la grafica de Ny-
quist de la grafica de Popov; es decir, la grafica de

G(jo).

Ki+ K,

2K1K;

K, - K,

2KiK>

A partir de los datos tabulados que siguen a la ecua-
cién 34-105, la gréfica de G(jw) para la ganancia unita-
ria cruza el eje real en:

G(jo)|wy=vTo= —41dB [ = 180° =
= —0.009091 + j0.0

(34-111)

El sistema lineal se hard inestable si se suma ga-
nancia suficiente para que G(jw)o se convierta en
(-1+,0).

Por tanto, la médxima ganancia estable K para un

sistema puramente lineal es:
K(—0.009091 + jO) = -1 + jO

o bien:

-1
"=70.009091

Este resultado de la gréfica de Nyquist coincide con
el del arreglo de Routh-Hurwitz.

K= =110
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GA(S)

PENDIENTE AN {e(t)]
E K2 =K
R(s) >

e(t)l N 1

ACTUADOR LINEAL

» C(s)

+ —/I \ PENDIENTE

Kl‘—'ﬂ

s(s+ 1)(s+ 10}

C(s){ AMPLIFICADOR DE CD CON SATURACION

-

7

)

CIRCULO DE /
POPOV CON RADIO
INFINITO

=K

.\\\\

—

(a)

Im{G4(w)}
SE MUEVE
HACIA LA
DERECHA

CUANDO K
CRECE

-0.009091
w =

.11 w—x

— Re{G,(jw)
AUV A}

b Ga(jw)

» = 0.01

» = 0.001
(b)

Fig. 34-49. Ejemplo 34.14, solucién por la gréfica de Popov. @) Diagrama de bloques del

amplificador de CD de saturacién con ganancia K y actuador lineal G4(s). b) Gréfica de Popov.

Con saturacién, la ganancia K puede incrementarse hasta que el “circulo” degenerado de Popov

(en realidad, una linea recta) se vuelva tangente al lugar geométrico G4(jw). El resultado, K =

1/0.11 = 9.1, es conservador. K = ganancia de} amplificador; K méaxima con saturacién = 1/0.11 =
9.1; K méxima sin saturacién = 1/0.009091 = 110.

34.10 CONTROL MODERNO

El término sancionado “control moderno” se refiere a
un método de andlisis y disefio que regresa a las ecua-
ciones diferenciales basicas que describen un sistema.
Por lo general, en este disefio un sistema de n-ésimo
orden es descrito por un conjunto de n ecuaciones di-
ferenciales de primer orden, que se expresan en forma
matricial y se denominan ecuaciones de estado. Esto es
lo opuesto al control clasico, en el que el sistema es
descrito por una ecuacién diferencial de n-ésimo orden
y se analiza con técnicas del dominio de la frecuencia
(o transformadas de Laplace).

El control moderno ha tenido éxito gracias a la dis-
ponibilidad de computadoras digitales que resuelven
un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas de
n-ésimo orden. Un punto importante es que la nota-
cién matricial empleada €s compacta, y una ecuacién
matricial rige un sistema de cualquier orden.

En el control moderno se emplea otro concepto fun-
damental diferente de los métodos del control clésico:
la “optimizacién”, que se logra minimizando una “fun-

cién de costo” C. El disefio especifica ciertas funciones
positivas del rendimiento del sistema, tales como el
cuadrado del error o el cuadrado del esfuerzo de con-
trol, con objeto de establecer una funcién de costo. La
funcién de costo, que siempre es positiva, se integra
entonces para obtener el “indice de rendimiento” J del
sistema. Puesto que J es la integral de una cantidad
positiva (o cero), como el error del sistema elevado al
cuadrado, J con el tiempo siempre aumenta (o se man-
tiene constante). Si se minimiza J, se minimiza la inte-
gral del error, lo cual es un posible procedimiento de
disefio 6ptimo. Obsérvese que este procedimiento
guarda ciertas semejanzas con el método directo de
Liapunov. Para ser especificos, se formula una funcién
de las variables del sistema que siempre sea positiva y
después se examina su comportamiento.

Si el disefio de control moderno tiene alguna falla,
ésta se encuentra cuando el disefiador elige la funcién
de costo. Si el disefiador elige simplemente minimizar
el error empleando una funcién de costo C;:

C1 = en(t)? (34-112)
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donde e,(t) = vector de error del sistema con n com-
ponentes, y el indice de rendimiento asociado J;:

I = IO Crdt = JO eaf)2 dt  (34-113)

entonces es posible (y en realidad probable) generar
un disefio insatisfactorio o irrealizable que requiera es-
fuerzos de control irrealizables (p. ¢j., se puede reque-
rir un esfuerzo de control muy grande, impulsivo o
infinito). Este problema puede superarse insertando
en ¢l indice de rendimiento un término que contenga el
esfuerzo de control, U(¢). De este modo, un indice de
rendimiento J, mas adecuado podria ser:

L= JZ[e,,(t)Z + Un(® dt (34-114)

donde U, (f) = vector de control con m componentes.

Sin embargo, el disefiador podria decidir que un fac-
tor de la funcién de costo es més importante para la
operacion satisfactoria del sistema que otro, de manera
que se debe asignar una ponderacién adecuada a las
componentes de la funcién de costo e.(£)* y Un(t)>.
Esto se logra introduciendo las constantes de ponde-
racién K; y K5, de modo que el indice de rendimiento
mejorado J3 se convierte en:

Jy = JZ[Klen(t)Z + KUn(0 dt (34-115)

Este es un indice de rendimiento til, utilizado en
1952 por Bryson?! junto con el control de un misil
autodirigido. E! término del esfuerzo de control U,.(¢)
tuvo un significado especial en el caso de Bryson, ya
que el esfuerzo de control del timén del misil era pro-
visto por un acumulador hidrdulico. Un acumulador
hidraulico es un recipiente sellado que contiene flui-
do hidraulico sometido a presién. Una vez que se ago-
ta el fluido, el misil se vuelve incontrolable. En este
caso, el dilema del disefiador es evidente: un misil que
pierde el blanco es insatisfactorio. Por tanto, se debe
asignar al error una ponderacién mucho mayor que al
esfuerzo de control. Sin embargo, un misil que se torna
incontrolable no puede dar en el blanco, por lo que
debe darse al esfuerzo de control una mayor ponde-
racién que al error. Estos requisitos contradictorios no
se pueden cumplir al mismo tiempo, y por tanto se
observa que el control 6ptimo requiere soluciones in-
termedias de ingenieria (asf como los procedimientos
de disefio tradicionales).

El disefiador debe especificar exactamente qué de-
sea y a qué costo. Dado que el planteamiento claro de
un problema parece producir en realidad una buena
parte de la solucién, el método de control éptimo es
atractivo porque requiere un enunciado claro de las
metas de disefio del sistema.

En el disefio de sistemas a gran escala (donde el
control 6ptimo encuentra su aplicacién mds extensa),
el método del indice de rendimiento y la funcién de
costo presenta otra ventaja importante: el disefador
tiene que manejar una sola funcién de costo, aunque

complicada, a fin de especificar el rendimiento del sis-
tema. En el método de la teoria del control clésico, el
disefiador tendrfa que manejar un gran nimero de cri-
terios de rendimiento, como estabilidad, tiempo de as-
censo, tiempo de estabilizacion, errores de estado esta-
ble, sobrecorreccion porcentual, amortiguacion, res-
puesta a perturbaciones, etc. Todos estos criterios de
rendimiento son sustituidos por la funcién de costo
Unica. La légica de optimizacién, que se basa en el
célculo variacional, cominmente estd integrada en un
programa de computadora que selecciona la o las me-
jores combinaciones de pardmetros y ganancias de
control para minimizar la funcién de costo elegida. Sin
embargo, pocos sistemas reales se disefian exclusiva-
mente por medio del control éptimo. El control 6p-
timo sirve como un excelente punto de partida para el
disefio de un sistema; pero como el disefiador quizd
haya pasado por alto algin factor de rendimiento im-
portante al especificar el indice de rendimiento del sis-
tema, casi es obligatorio revisar o modificar el disefio
supuestamente clasico (como andlisis de errores de es-
tado estable, respuesta de frecuencia o andlisis del lu-
gar geométrico de la raiz o, con mayor probabilidad,
un estudio completo de simulacién del sistema). La
simulacién, el ensayo de un modelo fisico o, més pro-
bablemente, un modelo generado por computadora
del sistema recién disefiado, casi se han convertido en
un requisito de disefio por los métodos de control mo-
derno.

Es importante insistir en que el indice de rendimien-
to de la ecuaciéon 34-115 no requiere estabilidad y
puede resultar que el sistema de control éptimo sea
inestable, por tanto siempre se debe revisar.

34.10.1 Ecuaciones espaciales de estado

Las ecuaciones espaciales de estado que se emplean en
la teoria del control moderno son un conjunto de n
ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden
que describen un sistema de n-ésimo orden. Las varia-
bles de estado no necesitan ser cantidades fisicamente
medibles u observables, pero en realidad es preferible,
ya que la ley de control éptimo puede requerir retroa-
limentacién de todas ellas (con ponderacién ade-
cuada). Para un sistema puramente mecénico, las
variables de estado elegidas serian casi siempre la
posicién y la velocidad del sistema en el caso de siste-
mas de segundo orden, o bien posicién, velocidad y
aceleracion en el caso de un sistema de tercer orden.
Para una red eléctrica pasiva, las variables de estado
elegidas casi siempre serian las corrientes que pasan
por cada inductor y el voltaje de cada capacitor.

En el caso de un sistema general de n-ésimo orden
con variables de salida c() y de entrada r(¢), descrito
por la ecuacién diferencial:

n—1

dan d d
d_t" C(t) + a; WC(I) + ...+ a,— Ec(t) +

(34-116)
+ anc(t) = r(t)

las variables de estado casi siempre se eligen como:
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X =) = 4 () =

X1 =X
a 1 1

dr
. & d d d .
=60 = 7 () = Ta () = Rk
(34-117)

dn—l .
*n = T c(t) = Fn-1

El conjunto de ecuaciones 34-117 estd formado por
(n — 1) de las n ecuaciones de estado diferenciales de
primer orden que se requieren; en forma muy simple:

Xl =Xz
Xz = X3
3 =Xy
Xp-1 = Xn

La tdltima ecuacién para X, se obtuvo despejando de
la ecuacién diferencial basica 34-116 la derivada de or-
den superior (n-ésima) y después sustituyendo en
x1 = c(t), x2 = c(1), x3 = &), etcétera, de modo que:

)'Cl = X2
)'62 = X3
)'63 = X4
. (34-118)
Xp-1 = Xp
n = =@uX) = Ane X2 = .. — A1X%, + 1(8)

La ecuacién 34-118 suele expresarse en forma ma-
tricial:

[ 1 o 1 0 o .. o]
X 0 0 1 0 0
X3 0 0 0 1 0
P 0 0 0 0 .. 1
xn —ay —Qp-1 —4p-2 —Qp-3 ... —a1

(34-119)
X1 0
X2 0
X3 0
+| .1 U@
x,,._l 0
Xp, 1

donde r(t) = U(#) es la funcién de entrada.

En notacién matricial compacta, la ecuacién 34-119
se expresa como:

Ecuacion de estado
X, = Ax, + BU (34-120)

donde la salida c(r) = x; estd dada por:

X1
X2
=1 0 ..0]

(34-121)

Xn

0 en notacién matricial:
Ecuacién de salida

c(p) = Cx, (34-122)

El problema se establece en forma mds clara por
medio de un ejemplo.

Ejemplo 34.15. Dado un sistema descrito por la ecua-
cién diferencial:

K
§ 49y + 26§ + 2y =3U  (34-123)
donde U(¢) es la entrada del sistema [U(?) = U] e y(¢)
es la salida [y(t) = y], encontrar la descripcién de las
variables de estado del sistema.

Paso 1. Se definen las n variables de estado por me-
dio de:

X1 =y, X2= y, X3 = y (34-124)

Obsérvese que no se define ninguna variable de es-
tado para la derivada de orden superior ¥, ya que j se
iguala a %3.

Paso 2. Se obtienen las primeras (n — 1) ecuaciones
de variables de estado directamente del paso 1 de la
siguiente forma:

n=y=x
R=y=1x;

Paso 3. Se despeja la derivada de orden superior j y
se sustituyen por las variables de estado las variables
de la ecuacién diferencial y, y e y:

y=—-24y - 26y - 95y + 3U
X3 = —=24x, — 26x; — 9x3 + 3U

Paso 4. Se expresa la ecuacién de estado en forma
matricial:
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)':1 0 1 0 X1 0
= 0 0 1lx|+{0|U
f3 =24 =26 -9 X3 3

(34-125)

(%] = [A] [x;] + [B] U

X1
y=[100]}x | =[C][x]
X3

Es en extremo importante observar que las variables
de estado no son tnicas, y que si se cambiara la defini-
cién de dichas variables (ec. 34-124), la ecuacién final
de variables de estado (ec. 34-125) seria diferente. Al-
gunas asignaciones de variables de estado vélidas y di-
ferentes son:

Conjunto 1 Conjunto 2 Conjunto 3
x=y =y x=y
X2=y =y x=x+KU=y+KU
x3=y x3=y x3=x+KiU=y+ KU+ K\U

El conjunto 1 es la eleccién original, que produce la
ecuacién 34-125. El conjunto 2 meramente desplaza
los elementos de la ecuacién 34-125 y carece de utili-
dad préctica. El conjunto 3 es muy util, porque si la
funcién activadora (impulsora) de entrada contiene
términos derivados, este conjunto puede utilizarse
para eliminar tales derivadas. Entonces se produce la
misma matriz A de la ecuacién 34-125, y se obtiene una
matriz B diferente a partir de los términos (KU) agre-
gados en el conjunto 3. (KU) eliminaria cualquier tér-
mino de primera derivada, y (K>U) cualquier término
de segunda derivada. Esto se ilustra en el ejemplo
34.16.

Ejemplo 34.16. Repetir el ejemplo 34.15 con un tér-
mino 5U agregado a la funcién activadora de entrada.
Por tanto, la ecuacién diferencial del sistema es:

§ + 99 + 26y + 24y = 3U + SU (34-126)

Paso 1

x=y

p=x=y

=%+ KU=y+ KU
o bien

y=x3— KU

Paso 2. Se obtienen relaciones para X:

nH=y=x
h=y=x3- KU

3=y + KU obien j=1i-KU
Paso 3. Se despeja ¥ y se sustituye en x;, x2, x3:
j = =24y — 26y ~ 9y + 3U + 5U
i — KU = =24x; — 26x; — 9(x3 — KyU) + 3U + 5U

Paso 4. Se elimina el término U mediante la elec-
cién apropiada de K. En este caso se elige K, = — 5:

X3 + 5U = —=24x; — 26x2 — (x5 — 5U) + 3U + SU
t—e¢liminado por K} = =5 ———*

X3 = —24x; — 26x; — 9x3 — 45U + 3U
)33 = —24X1 - 26x2 - 9X3 - 42U
Paso 5. Se enuncia el conjunto completo de ecua-
ciones de estado reinsertando el o los valores de K en

el paso 2, lo que produce X; = x3 +5U y X1 = x3, ¥
después se utiliza la %3 equivalente del paso 4:

)-Cl 0 1 0 X1 0
B|=| 0 0 Llx|+| 5 [[U
X3 -24 =26 -9 || x3 -42
[%.) = [A] [x,] + [B,] U (34-127)
y:
X1
y=[100] |x|=[C]x)]
X3

Para eliminar dos términos derivados de la funcién
activadora de entrada, primero se eliminaria la deriva-
da de orden superior (K,U), y el valor resuitante de K,
se reinsertaria en e] paso 4 para eliminar la derivada de
primer orden (K;U). Este proceso es un procedimien-
to algebraico directo que se puede resolver en términos
generales. Sin embargo, éstos son dificiles de memori-
zar y presentan poca simplificacién sobre el método
K1, K3,..., K,. Kuo? deduce la forma general.

34.10.2 Soluciones de las ecuaciones de estado

La ecuacién general de estado (donde x, = vector de
estado, U = vector de entrada y A, B = matrices
constantes):

%, = Ax, + BU (34-128)
puede resolverse por medio de las técnicas directas de

la transformada de Laplace, si se siguen las reglas del
dlgebra de matrices.
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Encontrando la transformada de Laplace:
5Xn($) — Xn(D)|r=0 = Ax,(s) + BU(s)
Desplazando términos:
SXn(s) = AXn($) = Xu(D)|=0 + BU(s)
Factorizando:
[sT — Alx.(s) = x,(0) + BU(s)

donde I = matriz identidad:

100
I=1010
001

para una matriz de 3 X 3. Premuitiplicando por
[sI — A]~ 1, la matriz inversa de [sI-A]:
xn(s) = [sI — A]7x,(0) + [sI - A]7'BU(s)

Se encuentra la transformada inversa de Laplace y se
observa que x,(0), la condici6n inicial de la variable de
estado, es un vector de constantes, mientras que U(s)
es funcién de (s). Por tanto, el segundo término de
Xn(s) contiene un producto de transformadas:

xq(8) = L~Y{sI -
{{s1 — A]"'BU)s)}

Al }x,(0) + L1
(34-129)

donde L~! = operador de la transformada inversa de
Laplace.

La matriz de transicién de estado, ® (¢), se repre-
senta como la transformada inversa de Laplace de la
inversa de la matriz [sI — A]:

st - AT

Insertando la ecuacién 34-130 en la 34-129 [y recor-
dando que la transformada inversa de Laplace de
Fi(s)Fx(s) estd dada por la integral de convolucién

I of1(¥) £t = Y)dy] se produce:
Xi(t) = D(Ox(0) + [ @(Y)BU(t - Y)dy (34-131)

La ecuacién 34-131 es la solucidn general de un siste-
ma cualquiera descrito por variables de estado en la
forma de la ecuacién 34-128.

Salvo en casos simples, la evaluacién de x,(?) es una
tarea formidable. Un caso simple se presenta en el
ejemplo siguiente.

(1) =L (34-130)

Ejemplo 34.17. Dado el sistema:

[2]-12 Slla]- 18

U(#) = funcién de escalén unitario

X1

U0 (34132

Primero se determina la matriz de transicién de esta-
do @(#). De la ecuacién 34-130:

@) = L7Y[sT — A]"1}
Evaluando [sI — A] mediante el uso de la matriz [A]

que se presenta en la ecuacién 34-132 se obtiene la
siguiente expresion:

FHEE

Encontrando la inversa de [sI — A].

s - A] = -3] [+2 s 3

[s+31 [s+31
- L -2 s
o1 - A s -1 | ss+3)+2
+2 s+3
(34-133)
[s+31]
—AlFl= L T2 ST
(I — A] 2+ 3 +2
s+3 1

+Ds+2) (+DE+2)
=2 s
E+DE+2) (+DE+2)

Desarrollando en fracciones parciales cada término
de la matriz de 2 X 2 de la ecuacién 34-133 se tiene la
expresion:

Encontrando la transformada inversa de Laplace de
[sI — A] - ! mediante el uso del par transformado
Ki(s +a) - Ke ~

@) = L~ {[sI - A] =
(34-134)

—2e7t + 2e7%i —e7t + 2e7¥

Esto completa la evaluacién del primer término de
las ecuaciones 34-129 y 34-131 para la respuesta del
sistema.

Dicho término, que es impulsado por las condiciones
iniciales x,(0), a menudo se denomina respuesta ho-
mogénea del sistema. Es la respuesta del sistema cuan-
do no estd presente funcién de entrada alguna (sélo
hay condiciones iniciales).

La respuesta al término de entrada se obtiene poste-
riormente.
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El segundo término de la ecuacién 34-131 es:

J, ooBUC - va

donde ®(y) estd dada por la ecuacién 34-134 (con ¢
sustituida por Y), B es una cantldad que se da en la
ecuacién 34-132, a saber B = [3], y U(¢) es la funci6n
escalon unitario U(7) = 1 para ¢ > 0, de manera que
U(z - v) también es igual a uno, en el intervalo de
integracion y = “0” a “¢”. Al insertar todos estos va-
lores se obtiene:

t
2e°Y — o™} 7Y — o
[T fma

Si se realizan primero las multiplicaciones de matri-
ces y después se integra:

(edze™ ) [zl sV
of —e v+ 2e 2| Y T deV+ Ze y=0

(34-135)

Dado que e = 1y simplificando, se obtiene:

= respuesta al escalén unitario

Combinando el primer término de la ecuacién
34-131 (dado por la ec. 34-134) con el segundo término
(dado por la ec. 34-135) se produce la respuesta total
Xn(?) del sistema de segundo orden descrito por la
ecuacién 34-132:

_[=0]_ [___29::_-_;:3'__E__e::_:_e_:z_'__}
%(l) = x)] " [= 27"+ 2e7F - et + 267
x1(0 e’ + %e_zt
x;EO; ["'e'-7"'£:27"' (34-136)

En muchas situaciones de control comunes, las con-
diciones iniciales x;(0) y x»(0) son cero, antes de apli-
car la entrada de escal6n unitario de prueba. En esta
situacion, la respuesta del sistema descrito por la ecua-
cién 34-132 se convierte en:

() =

x2(2)

Si el sistema fuese mecénico, x; serfa la posicion de
salida y x, serfa la velocidad de salida, conforme al

xl(t>] [3 —e 4 e

primer renglén de la ecuacién de estado %; = x5, de la
ecuacién 34-132. En la figura 34-50 se muestra una
gréfica de xy(f) = posicién del sistema y x,(t) = veloci-
dad del sistema.

Exponencial de matrices
Si el sistema que se investiga fuese de primer orden, la
matriz A de la ecuacién 34-129 seriade 1 X 1; es decir,
constaria de una sola constante (escalar), por ejem-
plo a.

En el caso escalar, en el que la matriz A se reduce a
una sola constante (escalar) 4, la expresién para ©(r)
(ec. 34-129) se convierte en:

®@) = L-Y[s - 4]} = L { L }

s—a
que da por resultado:
P(t) = e

En el caso no escalar, la matriz de transicion @ (¢)
también puede expresarse como una exponencial en
forma de serie:

D(r) = etlAl (34-138)

En este caso, la exponencial de la matriz puede
evaluarse en forma cerrada a partir de la ecuacién
34-129 [como se ilustra en el ejemplo 34.17 con la ec.
34-134 para @ ()], o bien a partir de una serie infinita
para e **, expresada en forma de matriz. Por tanto:

1 1
¥+ =2+ .

et*=14+x+ — a7 3

eAl = [+ [A]t + % [AJ[A]Z +
1 ' (34-139)
- (AJAJAJ +

Es posible evaluar la matriz de transicién de estado
® (1) a partir de e (Al dada por la ecuacién 34-139, en
particular si se programa una computadora para sumar
la serie en forma numérica. Si la serie no converge no
se puede obtener un resultado finito en esta forma.

Como la matriz de transicién de estado ®(¢) tiene las
propiedades de una exponencial, cumple las reglas si-
guientes:

L @)= k=
JAPP + .

2. ®0) = e["‘]0 = {I] = matriz identidad.

3. @7I(f) = e7lAk = (lAN=) = @(—r) = matriz inver-
sa ®(-1).

4. Bt + 1) = elAltn) = (Al lal, =

kR [(I)(t)]z = elAlpfA) = LlAlQ2) = CD(Z[)

6. [@()]" = D(m).

= exponencial de matriz = [ + [A]t +

q)(ll)q)(t)-
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ENTRADA DE ESCALON UNITARIO

1.00 = 1.00
, SALIDA DE POSICION
x4(f), SALI DE POS| MAX = 0.5

0.00 AN I U O W T S T T ¢
88312388812 88312888128488128
0O =~ NN NANMEO M S WO

(a)

1.00
MAX = 0.25 X2(t), SALIDA DE VELOCIDAD = x4(t)

0.00 I S T O O T A O N N T O N | ¢
QWO W OLOWLWOWOWO WOWMOWOoWwO
QUNU~MONBL~MONBOLND NDLNONBN O
CO OO0 4~~~ NNNNMMMM <t < 0

(b)

Fig. 34.50.Gréficas de a) xl(t) y b) x5(t) para el sistema del ejemplo 34.17. X=AX+

BU, donde A = [-§ _}], B'="[

» U = escal6n unitario, xy(f) = 112 — ™' +

122 = respuesta de posnclon a una entrada de escaldn unitario y x,(f) = =% —
e = respuesta de velocidad a una entrada de escalén unitario. Condiciones
iniciales: x1(0) = 0, x(0) = 0.

34.11 TECNICAS DE CONTROL OPTIMO

El control 6ptimo y los conceptos de funcién de costo e
indice de rendimiento se presentaron en la seccién
34.10 (ecs. 34-112 a 34-115).

El indice de rendimiento J3, dado por la ecuacién
34-115 y que se repite aqui, es s6lo una opcién posible:

J3 = J:[Klen(t)z + KUn(0)?] dt (34-115)

donde Kj, K, = constantes de ponderacién
e,(t) = vector de error con n componentes
U.(t) = vector de control con m componentes

El indice de rendimiento J; es importante porque
fue uno de los primeros que se utilizaron en el disefio
6ptimo de un controlador de sistemas. Si se minimiza
J3 entonces también se minimizan el error del sistema
e(t) y el esfuerzo de control del sistema U,(f).

A continuacién se presenta una lista de otros posi-
bles indices de rendimiento®:

J: 2(t) dt = integral del error cuadratico (ISE) [se usa en la ec. 34-115 para J3] (34-140)

r te3(f) dt = integral del error cuadratico por el tiempo (ITSE) (34-141)

Jo lea(t)| dt = integral del error absoluto (IAE) (34-142a)

J: tlea(t)] dt = integral del tiempo multiplicada por el error absoluto (ITSE) (34-142b)

Jm [€3(t) + éX(¢)] dt = integral del error cuadrético (34-143)
mas el indice de error cuadratico (ISE + ERS)

Jm flen(r)] + |é.(8)|] dt = integral del tiempo por el indice de error absoluto (34-144)
0 mas el indice de error absoluto (ITAE + AER)

J: X'(1)Qx,(¢) dt = indice de rendimiento cuadrético (34-145)
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donde x',(¢) = transpuesta de X,(t) - X,(f) = vector de
estado del sistema. Si el valor final que se busca es el
origen, entonces x(¢) actiia como el error del sistema.
Q = matriz positiva definida (o semidefinida):

w©

J [Xn’(t)an(t) + U’m(t)RUm(t)] dt =
0 (34-146)

= indice de rendimiento cuadrético que pon-
dera el vector de estado del sistema x,(f)

por medio de la matriz positiva (o semidefinida) Q, y
que pondera el vector de control del sistema U,,(¢) por
medio de la matriz positiva definida (o semidefini-
da) R.

Por ejemplo, si Q y R son matrices diagonales:

q100

710]
0 0 g5

U'n(t) = transpuesta del vector de control

entonces la ecuacién 34-146 se convierte en:

[ tas0 + 425300 + 0300 +

+ nUA(t) + rU3(D)] dt (34-147)
Si el error del sistema se define como:
ex(t) = du(t) — x,(2) (34-148)

donde d(r) es el estado final que se busca, y si dicho
estado es el origen del espacio de estado d.(f) = 0,
entonces la ecuacién 34-148 se transforma en:
en(t) = —x,() y e2(0) = x2()  (34-149)
Por tanto, en estas circunstancias el término x(¢) de
la ecuacién 34-148 se convierte en e(f) y el indice de
rendimiento cuadrético de la ecuacidn 34-147 se vuelve
idéntico al de rendimiento original J3 dado por la ecua-
ci6n 34-115, que fue utilizado en 1952 por Bryson?!. La
diferencia es de generalidad. Las formas cuadriéticas
x»Qx, y U}RU,, son m4s generales que x2 y U2, Las
formas cuadréticas son ventajosas porque permiten
aplicar el segundo método de Liapunov (seccién 34.9)
al disefio de un controlador 6ptimo.

34.11.1 Optimizacién por el segundo método
de Liapunov

Considérese el sistema:

x,() = Ax,(f) (34-150)
donde A = matriz estable, en la que todos los Yalores
caracteristicos de A tienen partes reales negativas, y
xn() = 0 (el sistema es asintéticamente estable).

El indice de rendimiento por minimizar es el indice
de rendimiento cuadritico de la ecuacién 34-145, a
saber:

J= JO X,()QxA(t) dt = jo x'Qx dt (34-151)

donde x,(¢) se ha sustituido por x para simplificar la
exposicién que sigue.
Se selecciona una funcién de Liapunov positiva de-
finida:
V(x) = x'Px (34-152)
Como se postula que el sistema x = Ax es asintoti-
camente estable, V(x) debe ser negativa definida. Su-
pongase que puede encontrarse una matriz Q, tal que
la funcién de Liapunov negativa definida V(x) sea:
V(x) = —x'Qx (34-153)
donde x’ = transpuesta de x.

La relacién que se requiere entre Py Q se determina
después a partir de las ecuaciones 34-152 y 34-153:

V() = -x'Qx = % V(x) = 7‘;[— (x'Px) (34-154)

Aplicando la regla de la cadena de la diferenciacién
y observando que P es una matriz de constantes, se
tiene:

_g_t_ (fif) = f1f2 +f1f2], [gdt‘fl =f1]

-dd? (x'Px) = ¥'Px + xPx  (34-155)

Combinando las ecuaciones 34-154 y 34-155:
-x'Qx = x'Px + x'Px (34-156)

Pero, a partir de la ecuacién 34-150, x = Ax, y tam-
bién se recuerda que la transpuesta de un producto
matricial estd dada por (BC)' = C'B’ o bien
x' =x'A'.

Insertando estos valores en la ecuacién 34-156:

-x'Qx = x’A’Px + x'PAx = x'(A'P + PA)x
(34-157)

Por tanto, igualando las matrices de forma cuadré-
tica de los extremos de la ecuacién 34-157:

~Q=AP+PA obien Q=—[A'P + PA]
(34.158)
Asi, la hipétesis de que el sistema X = Ax es asin-

téticamente estable hizo posible determinar Q en tér-
minos de P y A aplicando el segundo método de
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Liapunov (como lo da la ec. 34-158). Ademés, el indice

de rendimiento J de la ecuacién 34-151 se evaliia fécil-

mente como sigue. Empleando la ecuacién 34-154,
- x'Qx = d/dt (x'Px):

N ’ - ” d ’ — ’ o
J= '[Ox Qxdt = IO - (x'Px)dt = —x'Px|§
o bien:
J = =x'(*)Px() - ~x'Px(0)

Como el sistema es estable y x(®) — 0, como se
postula, el término — x'(*)Px(x) - 0, y:
J = +x'(0)Px(0) (34-159)

Por tanto, el indice de rendimiento J estd dado por
x'(0)Px(0). Si se desea minimizar J con respecto a al-
gln paridmetro variable contenido en la matriz de va-
riables de estado A, entonces se minimiza x'(0)Px(0)
con respecto al pardmetro variable en vez de minimizar
una integral elaborada de J.

P se encuentra a partir de A y de Q (que son can-
tidades dadas) evaluando la ecuacién 34-158,
Q=-JA'P +PA] .

En este problema homogéneo no existe una funcion
activadora de entrada. El sistema responde conforme a
sus condiciones iniciales, x(0), que se pueden consi-
derar la entrada, y donde el valor final es x() — 0. Si
un sistema tiene una entrada, este metédo puede apli-
carse sin dificultad definiendo x como el error del siste-
ma, que debe hacerse cero para que se pueda aplicar

esta técnica.
El ejemplo que sigue ilustra el procedimiento.

Ejemplo 34.185, Optimizacién del coeficiente de
amortiguamiento del sistema de segundo orden. Se
muestra en la figura 34-51. Es un sistema tipo 1 con un
factor Gnico de s en el denominador de G(s), y por
tanto el sistema tiene un error de posicién igual a cero.
Asi, el error se puede identificar con las variables de
estado y satisfacer la condicién x,() —0 utilizada en
la deduccién del indice de rendimiento J en la ecuacién
34-159. De la figura 34-51, se tiene:

€ __G __G _ 1 _
Rs) 1+GH 1+G s(s+2d)+1
. (34-160)
TR+ +1

donde d es la constante de amortignamiento de la
ecuacion caracteristica de segundo orden normalizada
2 + 2dw,s + w2, donde w, =1y d>0.

El problema consiste en determinar el valor 6ptimo
de d que minimice el indice de rendimiento J, cuando
el sistema esté sujeto a una entrada de escal6n unitario
r=1,1t>0:

J= Jo x'Qxd: [dadoenlaec. (34-159)] (34-161)

donde:

e=x0 = 3]=[5]=[:]

Q=[(1J ‘1)] (dado)

Ahora se necesita encontrar la ecuacién de variables
de estado x = Ax. De la ecuacién 34-160:

C(s)[s* + 2ds + 1) = R(s) (34-162)
Encontrando la transformada inversa de Laplace:
éH + 2de(t) + c(t) = 1) (34-163)

En base a la exposicién inicial, la variable de esta-
do x(z) debe elegirse como el error del sistema
e(t) = x(t) = ) — c(f). Por tanto:

x(0) = r() = c(v
¥Wt)=0-¢(t) yaque r(f)=1lparar>0
() =0 - ¢&@) (34-164)
Insertando estas variables en la ecuacién 34-163;
=) — 2di(t) — x(t) = 0
o bien:
¥ + 2dx() + x(t) = 0 (34-165)

Obsérvese que la ecuacién 34-165 estd en la forma
homogénea que se requiere, y no aparece en ella nin-
guna funcién de entrada r(f). La entrada se ha incor-
porado en las condiciones iniciales de x,(f), que son:

x(Ol=0+ = r(0+) —c(0+) =1 -0=1
i(Ol=o+ = — 60+) =0 (34-166)
Se supohe en este ejemplo que el sistema arranca
desde el reposo, de manera que c¢(0+)=
&0 + ) = 0. Las ecuaciones 34-165 y 34-166 pueden
expresarse ahora en forma de variables de estado:
x1 = x(8)
x2 = X(2) (34-167)
Después, de las ecuaciones 34-167 y 34-165:
X = x(t) = X2
Yo = ¥(t) = —2d(t) — x() = ~2dx, — x; (34-168)

o, en forma matricial:
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R(s) Cl(s)
"t + s{s +2d} Cot)
H(s) = 1

Fig. 34-51. Sistema de segundo orden con amortiguacién

variable d.
) __G __G _ 1 _ 1
Rs) 1+GH 1+G ss+2d+1 s*+2ds5+1

C(s) [s> + 2sd + 1] = R(s)

La transformada inversa de Laplace es:
&8 + 2dc(r) + o) = r(®)

X1

23] =16] e

=l 12 2]

De manera equivalente:

. — _ 0 1
X = Ax donde A = [ -1 2d] (34-170)

Dado que la ecuacién 34-170 es homogénea y A es
una matriz estable [p. ej., x, () — 0], el valor de J
estd dado por la ecuacién 34-159, que se repite a conti-
nuacion:

J = x'(0)Px(0) (34-159)

donde P estd dada por la ec. 34-158, que se repite a
continuacion:

Q=-[A'P + PA] obien AP+ PA=-Q
(34-158)

Insertando los valores conocidos de A y Q en la
ecuacién 34-158 se obtiene:

[0 ”Pu P12] P11 P12H
1 —2d P, Py Py; Py

-1 0
I 1]
Como P es la matriz de forma cuadrética, se elige

simétrica, con P2 = Pa;
Multiplicando la ecuacién 34-171 se produce:

(34-171)

___:_!ilz__.’___:_?zz-_.] [ = PPy - 2dPn)
P11 — 2dPia Pi; — 2dPy Poni P1a — 2dPy
34-172
_[=L_ 0 ( )
B -1

Igualando las “esquinas” o los elementos de la ecua-
cién 34-172:

—2d] =

—Pp+—Pp=-1 (34-173a)

— Py + Py —2dP;; =0 (34-173b)

Py — 2dPp — Py = 0 (34-173¢)

Py —2dPy + P — 2dPy = -1 (34-1734)

Las ecuaciones 34-173b y ¢ son idénticas. Por tanto,
s6lo se generan tres ecuaciones independientes, lo cual
es una consecuencia de hacer P;; = P;;. Resolviendo
la ecuacién 34-173a:

1

Pu = T (34-1740)

Insertando Py; = 1/2 en la ecuacién 34-173d re-
sulta:

1

'2——2dP22+i—2dP22=—1

2
1

obien —4dP;; = -2 obien Pp — (34-174b)
2d

Sustituyendo P, = 1/2 y Py; = 1/2d en la ecuacién
34-173b se obtiene:

1 1 1
—g'f'Pu—z 7—0 o bien P11—d+2d
Y (34-1740)
0 Dien 11——'—2d

Por tanto, el resultado para la matriz P es:

2d2 + 1 1
2d 2
P= Nt (34-175)
2 2d

El indice de rendimiento J = x'(0)Px(0) es:
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22 + 1 1
2d 2 1
J= .
(1 0] 11 [o] (34-176)
2 2d
o bien:
242 + 1
2d 242 + 1
J=1[1 0] 1 =5
2

Para minimizar el indice de rendimiento J con res-
pecto a la razén de amortiguamiento d, sea 3J/dd = 0:

B _ 2d(4d) - 2d* +1)2 _
vl Gd? =0 (34177
(La derivada se evalué empleando (U/V) = (VU'—

UV')/V?, donde U’ = 3U/3d,V' = 3V/ad.)
Despejando d:

8d% — 4d> — 2 =0 o bien 4d* =2

obien d = L = 0.707

Nea (34-178)

Por tanto el valor 6ptimo del coeficiente de amorti-
guamiento d del sistema de segundo orden normaliza-
do dado y la matriz Q del indice de rendimiento dado
es d = 0.707, valor que se utilizé6 mucho antes del ad-
venimiento del control éptimo.

El valor de la raz6n de amortiguamiento depende de
la ponderacidn de x; y x», el error y el indice de error,
como lo especifica la matriz Q. Si sélo el error se pon-
dera vy se ignora el indice de error, de manera que Q se

elija como:
Q= [(1) 8]

entonces la solucién éptima de la razén de amortigua-
miento d se convierte en:

(34-179)

dy = — (34-180)

Es posible repetir la soluci6n para la razén de amor-
tiguamiento d cuando se aplican unas operaciones ar-
bitrarias K; y K; al error y al indice de error, de ma-
nera que Q se elija como Q;,, donde:

O = Ki 0
271 0K (34-181)
El resultado para d es d;», donde:

(34-182)

1

Tabla 34-29. Razén de amortiguamiento 6ptimo
d en funcién de la ponderacion
del error y proporcién de errores
(K; = ponderacién del error,
K; = ponderacién de la proporcion
de errores) para el sistema
de segundo orden de la figura 34-51

Ky/K; d Significancia de d
0 0.5 Valor minimo de d que puede ser
6ptimo .
1 0.707 Amortiguamiento 6ptimo clésico
3 1 Amortiguamiento critico
>3 >1 Sobreamortiguamiento, respuesta

lenta

donde K; = ponderacién del error y K, = ponde-
racién del indice de error.

Las siguientes observaciones concernientes a la ra-
z6n de amortiguamiento d del sistema de segundo or-
den normalizado que se muestra en la figura 34-51 se
pueden tomar de la ecuacién 34-182, la cual da el valor
6ptimo de d que minimiza el indice de rendimiento
cuadrético:

J=j:[e B Igllgz][z]dz

donde e = error = X; y é = indice de error = x,.

(34-183)

Observaciones de la ecuaciéon 34-182:

1. Elvalor minimo de la razén de amortiguamiento
d es 0.5, que se presenta para K»/K; = O0oenel
caso de que no se aplique ponderacién (K, = 0)
al indice de error.

2. El amortiguamiento 6ptimo de d = 0.707 tiene
lugar para Ko/K; =1 o si se asignan ponde-
raciones iguales al error y al indice de error.

3. El amortiguamiento critico de d = 1 se produce
para K»/K; = 3 o para una ponderacién asig-
nada al indice de error con un valor del triple de
la del error.

4. Sialindice de error se le asigna una ponderacién
tres veces mayor que la del error, el sistema 6p-
timo se sobreamortigua y la razén de amortigua-
miento d excede de la unidad.

Estos resultados se resumen en la tabla 34-29.

34.12 CALCULO DE VARIACIONES

El célculo de variaciones (o varacional) es tan antiguo
como el célculo y data de la época de Newton y de la
Europa Occidental del siglo xvi1. El famoso problema
del célculo de variaciones de Newton fue la determina-
cién de la forma de un sélido de revolucién con-a
menor resistencia al movimiento cuando se desplaza en
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un fluido. Este problema es de gran interés para los
disefiadores de submarinos y aeronaves, y atin se estu-
dia tres siglos después de la época de Newton.

El célculo de variaciones trata de la determinaci6n
de la forma, figura o valor de una cantidad desconoci-
da f, de manera que alguna integral pueda asumir un
valor méximo o minimo J%

Obsérvese que éste es exactamente el problema de
control éptimo, en el que la integral por minimizar es
el indice de rendimiento J (también llamado funcional)
y la cantidad que se determinara como consecuencia de
minimizar J es la entrada de control éptima del sistema
U (que es la cantidad inc6gnita f). Los nombres de los
principales contribuyentes al célculo variacional cons-
tituyen una especie de “quién es quién” de las matemd-
ticas que incluye a Newton, Bernoulli, Euler, Lagran-
ge, Legendre, Jacobi y Weirstrass. El método de Euler
se estudia aqui porque representa la espina dorsal
original del célculo de variaciones. Sélo se desarrolla la
primera variacién (en un ejemplo), en la cual se utili-
zan primeras derivadas. La segunda variacién, no se
analiza muy a fondo.

El término “variacién” se refiere al valor variante de
la integral cuando la funci6n f que se integra cambia,
El problema general del célculo de variaciones consiste
en minimizar (0 maximizar) la integral J;:

L1 = J‘f(x, v,y )dx (34-184)

donde y' = dyldx.

J se varia haciendo que y aumente una cantidad in-
finitesimal de KV, procedimiento empleado por La-
grange; esto produce:

y + KV (34-185)
donde K = constante arbitraria infinitesimal y
V = una funci6n uniforme regular cualquiera de x, por
ejemplo V = h(x), con derivadas regulares contenidas
en el intervalo de integracion.

La integral variada J, es por tanto:

J= J flx,y + KV, y' + KV') dx (34-186)

donde y’' + KV' = dyldx + K(dV/dx) y K es una
constante y V = h(x).
El cambio, diferencia o variacién entre J, y J; es:

Al =1 -] (34-187)

Sustituyendo las ecuaciones 34-184 y 34-186 en la
34-187 se obtiene:

AT = [[fwy + KV, ' + KV)) — fluyy)] de
(34-188)

Desarrollando f(x,y + KV, y'+30KV") en una serie
de Taylor con respecto al punto x,y,y’, en potencias de
K, el resultado de una sola variable respecto a xg es:

F(xo + h) = F(xo) + hf'(x0) + }21—? f(xo) + ...
(34-189)
donde:
FO0) = f) Y f) = ..

La ecuacién 34-188 tiene dos términos que contienen
los incrementos KV y KV’ de las variables y e y'. Por
tanto, se necesita una serie de Taylor en dos variables,
con derivadas parciales respecto a las variables y e y'.
La diferencia principal es que cuando se utilizan dos
variables aparecen términos de derivadas parciales
cruzadas (de la forma 8%/3y3y’).

Desarrolldndose la serie de Taylor se obtiene:

fooy + KV, y' + KV') = fix, y, ') +
+ KV -—f(x’ Vs ,V) + KV’ a :f(x: Ys y’) +

KRy @ KV 3

T zf( »y)+ —,—-e,f(xy,y)+

(34-190)

+ (KV)(KV") —— flx, y, ¥') + términos de orden
8y 8 superior

Cuando la ecuacién 34-190 se vuelve a insertar en AJ
(ec. 34-188), los términos f(x, y, y’) se cancelany AJ se
puede expresar como:

AJ = KI, + »K*L, + R; (34-191)
donde I; = J( gf +V aaf ) dx = primera
y Yy variacién

2 2 2
L= “W 3 +2VV’ % + (V') & dx =
y? vy 3y
= segunda variacién

R3 = términos restantes del tercer orden
0 mayor

f=Rfxyy)

La ecuacién 34-191 se obtiene directamente de los
desarrollos en serie de Taylor de dos variables de la
ecuacién 34-190. El primer término se cancela. Des-
pués, simplemente factorizando los términos K y K2,
las derivadas de primer orden se condensan en una
integral (la integral de la primera variacién) y las de-
rivadas de segundo orden restantes se agrupan en otra
integral (la segunda variacién).

La integral de la primera variacién se modifica ahora
integrando por partes. La regla bésica es:

b b
f Udv = UV, - f VdU  (34-192a)
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El segundo término de la integral de la primera va-
riacién, ecuacién 34-191, es:

v 2 u

3 (34-192b)

Sea:

dV=V’dx=fi—de=dV
dx

Por tanto:

V=V

Sustituyendo estos valores en la integral por partes
se produce:

JJV :f dx a}{ Jbvdix(% )(;:)5193)

V representa la variacion de la variable y, donde y
puede variar en cualquier parte menos en sus puntos
extremos o limites, a y b. En estos extremos, y es ﬁja y
no puede variar; por tanto, y + KV=y+0y V=0
en los puntos extremos. Se tiene entonces que:

of
=0y

Asi, la ecuacién 34-193 se convierte en:

JV’ gy’i dx = —J 1% Bd;(a%]:) dx  (34-195)

. 5}7 . = 0 (34-194)

Cuando este nuevo valor de la primera variacién I
se vuelve a insertar en la ecuacion 34-191 para I, el
resultado después de factorizar V es:

Il:jv{:—i_d_x(aayf )}dx

Volviendo a la ecuacién 34-191 para la variacién to-
tal AJ = KI, + 1/2 K21, + R, obsérvese que como K
es una cantidad infinitesimal, K* es insignificante en
comparacién con K. La primera variacién I; domina a
AJ, de manera que AJ=KI,. Si K cambia de signo, AJ
también lo hace (p. €j., una variacién incrementaria
AJ y otra la reduciria). Pero un maximo de AJ se ca-
racteriza por un decremento de todas las variaciones
posibles, v un minimo, por un incremento de esas va-
riaciones. En consecuencia, I; debe ser cero para que
AJ sea un minimo o un méximo. Este resultado,
I =0, es:

(34-196)

L=0= J v{ -aa% - %(a%j; )} d (34197)

V puede ser una funcién regular arbitraria cual-
quiera de x y puede ser positiva siempre que
[8f/3y — (d/dx)(3f/3y’)] sea positivo, y negativa cuan-
do sea negativo. Por tanto, el producto de V y
{8fly — (d/dx)(3f/3y’)} podria ser siempre positivo y,
en consecuencia, la integral no podria desaparecer (a
menos que el término entre llaves fuera snempre idén-
ticamente cero).

El resultado final es que la integral original se mi-
nimiza o se maximiza si la primera variacion I; es cero,
lo que ocurre si:

3y  dx\3y'

donde f = f(x, y, ¥); ¥y’ = dyldx.

Euler dedujo esta ecuacién por primera vez en 1744.
A menudo recibe el nombre de ecuacién caracteristica
o ecuacién de Euler, como otras ecuaciones producto
de su genio. Esta representa la primera de varias
pruebas esenciales que deben satisfacerse para que una
integral de la forma de la ecuacién 34-184 tenga un
méaximo o un minimo.

La ecuacién de Euler del cdlculo variacional (la
ecuacién caracteristica) puede simplificarse si la inte-
gral f(x, y, ¥') no contiene las tres variables posibles x,

yey'.

o _d ( of ) -0 (34-198)

Caso I. No hay variable y. En este caso f(x,y,y’) se
convierte en f(x,y'), de modo que 3f/dy = 0 e, inser-
tando esto en la ecuacién 34-198, se produce:

24

Como la derivada de una constante es cero, (d/dx)
(K1) = 0, el resultado final es:

(34-199)

(34-200)

donde K; = constante arbitraria
f(x,y,y") = f(x,y') (sin variable y)
y' = dyldx

Caso II. No hay variable x. En este caso f(x,y,y') se
convierte en f(y,y’). Asi, calculando la derivada parcial
total de f(y,y’) con respecto a x:

of _ 38 , + 2 n @
dx = f(y ) ayl f()’;)’) dx
o bien:
S _ 3
w -yt Ty
donde dy'/dx = (d/dx)(dy/dx) = dPyldx* = y".

De la ecuacién 34-198:
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EJEy TANGENTE A LA CURVA
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Fig.34-52. Cailculo de variaciones, ejemplo 34.19, para hallar la curva
Vdl+dy?

mds corta que une los puntos a y b. ds =

= incremento

aproximado en la longitud de arco, para un incremento en x igual
adx

E-4

gy dx
Sustituyendo la expresién de 3f/dy en la anterior pa-
ra offax:
of _ d(af) cL of
x  dx\3y + 3y’ Y
Integrando con respecto a x y observando que todos
los términos son constantes respecto a x excepto
dldx(3f/3y’) se produce:
f= —a—f, Y+ K (34-201)
dy
donde K, = constante arbitraria, el resultado de [(3f/
dy')y"dx = K, entre los limites de x
constante.
fx,y,y") = f(y,y") (no hay variable x)
y' = dyldx
Estos resultados del célculo de variaciones se em-
pleardn ahora en un ejemplo ilustrativo. Una curva
arbitraria, que est4 en un plano, conecta los puntos a y
b. El célculo de variaciones se empleard para deter-
minar la ecuacién de la curva que tenga la distancia
més corta entra a y b. Aunque el problema es compa-
rativamente simple y el resultado, una linea recta, es
bien conocido, el procedimiento ilustra la aplicacién
del calculo de variaciones en forma amplia. Forsyth?® y
Bliss?* presentan otros ejemplos.

Ejemplo 34.19. Cilculo de variaciones. Determinar la
ecuacién de la curva en un plano que presenta la dis-
tancia més corta entre dos puntos.

Los puntos a y b y la curva arbitraria que los une se
muestran en un sistema de coordenadas x — y en la
figura 34-52.

A partir de la figura, el incremento ds en la longitud
del arco que se extiende a lo largo de la curva arbitraria
que conecta los puntos a y b esta dado por:

ds = [dx* + dy*]"? (34-202)
Factorizando dx?:
2\112
ds = (1 + %) dx (34-203)
Representando dy/dx por y':
ds = [1 + (y')}]2 dx (34-204)

Integrando ds para determinar la distancia total en-
tre los puntos a y b:

b b
J ds = distancia = J[l + () dx = = Ifdx

a a

(34-205)

Para obtener la curva de la distancia més corta entre
los puntos a y b, debe minimizarse la integral J. Esto se
logra mediante la aplicacién del célculo de variaciones
y, en particular, la ecuacién de Euler (ec. 34-198):

L4

donde f= flx,y,y") =[1 + (+')*]"? = integrando e
y' = dyldx. Obsérvese que en este caso particular el
integrando f es sélo una funcién de dy/dx o y'.

El integrando f no es funcién de x ni de y. Por tanto,
como se explica en el desarrollo de la ecuacién de
Euler, esta ecuacién se simplifica a 1os dos casos espe-
ciales que dan las ecuaciones 34-200 y 34-201:
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e

3y no figura ninguna y en f

(34-200)

o bien:

fix, 3, y") = fix,y’) donde y’ = dyldx

of (34-201)
f=y Fa K> (no figura ninguna x en f)

o bien:

flx, v, ¥') = f(y, y') donde y’ = dy/dx

El procedimiento de solucién es evaluar 3f/3y’ e in-
sertar este valor en la ecuacion 34-201, que contiene
K>, y después insertar el resultado en la ecuacién
34-200, que contiene K;. Evaluando primero 3f/3y’
mediante el uso de f como se especifica en la ecuacién
34-205, se tiene:

if__i 21172
ay/_ayl [1+(Y)]

Si se recuerda que:

LE X" = mx"l —
dy/ ?
dondem= 12ym~-1=-112
x=[1+ (]
dx/dy’ = 2(y")
o bien:
L= A1+ 0PI R20)
3y
o bien:

of

B =y'[1 + ()]~ (34-2006)

Insertando este resultado en la ecuacién 34-201, jun-
to con el valor de f = [1 + (v')?]2 se obtiene la expre-
sién:

f=y aa—}j; + K2
F=lL+ 02 = yy L+ 0072 + Ko

Multiplicando por [1 + (y')?]¥2:

[1+ 07 =0+ Kl + ()7

Cancelando los términos (y'):

1= Kol + ()

Despejando K;:

Ky =[1 + (')}]7'2 = constante (34-207)
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Ahora, si [1+ (')?]7Y2 es constante, entonces
[1 + (¥')*] e y’ también deben serlo. Representando la
dltima constante por m:

y=m
o bien:
Z—i =m (34-208)
o bien:
dy = mdx
o bien:
de = Jm dx
o bien:
y=mx+C (34-209)

donde C = constante de integraciéon y m =y’ =
dyldx.

La ecuacion 34-209, que es la de una recta con pen-
diente m y ordenada al origen C, es el resultado que se
busca.

También se puede obtener sustituyendo la ecuacion

- 34-206 por 3fidy’ en la ecuacién 34-200, es decir,

3ffdy’ = Kj. El resultado es:

a_f_l nN21-12 —

De la ecuacién 34-207, [1 + (y')?]"2 = K,. Susti-
tuyendo este resultado en la ecuacién 34-210:

(34-210)

y'Kz =K; (34-211)
Por tanto, y' es una constante, como ya se demostrd,
y se obtiene el mismo resultado final. La ecuacién de la
curva de distancia minima que conecta dos puntos en
un plano es la linea recta:
y=mx+C (34-212)
donde m = dy/dx = pendiente y C = constante = or-
denada al origen.

34.13 PROGRAMACION DINAMICA

La programacién dindmica, una de las técnicas de op-
timizacién mds ttiles de que se dispone, fue generada
principalmente por Bellman en la década de 1950%. El
concepto central de la programacién dindmica implica
un “proceso de decisién de etapas muiltiples”?® por me-
dio del cual un problema complejo se divide en n
etapas individuales. Cada etapa implica un proceso de
decisién independiente, cuyos resultados se utilizan en
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Fig. 34-53. Trayectorias Gptimas en el espacio de estados. Aqui las

trayectorias Optimas (suponiendo que se ha demostrado que ABCDE

es 6ptima), son: 1) AB; 2) BC; 3) CD; 4) DE: 5) ABC; 6) BCD; 7)

CDE; 8) ABCD; 9) BCDE. Las trayectorias no Gptimas son: 1) AXB

en lugar de AB; 2) CE en lugar de CDE; 3) AXBCE en lugar de
ABCDE.

la etapa siguiente. Por tanto, la solucién avanza por
una serie de procesos de decisién, donde cada uno se
basa en sus predecesores. Cada proceso de decisién de
un problema dado se relaciona con una clase de pro-
blemas similares, o estd “inmerso” en ellos, que au-
mentan en complejidad conforme crece n.

Una restriccion importante sobre el tipo de proble-
mas lineales o no lineales que se pueden resolver por
medio de la programacién dindmica se relaciona con la
separabilidad o independencia de los procesos de de-
cisién individuales, un requisito que se describe por
medio del término “proceso de Markov” o “marko-
viano”.

Un proceso de Markov tiene la propiedad de que
después de un nimero cualquiera de decisiones, donde
cada una afecta el estado del sistema, los efectos de las
decisiones remanentes dependen dnicamente del esta-
do del sistema en el momento en que se toman estas
decisiones. Por tanto, las decisiones pasadas no tienen
efecto sobre las decisiones futuras fuera de determinar
el estado presente del sistema. Obsérvese que muchos
problemas de programacién dindmica se resuelven en
forma invertida, de manera que el significado de pa-
sado y futuro con respecto al tiempo real se puede
invertir sin que se modifique la independencia de las
decisiones que constituyen el proceso de Markov.

Bellman describié este proceso de decisién indepen-
diente como su “principio de optimalidad”, el cual es-
tablece que una politica 6ptima tiene la propiedad de
que cualesquiera que sean el estado y la decisién
iniciales, las decisiones restantes deben constituir una
politica 6ptima en relacién con el estado resultante de
la primera decisi6n.

Mediante este proceso de decisién paso por paso, o
politica dptima, la programacién dindmica produce
“relaciones de recurrencia” que relacionan una so-
lucién 6ptima con la siguiente y asi sucesivamente.

La figura 34-53 ilustra la forma en que una trayec-
toria o proceso de decision 6ptimo se constituye
de segmentos que también son trayectorias Gptimas.
Por tanto, si la trayectoria ABCDE de la figura es 6p-
tima, entonces la trayectoria 6ptima entre AB es sim-
plemente un segmento truncado de ABCDE, y no al-
guna trayectoria alternativa no éptima, como la trayec-
toria AXB (que se muestra en la figura).

Un ejemplo de problema de programacién dindmica
discreta de cuatro etapas son los cuatro pasos de la
figura 34-54, donde la trayectoria Gptima se encuentra
por medio de un proceso de solucién invertido. Para
este problema, con estados inicial y final dnicos, tam-
bién existe una solucién “hacia delante” o progresiva,
como se muestra en la figura 34-55. Obsérvese que en
el tercer paso de la figura 34-54 se eliminaron las tra-
yectorias 2-5-6 y 3-4-6, de manera que también se
eliminaron los cédlculos de costos futuros en que inter-
vienen estas dos trayectorias (no se tienen que evaluar
todas las trayectorias).

En el caso de un problema de 100 etapas, la simpli-
ficacién es méds notable que en el ejemplo de cuatro
etapas que se ilustrd.

Los ejemplos discretos de programacién dindmica
de las figuras 34-54 y 34-55 son relativamente féciles de
entender. Por desgracia, la mayor parte de los proble-
mas de control son continuos. El proceso de decisién
invertido de etapas muiltiples ain se puede aplicar en
este caso, con el fin de determinar la trayectoria 6p-
tima. Se emplea una medida de rendimiento continuo
que es una integral del tiempo de alguna funcién de
error o pérdida de las variables del sistema. Por tanto,
el objetivo consiste en minimizar esta integral y de este
modo minimizar el error o pérdida. Por ejemplo, se
podria elegir una medida de rendimiento P como la
integral de la suma de los cuadrados del error del siste-
ma y la entrada de control u:
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ETAPA 1

IESTADO
1

Fig. 34-54. Ejemplo de programacién dindmica:

ETAPA 2

ETAPA 3 ETAPA 4

N-1
ETAPA 3

ESTADO}
4

ESTADO
5

(b)

N
ETAPA 4

a) Paso 1. Costos de la transicién de estados. Los costos podrian ser tarifas aéreas entre
estados geograficos, y los estados matemdticos podrian ser estados geogréficos. El problema
consiste en encontrar la ruta o trayectoria con el menor costo del estado 1 (etapa 1) al estado

6 (etapa 4).

@

Tabla de costo

Costo

Ciz
Cis
Cas
Cs
Css
Css
Cas
Css

Ll

45
25
15
60
65
20
30
40

b) Paso 2. Trayectorias de costo minimo de la solucién hacia atrds entre los estados de la
etapa N ~ 1 = 3 yla etapa N = 4. Como s6lo hay una eleccién posible entre los estados 4 y 6
y 5y 6, esa eleccion se toma como la trayectoria de costo minimo (¥)(= costo minimo total

al estado 6).

Trayectoria

Tabla de costo

Costo

4-6
5-6

$30(*)
$40()
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N-2 N N
ETAPA 2 ETAPA 3 ETAPA 4

‘ $15 + $30" = $450
ESTADO ESTADO
2 4

R
NO ES EL, ' ESTADO
COSTO MINIMO 6

EST;\DO ESTADO
$20 + 3401 = $60 5
(c)

N-3 N
ETAPA 1 ETAPA 2 ETAPA 3 ETAPA 4
$45
ESTADO ESTADO
2 4

3\90/./

ESTADO ESTADO
1 6
ESTADO ESTADO
3 $60¢ 5
(d)

Fig. 34-54 (cont.). Ejemplo de programacién dinamica:

c) Paso 3. Trayectorias de costo minimo total de la solucién hacia atras entre el estado de laetapa N —2 =2y
la etapa N = 4. Con los valores de costo minimo [$30(*) y $40] [= costo minimo total al estado 6] de la etapa
de decisién anterior se calculan los costos totales de los estados 2a 6 y 3 a 6. A partir de los cuatro resultados
se eligen las dos trayectorias de costo minimo.

Tabla de costo

Trayectoria Costo
2-4-6 $ 45(%)
2-5-6 $100
3-4-5 $ 95
3-5-6 $ 60(*)

d) Paso 4. Trayectoria de costo minimo total de la solucién hacia atrds entre la etapa 1 = N — 3 y la etapa
4 = N. Obsérvese que nunca tuvieron que evaluarse las trayectorias 1-2-5-6 y 1-3-4-6, ya que las trayectorias
2-5-6 y 3-4-6 se eliminaron en el paso 3. Con los valores de costo minimo [$45(*) y $60(*)] de la etapa de
decisi6n anterior se calcula el costo total de las etapas 1 a 6. A partir de los dos resultados, se elige el minimo.
El resultado de costo minimo total es la trayectoria 1-3-5-6.

Tabla de costo

Trayectoria Costo
1-2-4-6 $90
1-3-5-6 $85(%)

(*) = costo minimo total al estado 6
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ETAPA 1 ETAPA 2 ETAPA 8 ETAPA 4
$45¢1 + $15 = $60¢
y ESTADO
s, 4
b3
‘860
S
by s
RECHAZAR NO ES ¢
ESTADO EL COSTO MINIMO ESTADO
A LA ETAPA 3
&P "
5 ) 57, ssg) A N
X O
° x =
EST;\DO S ESTADOY” (5"
$2500 + $20 = $450 S| s

Fig. 34-55. Ejemplo de programacién dindmica, pasos 2, 3 y 4 combinados. Trayectoria de costo
minimo de la solucién hacia adelante entre los estados 1 y 6, etapas 1 y 4. Se utiliza el mismo
procedimiento, pero en orden inverso respecto al de los pasos 2, 3 y 4 de la figura 34-54 de la soluci6n
hacia atrés. La trayectoria de costo minimo final es la misma, estados 1-3-5-6, con un costo de $85.

Tabla de costo

Trayectoria Costo
1-2-4-6 $90
1356 $85(%)
t Por ejemplo, evaluando el integrando dado por la
P = min ) [(c = r?+u?]dt (34-213)  ecuaci6n 34-213 en los limites 2A¢ a 3Az, se produce:
0
3Ar
donde P = medida de rendimiento por minimizar ~ _ 2 2 .
¢ = salida del sistema .[ 280 = {[e®) = r@F + lf(t) }t=2At (A5 (34-216)
to = tiempo inicial
tr = tiempo final o bien:
r = entrada del sistema 3A:
= esfuerzo de control (como el consumo de ~
“ combustible) ( Lm = {[c2Ar) — rQADP + u(2A0)?} Ar (34-217)
¢ — r = error del sistema

Obsérvese que todas estas variables son funciones
del tiempo; por tanto, ¢ = c¢(¢), r = r(¢), etc.

La integral continua de la ecuacién 34-213, abrevia-
da por el signo de integral {, se puede dividir en n
partes, cada una de duracién At segundos. Cada una
de estas partes se manipula entonces como parte de un
problema de programacién dindmica de n etapas.

Para el primer incremento, suponiendo que fp = 0:

Al

o+,
+
0 At

Una aproximacién de n etapas podria evaluarse nu-
méricamente como se muestra a continuacién:

2 A' 24t 3At nAt=tf
0 0 At 24t (n—1)At
Como cada una de las integrales de la ecuacién
34-215 se evalda respecto a un intervalo A¢ muy corto,

cada integral se aproxima por medio del producto del
integrando y A¢, que se evalia en los limites dados.

(34-214)

(34-215)

Conforme al principio de optimalidad, cada integral
de la ecuacion 34-215 debe minimizarse a su vez, con el
fin de minimizar la medida de rendimiento P. Pero
cada integral se puede evaluar en forma aritmética (ec.
34-217). Por tanto, el problema serd minimizar n ex-
presiones aritméticas de la forma de la ecuacién
34-217. El esfuerzo de control u(f) suele estar restrin-
gido, y a u(t), c(r) y r(r) se les asignan valores discretos
para la evaluacion numérica. Mickle y Sze?’ y Elgerd?®
dan ejemplos detallados. Si se busca una solucién con-
tinua y no discreta, se puede demostrar que la medida
de rendimiento P es minimizada por la solucién de la
ecuacién de Hamilton-Jacobi (que produce la politica
del control 6ptimo).

En problemas de este tipo, el sistema suele descri-
birse por medio de variables de estado x(z) (véase la
sec. 34.10). La medida de rendimiento P que debe mi-
nimizarse se expresa en términos de estas variables de
estado x(f) y la o las entradas de control u(f):

13
P= ‘[: g(nuf) de (34218)
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donde ¢ = tiempo

u = u(t) = vector de control

x = x(t) = vector variable de estado

g = funcién integrando

P = medida de rendimiento por minimizar

Ahora el valor minimo de la medida de rendimiento

P se denota por el simbolo especial J. Por tanto, J serd
una funcién del tiempo inicial ) y el estado inicial
x(to) = xo:

t
J = J(xo, to) = J,/ g(x*, u*, 1) dt (34-219)

donde x* = trayectoria de la variable de estado 6ptima
= x*(t), y u* = control éptimo = u*(#). Las ecuacio-
nes de variables de estado que describen el sistema
son:

x=fx u 1 (34-220)
donde f = funcién de variables de estado. La ecuacion
de Hamilton-Jacobi?® resultante es:

A0l 4 gy, u, ) +
o (34-221)
T
+ a—J%ﬂ flxo*, uo*, 10) = 0
X0

Kirk3®, Moore®! y Sage® dan varios ejemplos que
demuestran la solucién de la ecuacién de Hamilton-
Jacobi’. Todos éstos son problemas relativamente sim-
ples, debido a que la ecuacién de Hamilton-Jacobi, al
igual que la mayor parte de las ecuaciones diferenciales
parciales, no se puede resolver facilmente en general
y en algunos casos es irresoluble. Por esta causa, la
ecuacién de Hamilton-Jacobi se utiliza con mucha fre-
cuencia para verificar la optimalidad de una solucion
especifica més que como el medio para obtener la so-
lucién®2. Hadley®3, McMillan* y Owens® proporcio-
nan unos buenos conocimientos de los diversos mé-
todos de programacion.

34.14 METODO DEL MULTIPLICADOR
DE LAGRANGE

El método del multiplicador de Lagrange se aplica
para maximizar o minimizar una funcién f(x) dada, su-
jeta a diversas restricciones Ci(x) que limitan el inter-
valo de las componentes del vector x3.

Funcién por maximizar o minimizar

f(x) = flx1, x2, x3....) (34-222)
j-ésima ecnacion de restriccion
Cix) = Ci(xy, x2, X3...) (34-223)

“Ejemplo 4.4-1, pag. 77; ejemplo 4.4-2, pag. 79; ejemplo
4.4-3, pag. 81.

Cuando se cumple la restriccién, Ci(x) = 0.

El término ; es el multiplicador de Lagrange. Cada
término Ci{(x) se multiplica por A, es decir, por A
Ci(x) + LCy(x), etc.

Funcion de Lagrange

L =) + ZACix) (34-224)

que se diferencia. La maximizacién o minimizacién de
f(x), sujeta a las restricciones Cy(x), estd dada por la
solucién de las siguientes ecuaciones:

] ]

a_le_O S_ML_O

3 2]

o L=0 5-L=0 (34-225)
3 d

=0 g L=

En muchos problemas sélo puede existir una restric-
cién y, por tanto, solamente un A (es decir 4;), mien-
tras que puede haber muchas componentes de x (es
decir, x1, x2 y x3).

Las ecuaciones (3/3 ;) L = 0, simplemente vuelven
a producir las i-ésimas ecuaciones de restriccion co-
rrespondientes. Obsérvese que cuando se cumplen to-
das las restricciones, el término > ;4,C; se hace cero, y
la maximizacién de L de la ecuacién 34-215 se convier-
te en la maximizacién ordinaria de f(x).

El procedimiento se ilustra mejor con dos ejemplos
simples. Obsérvese que todas las derivadas son par-
ciales, donde todas las variables se tratan como cons-
tantes, salvo la variable que interviene en la diferen-
ciacion.

Ejemplo 34.20. Ejemplo 1 del multiplicador de La-
grange. Maximizar el volumen de un tanque cilindrico
sin tapa, sujeto a la restriccién de que la cantidad de
material de que se dispone para construirlo tiene un
area de A metros cuadrados.

Paso 1. Se determina la funcién por maximizar, f(x,
X2, X3,...). Existen dos variables, H y R (fig. 34-56a).
Seax; =R, x, = H:

f(x) = f(x1, x2) = volumen del tanque
f(x) = AR*H = mxix,
Paso 2. Se determina la ecuacién de restriccién y se

iguala a cero. Existe una restriccion (el drea de la su-
perficie del tanque es igual a A); en consecuencia un A:

G

drea del tanque — A = 0

area lateral més drea de labase — A =0

G
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T_
jl_ TANQUE CILINDRICO

SIN TAPA

(a)

PARTE SUPERIOR ABIERTA

H=x=x

|~ |
R=12=xl

b)

Fig. 34-56. Diagrama del ejemplo 34.20, primer ejemplo del multiplicador de Lagrange.

a) Tanque cilindrico abierto por arriba. R = radio del tanque, H = altura del tanque. b)

Vista lateral del tanque. x; = x> 0 H = R para el volumen méximo de un tanque
cilindrico abierto por arriba.

Ci=2aRH+ aR? - A =0
Ci(xy, x2) = 2mx1xp + e —A=0
Paso 3. Se construye la funcion de Lagrange:
L = fix) + A Ci(x1, x2)
L = oxix; + MQaxixs + me - A)

Paso 4. Se encuentran las derivadas parciales de L
con respecto a xy, X2 y Ay y se igualan a cero:

-ai = 2mxixp + 11(2M2 + 2.7IX1) =0
8x1

oL

o e+ (Q2m) =0

oL

5/1—1=2m1x2+nx%—A=0

Paso 5. Se despejan x1, x y A. A partir de 9L/3x2, se
divide entre 7y, para obtener:

x1 + 2A; = 0 0 bien x; = =24

Sustituyendo x; = — 2 A; en 3L/3xy:
2m (=2A)x2 + M[(2mx; + 27 (2] = 0
Multiplicando:
—4ahixy + 2mhixs — ani =0
Agrupando términos:
~27hixs — 47 = 0

Cancelando (— 27mA;):

x2+20 =0 obien x = -24
Pero antes se determiné que x; = — 2 ;. Por tanto,

x1 = X3, 0 el radio del tanque R es igual a la altura H.
Esto da la solucién general para la forma de un tanque

PARTE SUPERIOR CERRADA

H=x =2x,=2R

e

Fig. 34-57. Diagrama del ejemplo 34.21, segundo ejemplo

del multiplicador de Lagrange. Vista lateral del tanque

cilindrico cerrado por arriba. H = —4A, R = =24, H = 2R,

o bien x; = 2x;. H = x; = 2x; = 2R para el volumen mdaximo
de un tanque cilindrico cerrado por arriba.

sin tapa con el maximo volumen. Obsérvese que el
tanque es dos veces mds ancho que alto. Las dimensio-
nes reales, sujetas a la restriccién drea del tanque = A,
ahora se determina sin dificultad a partir de:

AL/3M = 2mux; + mf — A =0
Insertando x; = xq en dL/3A::
2mex, + el = A
Agrupando términos:
3mi=A
Despejando x;:
x1= VABa = x5

Obsérvese que no fue necesario el valor real de 4
para encontrar x y X». A se halla sin dificultad a partir
dex;=x=—-2Aodei =—-2x,=-2 VAL
En la figura 34-56b se muestra una vista lateral del
tanque.

Ejemplo 34.21. Ejemplo 2 del multiplicador de La-
grange. Si se repite el problema para un tanque cerra-
do, el drea de la tapa se debe sumar a la ecuacién de
restriccion (fig. 34-57). Esto agrega un segundo térmi-
no 7R? al paso 2. En consecuencia, la funcién de La-
grange del paso 3 se convierte en:

L = aR?H + MaR? + nR? + 2nRH — A)
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Resolviendo esta expresién de la misma forma que
en el ejemplo anterior, se produce:

R=-2A, H= —-4A, obien H =2R

Nétese que el tanque cerrado parece cuadrado en
una vista lateral (fig. 34-57), en comparacién con el
tanque sin tapa (fig. 34-56b), que es dos veces més
ancho que alto. Ambos tanques tienen el médximo vo-
lumen posible, sujetos a la restriccién de un 4rea su-
perficial fija. Sin embargo, los volimenes son dife-
rentes.

Se obtienen soluciones diferentes porque se plan-
tean dos problemas diferentes, un tanque sin tapa y
otro con tapa.

La técnica de Lagrange permite encontrar la so-
lucién dptima a un problema de disefio especificado
sujeto a restricciones. Es labor del disefiador formular
el disefio dptimo, o sea, elegir un tanque cilindrico sin
tapa, uno rectangular, o bien un tanque eliptico o de
otro tipo. La técnica de maximizacién o minimizacién
de Lagrange optimiza un diseiio elegido, pero no lo
produce.
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Aplicaciones de los sistemas de control

35.1 SISTEMAS DE CONTROL
DE AUTOMOVILES

Roger D. Fruechte

35.1.1 Antecedentes

En los automéviles actuales se emplean muchos siste-
mas de control que no se consideraban posibles sélo
hace muy pocos afios. La motivacién principal para el
desarrollo de estos sistemas de control es la necesidad
de cumplir con las normas de emisién de gases de es-
cape. Sin embargo, debido a la reciente aparicién de la
electrénica de bajo costo, principalmente la microcom-
putadora, han evolucionado otros sistemas de control
que mejoran la economia de combustible o el buen
funcionamiento general (manejabilidad) y la comodi-
dad del conductor. En esta seccidn se presenta un pa-
norama general de los controles para automdviles apli-
cables a motores de gasolina ordinarios de encendido
por chispa.

La Environmental Protection Agency del gobierno
de Estados Unidos ha establecido normas para tres
componentes de los gases de escape:

1. Oxido de nitrégeno (NOy).
2. Monéxido de carbono (CO).
3. Hidrocarburos no quemados (HC).

El método actual para establecer normas relaciona-
das con los gases de escape es el Federal Test Procedu-
rel- 2, en el que se emplean métodos de conduccién que
son tipicos de un recorrido por el centro de la ciudad
de Los Angeles. Esta prueba se realiza sobre un di-
namoémetro para chasis con un vehiculo que sigue una
trayectoria de velocidad especificada. La prueba se di-
vide en tres fases:

Esta fase de funcionamiento transitorio en
frio se inicia con el motor frio después de
haber estado apagado a la intemperie toda
la noche, y en ella se recorre una distancia
de 3.6 millas (unos 5.8 km.)

En esta fase de funcionamiento estabili-
zado en frio, se recorren 3.9 millas (unos
6.3 km) con més paradas y arranques que
en la primera fase; las velocidades rara vez
superan las 30 mph (unos 50 km/h) y hay
aproximadamente 13 periodos de marcha
minima en vacio (al ralenti).

Esta fase de funcionamiento estabilizado en
caliente es una repeticién de la 1, salvo que
el motor se pone en marcha ya caliente.

Fase 1:

Fase 2:

Fase 3:

El sistema de muestreo de gases de escape consta de
una bomba de desplazamiento positivo que introduce
un volumen constante de gases de escape y aire para
dilucién dentro de bolsas colectoras a través de una
camara de mezcla y un cambiador de calor. Las bolsas
se colectan al término de cada fase. Los célculos de las
emisiones, expresados en gramos por milla, se basan
en la férmula ponderada (0.43 Cr +Cs +0.57 Hp)/7.5,

donde Cr, Cs y Hr son mediciones de masa de los
contaminantes producidos durante las fases de fun-
cionamiento transitorio en frio, estabilizado en frio y
estabilizado en caliente, respectivamente. Los factores
de ponderacién 0.43 y 0.57 de las fases de funciona-
miento transitorio en frio y transitorio en caliente se
basan en datos que reflejan condiciones tipicas de
arranque del motor promedio (algunos estardn frios,
otros calientes).

Las normas de emisién de gases de escape se han
vuelto progresivamente mds estrictas desde 1970,
como se ilustra en la figura 35-1. Ademds, también se
han establecido reglamentos federales sobre economia
de combustible, llamadas CAFE (de corporate average
fuel economy, economia promedio de combustible de-
clarada por el fabricante), desde 1978. Pese a que el
método més importante para satisfacer los reglamentos
de economia de combustible ha sido la reduccién del
peso, se logran ganancias extra si el motor es operado
en la forma més eficiente. Sin embargo, quizéd esto no
sea lo més deseable en virtud de la interaccién directa
entre la produccién de emisiones y la economia de
combustible. En la figura 35-2 se ilustra una solucién
intermedia tipica entre emisién de hidrocarburos,
emision de 6xidos de nitrégeno y economia de com-
bustible. Para un vehiculo de motor dado sin un dispo-
sitivo de tratamiento posterior de las emisiones, cual-
quier intento por mejorar la economia del combustible
(mientras se mantiene constante el nivel de NOy) me-
diante la operacién del motor de manera mds eficiente
dard por resultado una mayor cantidad de HC. En vis-
ta de esta necesidad de “negociacién”, se requieren
sistemas de control que regulen de manera apropiada
el motor a fin de que se cumplan las normas de
emisiones sin una excesiva degradacién de la economia
de combustible o las prestaciones (es decir, el apego de
la respuesta del motor y todo el vehiculo a las manio-
bras del conductor).

En motores ordinarios de encendido por chispa, el
conductor controla la posicién de la mariposa (papelo-
te) del acelerador a través de un varillaje mecénico
directo desde el pedal del acelerador, a fin de regular
el gasto (caudal) del aire que entra en el miiltiple de
admisién. Una cantidad de combustible proporcional
al flujo de aire se mezcla con la corriente de aire a
través de un carburador normal (venturi) o de uno con
inyectores de combustible. El movimiento de los pisto-
nes absorbe la mezcla de combustible hacia el interior
de los cilindros, y se produce momento de torsién por
motor cuando la chispa que salta entre los electrodos
de la bujia enciende la mezcla. Los gases que se pro-
ducen en esta combustién pasan por el miltiple de es-
cape y salen por el tubo de escape.

Se utilizan tres variables principales de control para
regular la emisién de gases de escape:

® Razdn aire-combustible (A/F).
® Avance de la chispa (SA).
® Recirculacién de los gases de escape (EGR).

Aqui se describe el efecto de cada una de éstas sobre
las emisiones y la economia de combustible.
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Fig. 35-1. Requisitos de control de emisiones y economia de combustible en Estados Unidos.

Razén aire-combustible

La razén aire-combustible se define como el cociente
de masa de aire entre combustible que se induce en el
motor; es decir, A/F =(gasto en masa de aire)/(gasto
en masa de combustible). El valor de A/F para el cual
existe en teoria suficiente oxigeno para oxidar todo el
combustible se conoce como razdén estequiométrica.
Para motores de ignicién por chispa, esta razon es de
aproximadamente 14.7/1.

En general, cuando A/F aumenta (empobrecimiento
de la mezcla), la produccién de CO disminuye debido a
que la mayor cantidad de oxigeno tiende a garantizar
una combustién mds completa. También disminuyen
los hidrocarburos no quemados cuando A/F aumenta
hasta cerca de 18/1. A valores mayores se ven afec-
tadas la homogeneidad de mezcla y las velocidades de
propagacién de llama (inflamacién), de manera que
nuevamente empiezan a aumentar las emisiones de
HC.

Cuando la temperatura de combustién es mayor de
1950 °C se forma NOy. La produccién de NOyx tiende
a ser méxima a un valor de A/F ligeramente mayor que
la razén estequiométrica. La economia de combustible
suele aumentar cuando aumenta A/F.

Y

LIMITES

ECONOMIA DE COMBUSTIBLE

Avance de la chispa

El inicio del pulso de la chispa por el sistema de ig-
nicién, dependiendo de la posicién del punto muerto
superior (PMS) de los cilindros, recibe el nombre de
avance o adelanto de la chispa o del encendido (SA).
Histdéricamente, el SA se ha modificado como funcién
de la velocidad y de la carga (vacio del multiple) en el
distribuidor para conservar la eficiencia del motor. Por
lo general es necesario adelantar la sincronizacién
o “tiempo” de la chispa cuando aumenta la velocidad,
a fin de compensar el menor tiempo previo al inicio de
la combustidn, y retardarla para incrementar la carga a
fin de compensar la mayor velocidad de llama debida
a la reduccién en la cantidad de gas de escape residual
en la cdmara de combustién. La forma mads simple de
controlar las emisiones consiste en modificar la curva
de calibracién SA del distribuidor, de manera que la
chispa dé inicio a la combustién en el ciclo m4s tarde
de lo que se hace normalmente. A pesar de que la
temperatura méxima de combustion se reduce debido
al retardo de la chispa, que da por resultado una reduc-
cién de NOy, la temperatura del gas de escape que sale
del cilindro en realidad aumenta, lo que hace posible
una oxidaci6n extra de HC no quemados en el miiltiple

/ B
DEL EQUIPO /

o
&
<

LIMITES
DEL EQUIP

ALTOS

OXIDOS DE NITROGENO, NOx

Fig. 35-2. Solucién intermedia fundamental de emisiones de gases de escape.
HC = hidrocarburos no quemados.
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de escape. El retardo de la chispa puede causar una
reduccion importante en la eficiencia del ciclo del mo-
tor y la economia de combustible.

Recirculacion de los gases de escape

La recirculacion de los gases de escape (EGR) es la
introduccién en el miiltiple de admisién de una parte
de los gases de escape. La dilucién de la mezcla com-
bustible reduce la velocidad de la llama y la temperatu-
ra méxima de la combustién, lo que a su vez da por
resultado menores cantidades de 6xidos de nitrégeno.
Sin embargo, en virtud de las temperaturas reducidas
de los gases de escape, la EGR incrementa ligeramente
las emisiones de HC. Una EGR pequefia mejora la
eficiencia; no obstante, en mayores cantidades reduce
la eficiencia, incrementa la variabilidad ciclica y final-
mente provoca fallos del encendido.

35.1.2 Modelacion de motores para el desarrollo
de algoritmos de control

En el pasado, la coordinacién de las variables de con-
trol del motor en todo el régimen operativo de éste se
hacfa a través de pruebas en el motor mismo. En su
mayor parte, los medios de control son programas de
ciclo abierto, como funciones de velocidad, carga y
temperatura del motor. En fechas més recientes, la
modelacién matematica ha adquirido importancia en
la calibracién y en el disefio de sistemas de control.

Modelos estaticos

Los modelos estdticos, que a menudo se denominan
mapas del motor, relacionaban las variables de entrada
y salida de un motor en una condicién de operacion
constante. Son utiles en el disefio de estrategias de
control para cumplir normas de emisién al mismo
tiempo que maximizan la economia de combustible, y
también constituyen una base para estrategias transito-
rias de control que mejoren la manejabilidad.

Un método** para obtener modelos estéticos consis-
te en colectar datos acerca de un motor conectado a un
dinamémetro en un nimero limitado de condiciones
de velocidad y carga fijas (momento de torsién). Estas
condiciones se seleccionan de manera que sean repre-
sentativas de las que se encuentran en el curso de un
programa de conduccién especifico. Primero se reali-
zan pruebas en un vehiculo que traduce las demandas
de un programa de conduccién vehicular en una matriz
de densidad de velocidad y momento de torsién del
motor contra tiempo. Dado un paquete vehicular espe-
cifico, esta matriz permanece casi invariante (depen-
diendo de los cambios en el programa de relaciones de
la transmisi6n) sin importar las calibraciones de SA,
A/F y EGR del motor. En cada uno de los puntos
seleccionados, las variables de entrada se hacen variar
lentamente y se realizan mediciones del consumo de
combustible y de las emisiones. Cada una de las varia-
bles de control puede modificar la produccién de mo-
mento de torsién (par) del motor, de manera que
cuando se modifique la variable de entrada, también se
deberd cambiar la posicién de la mariposa del acele-
rador para mantener constante el momento de torsién.

Después se aplica el andlisis de regresion lineal® a fin
de ajustar superficies de curvatura suave a datos ex-
perimentales para valores especificos con carga al fre-
no de consumo de combustible (FC), NOx, CO y HC
en cada uno de los puntos de velocidad y carga. Las
expresiones analiticas que se obtienen son funciones
cuadréticas en SA, A/F y EGR. En términos genera-
les, la ecuacion de la respuesta de BSFC* es:

BSFC = oy + o1(SA) + a(A/F) + a3(EGR) +
+ a11(SA)? + an(A/F)? + a3(EGR)? + a35(SA X
X A/F) + an(A/F x EGR) + a31(EGR X SA)

(35-1)

Modelos dindmicos lineales

Los modelos estéticos pueden ser adecuados para de-
terminar programas iniciales de estado estable de
EGR, SA y A/F, pero su utilidad es un tanto limitada
para determinar el control adecuado durante una ma-
niobra transitoria, o si se utiliza un sistema de control
de ciclo cerrado en el que deba considerarse la dindmi-
ca de los sensores y actuadores del motor. En estas
condiciones se deben producir modelos dindmicos. En
esta seccién se describe el desarrollo de modelos di-
némicos lineales.

Primer método. Consiste en considerar el motor como
una “caja negra” a través de la cual las salidas del mo-
tor se relacionan con sus entradas mediante gréficas de
ganancia y de fase como funcion de la frecuencia. Este
método se basa principalmente en mediciones experi-
mentales y no toma en consideracién los detalles del
proceso fisico. Esto facilita el proceso de modelacion;
sin embargo, las relaciones entre variables medidas no
se determinan con facilidad, y algunas variables de in-
terés no son féciles de medir dindmicamente.

Segundo método. Se basa en una formulacién en tér-
minos de variables de estado de la dindmica de los
procesos de admisién, combustién y carga, la linealiza-
cién de las ecuaciones y después el uso de pruebas
estdticas y de respuesta de frecuencia para ajustar las
constantes de las ecuaciones linealizadas. Este método
es de particular utilidad si se emplean diversas varia-
bles en la ley de control por retroalimentacion o si se
va a utilizar uno o més esquemas de optimizacién.

A manera de ejemplo, se deduce un modelo de mo-
tor en la condicién de marcha minima con el dngulo «
de la mariposa y el momento de torsién de carga Tt
como unicas variables de entrada. En la marcha mi-
nima, el flujo de aire alrededor de la mariposa del
acelerador es esencialmente s6nico; por tanto, el flujo
de aire hacia el miltiple de admisién M; depende sélo
del 4ngulo de la mariposa, o sea:

*BSFC es el consumo especifico de combustible con carga al
freno. Es el combustible que se consume en gramos por hora
dividido entre la salida de potencia al freno medida del motor.
Por tanto, BSFC tiene unidades de gramos por kilowatt-hora.
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Fig. 35-3. Modelo de perturbaciones del motor.

M; = fi(a) (35-2)
La masa de aire en el miltiple de admisién My, es la
integral de la diferencia entre el flujo de entrada y el
flujo de salida Mo:
My = [(M; - Mo) dt (35-3)
donde Mo, es funcién de la masa de aire en el miiltiple
y la velocidad del motor N; es decir:

Mo = H(My, N)

La presion en el muitiple Py estd en funcién prin-
cipalmente de la masa de aire contenida en él; es decir:

Py = fi(Mm)

Para A/F y SA constantes, el momento de torsién
(por motor) T; es proporcional a la cantidad de aire
que entra en los cilindros, pero retrasado un tiempo 1p
para permitir que el piston pase por los tiempos (carre-
ras) de admisién y de compresién. Por tanto:

(35-4)

(35-5)

Mo(t - ’L’D)

N~ (35-6)

Tr=fa

Por 1ltimo, la velocidad del motor se relaciona con
el momento de torsién de aceleracién neto por me-
dio de:

1

N= J.(TI - TF - TL) dt (35'7)

~|

donde J es la inercia del motor y la carga, T, es una
carga del motor aplicada y T es el momento de torsién
de friccién dado por:

Tr = fs(N) (35-8)

La linealizacién de las ecuaciones 35-2 a 35-8 en una
condicién de operacion especifica para pequeiias per-
turbaciones de sefial en o y T; produce un conjunto de
ecuaciones lineales representado por el diagrama
de bloques de la figura 35-3.

Modelos dinamicos no lineales

Los modelos de perturbacidn lineal tienen la ventaja
de la sencillez y son particularmente adecuados para
realizar estudios de estabilidad, o para utilizar la vasta
teoria relacionada con los disefios de control 6ptimos.
Las no linealidades que se producen al pasar a una
nueva condicion de operacion se pueden incluir en es-
tos modelos mediante el desarrollo de varios modelos
lineales para cubrir en forma adecuada el régimen de
operacién del motor, y a partir de ello el uso de fun-
ciones suaves para los términos K de la figura 35-3. Sin
embargo, los modelos lineales son inadecuados para
tratar no linealidades fuertes, como la bomba de acele-
racién, que s6lo funciona cuando se abre la mariposa
maés alld de cierto punto, o las grandes perturbaciones
de sefial de las variables de entrada. Para esto se ne-
cesita un modelo de motor dindmico no lineal.

Un método para construir un modelo de motor di-
namico no lineal consiste en considerar los procesos
principales del motor en forma modular®. Un modelo
de esta forma, que se muestra en el diagrama de blo-
ques de la figura 35-4, permite hacer modificaciones en
componentes del motor y en los nuevos modelos resul-
tantes de estas componentes sin afectar drdsticamente
el resto del modelo.

Cada uno de los médulos se representa por medio de
un modelo con un grado de complejidad suficiente pa-
ra que el modelo caracterice las entradas y salidas del
mdédulo en el intervalo de operacién esperado de cada
una de las variables, y para todas las frecuencias me-
nores de 10 Hz. Como ejemplo, en la figura 35-5 se
muestran los detalles generales del modelo de un car-
burador. Su entrada independiente es la posicién o 4n-
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Fig. 35-4. Diagrama modular de bloques del motor. COMB. = combustible.

gulo de la mariposa («), y sus salidas dependientes son
los gastos de aire (M;) y combustible (Mr) hacia el
interior del maltiple de admisién. Nétese que, excep-
tuando la bomba del acelerador, no hay factor dindmi-
co alguno asociado con el carburador.

Aunque parezca que se requieren muchas pruebas
para obtener todos los pardmetros, por lo general, en
el disefio no se necesitan modelos precisos. Por ¢jem-
plo, la caracteristica de la mariposa del acelerador de
la figura 35-5 puede obtenerse probando un carbu-
rador. Una vez obtenida, se deber4 aplicar a todos los
carburadores ordinarios con gargantas de acelerador
circulares.

35.1.3 Sistemas de control de ciclo cerrado
en automoviles

En muchos automéviles producidos actualmente resul-
ta habitual el empleo de tres sistemas de control de
ciclo cerrado:

1. El control estequiométrico A/F trata el proble-
ma de las emisiones.

2. El control de velocidad de marcha minima me-
jora la economia de combustible.
3. La limitacién del golpeteo (detonaciones o cas-

cabeleo) de ciclo cerrado mejora el funciona-
miento general (manejabilidad).

Control estequiométrico de aire y combustible

Probablemente la contribucién més significativa para
el control de las emisiones del automévil es el converti-
dor catalitico o catalizador, un dispositivo para el tra-
tamiento de los gases de escape. Antes de 1981 sélo se
necesitaba el convertidor de oxidacién. En ¢l se utili-

zaban pequeiias cantidades de platino para oxidar los
HCy el CO en los gases de escape. Desde 1981, tras la
reduccién a la mitad de la norma de emisién de NOy
en 1980 (fig. 35-1), en muchos automdviles se exige la
instalacién del convertidor catalitico de tres vias o ca-
pas’. Este catalizador oxida los HC y el CO, como
antes, y reduce los NOx a N; y O, mediante el uso de
pequefias cantidades de rodio como catalitico.

En la figura 35-6 se ilustran las caracteristicas de efi-
ciencia del catalizador de tres vias como funcién de
la razén aire-combustible (A/F). Cuando la mezcla
de aire y combustible es pobre (exceso de oxigeno), el
control de HC y CO que entran en el convertidor es
optimo, pero el control de NOyx es insatisfactorio.
Cuando la mezcla es rica (deficiencia de oxigeno), el
control de NOy es bueno, pero el control de HC y CO
es deficiente. En el valor estequiométrico existe una
regién estrecha donde el control de los tres conta-
minantes es bastante bueno.

El objetivo del control de aire y combustible de ciclo
cerrado es mantener la razén A/F de los gases de es-
cape en el valor estequiométrico, ya que ningun siste-
ma de dosificacién de combustible de ciclo abierto es
capaz de lograr la regulacién de A/F hasta el valor
requerido de * 0.1 de la razén. En la figura 35-7 se
presenta un diagrama de bloques simplificado. Los
componentes principales del sistema son el sensor o
detector de gases de escape, un controlador electré-
nico y un medio de ajuste del combustible que va a un
carburador o un sistema de inyeccién electrdnica de
combustible.

Sensor de gases de escape tipico. Se coloca direc-
tamente en la corriente de gases de escape del motor ¥
consta de un elemento de circonio recubierto de pla-
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Fig. 35-5. Modelo de carburador. De “A Mathematical Engine Model for Development of Dynamic Engine
Control”, documento 800054, presentado en el SAE International Congress and Exhibition, Detroit, ML, por
D. J. Dobner, © Society of Automotive Engineers, Inc., reproducido con permiso.

tino. El circonio y el platino actidian como una celda
electroquimica cuando son calentados por los gases de
escape. La impedancia interna, el voltaje de salida y el
tiempo de respuesta del sensor son todos funciones de
la temperatura. Como se muestra en la figura 35-8, se
genera un voltaje muy pequefio cuando la mezcla de
aire y combustible es mas pobre que la mezcla este-
quiométrica. Cuando la mezcla se vuelve més rica y
rebasa el valor estequiométrico. se genera un voltaje
de hasta 900 mV.

Ajuste real del combustible. Suele realizarse variando
la posicién de los bastones (varillas dosificadoras) con
un actuador electromecénico en el caso del carbu-
rador, o bien ajustando el ancho de los pulsos que se
envian a los inyectores de combustible en el caso de la
inyeccién electrénica. El motor recibe la mezcla mo-
dificada de aire y combustible a través del miiltiple de
admisién, quema la mezcla y la envia por el miiltiple
de escape, pasando por el sensor de gases y a través del
convertidor catalitico. Una caracteristica dominante
del motor es el retardo de tiempo en el proceso de
admisién, combustién y escape. Esto debe compensar-
se en la estrategia de control, de manera que la mezcla
de aire y combustible se mantenga lo més cerca posible
del valor estequiométrico en todas las condiciones.

Controlador electronico. En él deberdn aprovecharse
las estrategias de ciclo abierto y de ciclo cerrado. Una
estrategia comun de ciclo cerrado es el uso de una for-
ma de control proporcional més control integral.
Cuando est4 indicada una mezcla rica o pobre, la sefial

de control se desplaza formando una rampa en la di-
reccién correctiva a un ritmo fijo, que puede ser fun-
cién de la velocidad y la carga. Cuando el sensor de
oxigeno en los gases de escape conmuta, la sefial de
control forma un escalén, en la direccién opuesta de la
seiial anterior, por una cantidad fija y comienza a des-
plazarse formando una rampa en la direccién correc-
tiva. Esto da por resultado un ciclo limite, como lo
indican los trazos de la figura 35-9. Por lo general es
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Fig. 35-6. Eficiencia del convertidor catalitico de tres vias.
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Fig. 35-7. Sistema de control estequiométrico de aire y combustible.

insuficiente un solo conjunto de calibraciones de ram-
pa y escalén para todo el régimen de operacién del
motor, y se requiere programar la ganancia. Una de las
razones de esto es que el retardo del motor cambia en
forma significativa con respecto a los gastos a través
del motor. La posibilidad de variaciones de ganancia
en diferentes condiciones de velocidad y carga permite
minimizar la amplitud del ciclo limite. Se requiere una
estrategia de control de ciclo abierto cuando:

1. El sensor del oxigeno comienza a calentarse y
todavia no envia una salida al controlador.

1.0 rﬁ

VOLTAJE DEL SENSOR
o
o
!

0.1}

2. Se desea un enriquecimiento para aceleraciones
con apertura total de la mariposa. Las sefiales de
ciclo abierto suelen programarse como funcién
de la carga, velocidad y temperatura del refri-
gerante.

Control de la velocidad de marcha en vacio

Cerca del 19% del programa de manejo del Federal
Test Procedure de 1975 es con el motor en marcha en
vacio. Mediaate numerosas pruebas se ha demostrado
que se puede lograr una mejora en la economia de
combustible hasta de 0.25 km /1 (0.6 millas/gal) cuan-

S —

ESTEQUIOMETRIA, (A/F)s

VENTANA DE
CATALIZACION

g —

S~
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POBRE

MEZCLA AIRE/COMBUSTIBLE

Fig. 35-8. Caracteristica del sensor de 6xido de circonio.
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Fig. 35-9. Registro tipico de las ordenes del sensor

de oxigeno y de la relacién aire/combustible. Tomado de

G. W. Niepoth y S. P. Stonestreet, “Closed-Loop Engine
Control”, IEEE Spectrum, reproducido con permiso.

do la velocidad de marcha en vacio se reduce apro-
ximadamente 100 r/min respecto a la graduacién de las
rpm superiores de marcha minima en caliente. Sin em-
bargo, al reducirse la velocidad de marcha en vacio en
100 r/min pueden resultar paros frecuentes del motor
cuando se apliquen en forma repentina cargas de ac-
cesorios como el aire acondicionado o la direccién hi-
draulica contra uno de sus topes. Un método para
evitar este problema es un sistema de control de la
velocidad de marcha en vacio (ISC)’.

En la figura 35-10 se presenta un diagrama de blo-
ques simplificado de un sistema ISC. Al aplicar al mo-
tor una carga Ty, la velocidad del motor N comienza a
reducirse. Este cambio en la velocidad es captado por
un circuito tacémetro que genera un voltaje proporcio-
nal a dicho cambio. Un controlador opera sobre la di-
ferencia entre la velocidad de marcha en vacio deseada
y la velocidad medida, y proporciona un voltaje a un
actuador. El actuador puede ser del tipo que mueve la
mariposa del acelerador en respuesta a instrucciones
del controlador en los motores con carburador, o bien,
como en algunos motores con inyeccién de combusti-
ble, puede controlar el tamaiio del orificio de una tra-
yectoria de derivacién de aire en torno a la mariposa
del acelerador. En un caso u otro la marcha minima
vuelve al valor deseado.

Un método de disefio del controlador consiste en
utilizar el modelo del motor recién descrito y modelos
de tacémetro y de actuador, y después aplicar técnicas
de control analitico. Se pueden aplicar modelos linea-
lizados, ya que el control de la velocidad de marcha en

vacio opera en un intervalo de velocidad limitado, y los
efectos de las no linealidades que dependen de 1a ve-
locidad son minimos. El controlador mds simple seria
tan sélo un término proporcional, Ky. El problema es
que Ky debe ser tan grande como para que tenga algin
efecto en los paros por ahogo del motor, lo que hace
probable la inestabilidad del ciclo. Ademds, quizé sea
deseable reducir la sensibilidad del ciclo a variaciones
de pardmetros con ciclos de retroalimentacién inter-
nos. Como la posicién de la mariposa a y la presion del
miltiple Py son cantidades medibles, también se
pueden emplear como variables de retroalimentacién.

En la figura 35-11 se muestra un algoritmo de con-
trol que utiliza estas variables. Se incluye el integrador
para eliminar errores de estado estable. El efecto de
sumar la tasa de cambio de velocidad N y la tasa de cam-
bio de presién del miltiple Py a la ley de control se
ilustra por trazos reales de la velocidad del motor para
una aplicacién de la carga de direccién hidrdulica en la
figura 35-12. Si s6lo se incrementa la retroalimentacion
de velocidad casi se producen oscilaciones sostenidas,
pero como Ny Py se suman a la ley de control, el ciclo
se vuelve progresivamente mds estable.

Limitacion del golpeteo

Los motores de encendido por chispa con altas razones
de compresién suelen tener mayor eficiencia (y por
tanto mejor economia de combustible) que aquellos
motores con razones de compresién mds bajas. Sin em-
bargo, antes no habia habido incentivo para elevar di-
chas razones, ya que las mayores ganancias de eficien-
cia del vehiculo son compensadas por las pérdidas de
energia en la refinerfa al producir el combustible sin
plomo de octanaje mas elevado que requieren los mo-
tores con razones de compresién altas. El uso de la
gasolina de octanaje inferior, como 91 Research Oc-
tane Number (ntmero de octano de investigacion,
RON) en un motor con alta razén de compresion pro-
duce un fenémeno llamado detonacién, golpeteo o
cascabeleo.

El golpeteo se debe a la autoignicién del gas final,
que es la mezcla de aire y combustible alojada en la
cémara de combustién y que no ha sido consumida del
todo en la reaccién normal del frente de llama. Si la
autoignicién es lo suficientemente rdpida, se pueden

Ty

l

REFERENCIA +N

CONTROLADOR

ACTUADOR > MOTOR

CIRCUITO DEL
TACOMETRO

Fig. 35-10. Sistema de control de la marcha minima (en vacio).
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DE REFERENCIA

VELOCIDAD
DEL MOTOR

PRESION DEL Pm
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dt

ACTUADOR <
DEL MOTOR

SENSOR DE
LA MARIPOSA

Fig. 35-11. Estrategia de control de la marcha minima.

fe——15

125 r/min

RETROALIMENTACION: VELOCIDAD

l<—>*—ls

NS NV

125 r/min

RETROALIMENTACION: VELOCIDAD + CAMBIO DE VELOCIDAD

[(————)-}——15

125 r/min

RETROALIMENTACION: VELOCIDAD + CAMBIO DE VELOCIDAD +
CAMBIO DE PRESION EN EL MULTIPLE

Fig. 35-12. Respuesta de la velocidad del motor a la aplicacién de carga.

producir altas presiones locales que hardn vibrar las
paredes del cilindro. Ademas de un incremento en la
graduacién octdnica de la gasolina, otros factores
pueden reducir la probabilidad de golpeteo, como la
disminucién del avance de la chispa (retardo de la chis-
pa), dilucién de la carga de combustible con gas de
escape enfriado, reduccion de la contrapresion de los
gases de escape, multiple de admisién de una mezcla
de agua y alcohol. De éstos, el retardo de la chispa es
el més sencillo de implementar. El sistema de control
del golpeteo?, que se ilustra en el diagrama de bloques
de la figura 35-13, consta de un sensor de detonacio-
nes, un controlador electrénico y un sistema de ig-

nicién electrénica. El sensor de detonaciones, que
suele ser un tipo de acelerémetro, genera una seital
eléctrica que es proporcional a la intensidad de vibra-
cion del bloque de cilindros. El controlador electrénico
debe distinguir entre la seiial de detonacién y el ruido
de fondo, y enviar una orden que retarde la sincroniza-
cién o “tiempo” de la chispa. La orden de retardo se
utiliza para producir un pulso de ignicién demorado o
retardado al distribuidor. Una vez que la detonacién se
ha reducido a los niveles deseados, el controlador res-
tituye el avance de la chispa a una velocidad progra-
mada hasta que se restablezcan los valores normales de
la chispa.
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SENSOR DE
GOLPETEQ
(DETONACION)

CONTROLADOR
ELECTRONICO

Fig. 35-13. Sistema de control de limitacién del golpeteo. Tomado

de “Energy Conservation with Increased Compression Ratio and

Electronic Knock Control”, documento 790173, presentado en el

SAE International Congress and Exposition, Detroit, MI, por J. H.

Currie, D. S. Grossman y J. J. Gumbleton, © Society of Automotive
Engineers, Inc., reproducido con permiso.

La parte més dificil del problema de control del gol-
peteo es la deteccién de éste. En la figura 35-14 se
ilustra un espectro de frecuencias tipico de la salida del
sensor de detonaciones. La linea continua muestra la
salida sin detonaciones y la linea discontinua muestra
la salida incrementada con detonaciones. La frecuen-
cia de la vibracién por detonaciones es tinica para una
familia de motores dada y es independiente de la ve-
locidad o carga. Sin embargo, la ubicacién del sensor
es muy importante para asegurar que se capte el golpe-
teo producido en todos los cilindros. La salida del sen-
sor se acondiciona mediante un filtro pasabanda con
cortes abruptos en ambos lados de la frecuencia central
y también se promedia continuamente para establecer
el nivel de ruido de fondo. Esto reduce la probabilidad
de un falso retardo de la chispa, que puede provocar
pérdida de rendimiento del vehiculo y de economia de
combustible. La cantidad de retardo de la chispa es
proporcional a la intensidad del golpeteo detectado.
Para mantener el buen funcionamiento del vehiculo, la
sincronizacién de la chispa se retarda rdpidamente
cuando se detecta detonancia y después se vuelve a
hacer que avance lentamente. Cambios més rdpidos
inducen marcha irregular del motor que el conductor
puede percibir.

35.1.4 Implementacién del sistema de control

En la interrogante de como implementar un sistema de
control en un automdvil intervienen muchos aspectos
compensatorios relativos a costo, condiciones ambien-
tales, confiabilidad y disponibilidad de equipo. En la
tabla 35-1 se presentan condiciones ambientales co-
munes en las cuales debe operar el sistema de control.

El aspecto de la confiabilidad debe comprender no
s6lo la confiabilidad de los elementos componentes,
sino también la seguridad y manejabilidad del vehiculo

Tabla 35-1. Extremos ambientales para los sistemas
de control de automéviles

Variable Condiciones extremas

ambiental de funcionamiento

Temperatura  —40 a +85 °C cuando el sistema est4d
fuera del compartimiento del motor;
—40 a +120 °C cuando estd dentro
de dicho compartimiento, pero no
sobre ¢l motor mismo

Humedad 0.1 a 200 g/kg o, lo que es lo mismo,
temperatura de punto de rocio de
—40 a +65 °C

Productos Rocio marino, polvo fino, exceso de

quimicos gravilla, aceites de motor y de

COTTOSivVOS y transmision, liquido de frenos, grasa

contaminantes de ejes, disolvente limpiador,
gasolina, desengrasadores, jabén,
vapor, acido del acumulador

Vibracién Vibracién de hasta £10 g (rms),

y choques segln sean el lugar y posicién de
montaje; se encuentran intensidades
de choque mds altas, hasta de +50 g
(méximas), durante el embarque,
manejo e instalacién

Impulsos Picos de supresién de carga hasta de

electromag- 125 V con duracién de un segundo,

néticos decaimiento del campo del
alternador de ~100 V con duracién
de 200 ms, e impulsos de ignicién
de 3 V (méaximos) con duracién de
10 us

Fuente. Ronald K. Jurgen, “The Automobile for Better or Worse",
IEEE. Spectrum.
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VOLTAJE
DE SALIDA
DEL SENSOR [

%g— CON
DETONACION

SIN
DETONACION

FRECUENCIA (kHz)

Fig. 35-14. Salida del sensor de golpeteo en funcién de la frecuencia.

Tomado de “Energy Conservation with Increased Compression Ratio and

Electronic Knock Control”, documento 790173, presentado en el SAE

International Congress and Exposition, Detroit, MI, por J. H. Currie,

D. S. Grossman y J. J. Gumbleton, € Society of Automotive Engineers,
Inc., reproducido con permiso.

si falla un componente. Por lo general, los sistemas de
control de automéviles se disefian con una caracteristi-
ca de funcionamiento deficiente, lo cual significa que
todavia se puede conducir el vehiculo, pero con pérdi-
da de rendimiento.

En lo que resta de esta seccién se analizan los com-
ponentes que conforman un sistema de control del mo-
tor y factores que distinguen un sistema de este tipo de
otras aplicaciones.

Componentes de un sistema de control del motor

Controlador electrénico. El controlador electrénico
recibe informaci6n de los sensores, procesa la infor-
macién y después envia instrucciones a los actuadores.
Si la funcién de control es simple, el controlador puede
constar s6lo de componentes analdgicos. Sin embargo,
en afios recientes la tendencia ha sido hacia sistemas
basados en microprocesadores. Ademdas del precio
unitario decreciente del microprocesador, existen ra-
zones técnicas y précticas de esta tendencia:

1. El controlador basado en un microprocesador es
mucho mads flexible. Por ejemplo, permite facil-
mente que las ganancias de ciclos sean no linea-
les y también la funcién de las condiciones
operativas del motor.

2. La estrategia de control requerida puede ser li-
geramente distinta para cada combinacién de
motor y tren propulsor. El controlador basado
en un microprocesador reduce la cantidad de
piezas requeridas, ya que las diferencias se ab-
sorben en la memoria de la computadora.

3. Se pueden incorporar otras caracteristicas en el
sistema de control con bajo costo adicional. Por
ejemplo, el autodiagndstico del sistema de con-
trol del motor y de otros sistemas eléctricos re-
sulta relativamente f4cil de anexar sin hardware
extra.

En una aplicacién comtn, se utiliza memoria sélo de
lectura (ROM) para almacenar tablas de buisqueda que
permitan realizar ajustes a las ganancias o instruccio-
nes de control como funciones de otras variables perci-
bidas.

La unidad de procesamiento central (CPU) ejecuta
el programa de control del motor almacenado en la
ROM y, mediante el uso de una memoria “de apuntes”
(RAM), proporciona instrucciones u 6rdenes al con-
trolador de entrada y salida {I/O). El controlador
de I/O procesa las 6rdenes que cumplen los requisi-
tos de un actuador especifico, por ejemplo, ajusta el
ancho de pulso, el nivel de voltaje, la frecuencia, etc.

Sensores. Ademds de los sensores de oxigeno y de gol-
peteo ya descritos, un sistema de control del motor
requiere muchos otros sensores, como se indica en la
tabla 35-2. Casi todos los sensores de la tabla 35-2 pro-
porcionan seiiales analdgicas que deben ser procesadas
por un convertidor de analégico a digital (A/D) antes
de ser utilizadas por la computadora. La excepcion es
el sensor de la velocidad del motor y posicién del ci-
giiefial. Un captador magnético, montado en el distri-
buidor o en la proximidad de una rueda dentada espe-
cialmente disefiada en el cigiieial, envia un tren de
pulsos al controlador electrénico. Para determinar la
velocidad del motor a partir de un captador del dis-
tribuidor, por ejemplo, se envia un pulso al contro-
lador cada 90° de rotacién del cigiiefial (en el caso de
un motor de ocho cilindros). Con la utilizacién de un
reloj de referencia en el controlador, el nimero de
pulsos del reloj que ocurren con cada pulso del distri-
buidor se relaciona inversamente con la velocidad del
motor.

En términos generales, se requiere alguna forma de
promediaci6n en el célculo de la velocidad para evitar
desviaciones importantes en las instrucciones de con-
trol, que dependen en gran medida de la velocidad del
motor.

1060



Sistemas de control de automéviles

——

Tabla 35-2. Sensores de control del motor

Variable por detectar Intervalo Tipos comunes

Angulo de posicién de la mariposa del acelerador 0 a 90° Potenciémetro

Angulo de posici6n del cigiiefial 0 a 360° Captador magnético

Presién absoluta en el miltiple 30 a 100 kPa Deformimetro de silicio

Presi6én barométrica 80 a 100 kPa Deformimetro de silicio

Flujo de aire de admisién 52180 gfs Anemdmetro de alambre caliente
Flujo (gasto) de combustible 03a12gfhs Aspa

Temperatura del aire ~40 a +85°C Termistor

Temperatura del liquido enfriador ~40 a +120 °C Termistor

Velocidad del motor

400 a 5 000 r/min

Captador magnético

Actnadores. Los actuadores reciben las instrucciones
de control del controlador y ajustan la variable de en-
trada del motor. En la tabla 35-3 se resumen los actua-
dores que se utilizarfan en sistemas tipicos de control
de motores.

Histéricamente, el vacio del miltiple ha proporcio-
nado la energia para accionar accesorios y medios de
control de los automéviles, por ejemplo, el limpiapara-
brisas de vacio, el avance por vacio de la sincronizacién
de la chispa de encendido, los frenos de potencia, etc.
Este es asimismo el caso de muchos actuadores de con-
trol de motores. Sin embargo, en afios recientes los
automoviles se han vuelto mas pequefios debido a su
mejor economia de combustible. Los motores de me-
nor tamaiio operan en la proximidad de su capacidad
méxima de momento de torsién, lo que da por resul-
tado un menor vacio en el miltiple de admisién. Por
tanto, se ha reducido significativamente el vacio como
fuente de energfa. Es ésta la raz6n de que la tendencia
sea hacia los actuadores electromecanicos.

Requisitos de filtrado. El momento de torsién del mo-
tor lo produce un tren de pulsos inducido por €l encen-
dido de la mezcla de cada cilindro cada dos revolucio-
nes del cigiiefial. El resultado es que la velocidad del
motor no es una funcién uniforme, ni siquiera en la
llamada condicidn de operacion de estado estable. De
la misma manera, la presién y la circulacién de aire por
muiltiple constan de un valor promedio més un tren de
pulsos debido al movimiento de los pistones.

La escala de frecuencia de estas pulsaciones inde-
seables es tan baja como 16.6 Hz para un motor de
cuatro cilindros que opera a 500 rpm, o tan alta como
333.3 Hz para un motor de ocho cilindros que opera
a 5000 rpm. Por desgracia, son las frecuencias més
bajas las que causan los problemas mas graves debido a
que:

® [FEstan préximas al ancho de la banda de frecuen-

Tabla 35-3. Actuadores de control del motor

Actuador Tipos en uso

Vilvula de a. La contrapresion en el escape

recirculacién y la presion en el miltiple

de gases determinan la posicién del

de escape véstago; no es electrénico

b. Un controlador

electroneumdtico determina la
cantidad de vacio para el
actuador; se requiere
retroalimentacion de la
posicién del véstago

Carburador La relacién aire/combustible es

Inyectores de
combustible

Pulso de
chispa

Actuador de
la mariposa
del acelerador

determinada por la posicién de
los bastones; se controla por
medio del ancho de los pulsos del
solenoide o por el motor de pasos

La cantidad de combutible es
determinada por el ancho del
pulso para el inyector
electromagnético; los inyectores
pueden estar montados encima
de la mariposa del acelerador o
frente a cada valvula de admisién

La sincronizacién del pulso es
determinada por el controlador;
se requiere encendido electrénico

a. La posicién de la mariposa del
acelerador es determinada por
el paso de presién en el
miltiple hacia el actuador
controlado por resorte; no
tiene componentes electrénicos

b. Motor de CD con un actuador
por engranajes

La posicién de la aguja es
determinada por la modulacién
del ancho de los pulsos del
solenoide o por el motor
escalonador (de pasos)

cia de la mayor parte de los sistemas de control ~ Vilvula
de motores (por lo general de 1 a 2 Hz). de derivacién
¢ Las amplitudes de cresta a cresta de las variables  de aire
medidas del motor se relacionan inversamente
con la frecuencia de pulsaciones de una carga
constante.
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PW;
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Fig. 35-15. Actuador con retroalimentacién del sensor de posicion de la
mariposa del acelerador (TPS).

Cuando es posible, se utilizan filtros analégicos an-
tes de que un controlador basado en un microprocesa-
dor realice alguna tarea de procesamiento digital a fin
de prevenir que aparente estar a una frecuencia mds
baja. Por lo general se utilizan filtros de primer orden
en virtud de su menor complejidad, con frecuencia de
corte en la vecindad de los 10 Hz. De la misma ma-
nera, suelen usarse filtros digitales de primer orden
para mantener en un minimo el nimero requerido de
palabras guardadas en la RAM.

Factores que afectan el rendimiento de ciclo cerrado
Como sucede en cualquier proceso de disefio de un
sistema de control, muchos aspectos del hardware
pueden contribuir a un desempeifio dindmico o estatico
deficiente o incluso a la inestabilidad de ciclo si no se
toma en cuenta en la forma debida. Para mencionar
s6lo algunos, estén: el tiempo de ciclo (o de repeticién)
del algoritmo de control digital; la rapidez inherente de
actualizacién de sefiales medidas; constantes de tiempo
de sensores, actuadores o filtros; y la insuficiencia o
desbordamiento de filtros digitales, todos los cuales
pueden reducir el margen de estabilidad de un sistema
de ciclo cerrado. Los errores de cuantizacion de los
convertidores A/D, ademds de esto, pueden inducir
errores de estado estable excesivos.

Supéngase, por ejemplo, que se desea utilizar retro-
alimentacién de posicién de la mariposa respecto a un
actuador de velocidad de marcha en vacio a fin de re-
ducir la sensibilidad del ISC a variaciones en los pa-
rdmetros del actuador (fig. 35-15). El sensor de po-
sicién de la mariposa (TPS) es necesario para realizar
el control A/F sobre toda la escala de movimiento de la
mariposa (0 a 90°); pero para la velocidad de marcha
en vacio se necesita control sobre 0 a 20°. El algoritmo
de control de velocidad de marcha en vacio determina
un ancho de pulso PW¢ en base a la diferencia entre
velocidad deseada y real del motor. El ancho de pulso
es modificado por PW a partir de la trayectoria de
retroalimentacién TPS tal que PWs =PW¢c —PWr es
el ancho de pulso real enviado al actuador cada
50 ms. La ganancia de retroalimentacién deseada es
PWE/Ax =34 ms / °. Como la combinacién de conver-
tidor D/A 'y TPS en el caso de un convertidor A/D de 8
bits tiene un factor de escala de 255 bits/90°, se re-
quiere un factor de escala interno de 12 ms/bit. Por
tanto, PWE sélo puede tener valores que sean multi-
plos de 12 ms (hasta 50 ms).

Se puede lograr una mejor solucién amplificando la
salida de la sefial del TPS y después utilizando un canal
A/D extra, aunque el hardware adicional es mas costo-
so. Supéngase que se elige que la ganancia del ampli-
ficador sea 3. Entonces, la combinacién de convertidor
D/A, amplificador y TPS tiene un factor de escala de
255 bits/30°, y para obtener una ganancia de retroa-
limentacién de 34 ms/® ahora se requiere un factor de
escala interno de 4 ms/bit. Como PWr ahora puede
tener valores que sean miiltiplos de 4 ms, la mejora en
la resolucién reduce la probabilidad de un ciclo limite.

35.1.5 Conceptos avanzados

Método de Lagrange para calibraciones

optimas de motores

En el pasado, las calibraciones de SA, A/Fy EGR de
motores se realizaban por el método de tanteos sobre
el vehiculo, que consume mucho tiempo. Ademds, una
serie de calibraciones para una determinada combi-
nacion de motor y vehiculo no necesariamente era véi-
lida para otra combinacién, incluso si sélo diferia li-
geramente en cilindrada, momento de torsion, etc. Es-
te uso ineficiente de potencial humano y capital ha
motivado la aplicacién de técnicas avanzadas para la
determinacion de calibraciones “ptimas”.

El problema de control éptimo del motor *!? consis-
te en determinar el conjunto de dispositivos de control
que minimice el combustible total consumido en una
programa de manejo como ¢l FTP, sujeto a restriccio-
nes de emisién. Un método!? para abordar este proble-
ma consiste en utilizar modelos del motor que re-
lacionen la produccién de emisiones y el consumo de
combustible como funcién de las variables de entrada
en puntos de operacién seleccionados que representen
el programa de manejo FTP (seccién 35.2.1). Sean
M el nimero de puntos de tiempo en €l programa de
manejo, x; los puntos de operacién del motor definidos
por la velocidad y carga en el tiempo t;, u; los medios
de control del motor en el tiempo ¢, FC(x;, w;) el con-
sumo de combustible y HC(x;, u;), NO x(x;,u;) y CO(x;,
w,) el ritmo de produccién de las variables de emi-
sién respectivas. Por tanto, el problema de control 6p-
timo consiste en determinar un w; que minimice
=M_ | FC(x;,u;) sujeto a las restricciones de emisi6n:

HC(X,‘, lli) = HCméx

Mz

i=1
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ES

NOx(x;u;) < NOyx max
1

i

CO(X,’, ll,‘) < COpax (35-9)

Mx

(=1

Otras limitaciones que se deben cumplir son las
ecuaciones que relacionan las variables del motor x con
las variables de control u:

h(x;u) =0 u = (ug,ny,...uy)

X = (x1,%...Xp)  (35-10)

y las cotas superior e inferior de las variables de con-
trol:

W sy (35-11)

El lagrangiano se forma anexando las restricciones

de los gases de escape a la funcién objetivo; es decir:

M M
L= 3 FCxm)+ 4| 3 HC@w) - Hcméx] .
i=1 i=1
M
+ A | X NOx(x,uw) — NOXméx]+
i=1

M
+ /13 i§1 CcO (X,‘, lli) - Comgx] (35_12)

Por tanto, el problema lagrangiano consiste en de-
terminar una u que minimice L sujeta a las restriccio-
nes impuestas sobre las relaciones del motor y las cotas
de control. La solucién al problema lagrangiano es
asimismo la solucién al problema de calibracién del
motor y, de hecho, se descompone en M problemas de
menor tamafio; esto es, los medios de control que mi-
nimizan L también resuelven el problema de minimi-
zacion en cada punto de tiempo ¢;. En el capitulo 34 se
pueden encontrar detalles de los métodos de solucion.

El conjunto optimo de medios de control s6lo es
vilido en los M puntos de operacién seleccionados
(que se caracterizan por velocidad y carga). Aunque
estos puntos son representativos del programa de con-
duccion FTP, se requieren aproximaciones polinomia-
les a las leyes de control dptimo a fin de establecer una
estrategia de control para condiciones de operacién no
consideradas y para obtener una transicién suave de
los medios de control, que en caso contrario provoca-
rian un comportamiento errdtico del motor.

Método de optimizacién cuadratica lineal
En el método de Lagrange para realizar calibraciones
6ptimas de motores no se considera la dindmica in-

blema es que, en la préctica, el logro de estas cali-
braciones puede ser complicado por deficiencias en el
funcionamiento. Esto es, debido a efectos dindmicos
de sensor y actuador, pueden ocurrir fallos, pérdida de
potencia o vacilacién del motor. Estos son fenémenos
indeseables que se relacionan con la respuesta del ve-
hiculo al movimiento del pedal del acelerador.

Numerosos investigadores 136 han intentado com-
pensar la dindmica de componentes. Una técnica que
ha recibido mucha atencién en la industria aeroespa-
cial en la ultima década y que algiin dia puede hallar
aplicacién en la industria de los automéviles es la op-
timizacion cuadrética lineal (LQ). En este concepto de
“conduccién por alambres” (en comparacién con el
“vuelo por alambres” de la industria aeroespacial) se
hace uso de un sistema de microcomputacién para con-
trolar las entradas del motor (inclusive las de la ma-
riposa del acelerador) en respuesta a las 6rdenes del
conductor en el pedal del acelerador. Este es funda-
mentalmente diferente del control ordinario en que
aqui el conductor no tiene vinculo directo con la po-
sicién de la mariposa del acelerador. Para permitir una
operacion libre de fallos en la préctica, el control LQ
probablemente agregaria o restaria perturbaciones de
control en torno a conexiones mecénicas nominalmen-
te controladas (cuando menos en el caso del control del
acelerador).

El motivo mas poderoso del empleo de la optimi-
zacién LQ es la estructura, nada complicada, del con-
trolador. El disefio del controlador requiere la
creacién de modelos de motores linealizados en forma
de variables de estado. Para limitar el nimero de mo-
delos en la préctica, se generan modelos en los puntos
representativos de la operacién del motor y después se
emplean funciones suaves para hacer posibles modifi-
caciones en los pardmetros del modelo. El controlador
envia 6rdenes relativas a la posicion de la mariposa del
acelerador, EGR, A/F y SA.

El problema LQ se formula como un problema de
regulador de tiempo infinito, donde du(r) se elige
de modo que se minimice la funcional cuadratica:

J = [[6xTSéx + SuTQdu + SuRé&u] dr (35-13)
sujeta a la ecuacién dindmica linealizada:

o = Adx + Bu (35-14)

El vector de estado 6x incluye toda la dindmica de
motor, actuador y sensor; sin embargo, como sélo in-
teresa el aspecto de la manejabilidad, inicamente se
necesita que la matriz de penalizacién S penalice los
estados que representen el momento de torsién (par) y
velocidad del motor. La solucién a este problema de
optimizacién es la bien conocida ley de control de esta-
do por retroalimentacién:

herente de motor, actuadores o sensores. Los fenéme- on = —-K;0x — K;du (35-15)

nos transitorios del programa de conduccién FTP son

relativamente lentos (comparados con la dindmica de  donde:

los componentes); por tanto, esta técnica parece ser

adecuada para las calibraciones de emisiones. El pro- K.=RP, y K, =R"'P; (35-16)
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Fig. 35-16. Problema gaussiano cuadratico lineal (LQG) simulado y respuesta nominal a la entrada escalonada
mariposa del acelerador.

Las matrices P, y P3 se determinan a partir de la
solucion a la ecuacién matricial algebraica de Riccati:

PA + AP, + S - PJR'P, = 0

BTP1 + PA — P3R“1P2 =9 (35-17)

PB + BP; + Q - PsR™1P; =0

Para la mayor parte de las aplicaciones practicas, el
estado completo 0x no estd disponible para el contro-
lador, debido ya sea a que algunos de los estados no
son medibles o bien porque el disefiador del medio de
control decide no medir ciertos estados debido a los
costos de los sensores. En cualquier caso se debe utili-
zar un reconstructor de estados, como el filtro de Kal-
man'’. Este filtro estima el estado de error cuadrético
medio minimo para un sistema lineal degradado por
ruido gaussiano blanco de la planta y ruido propio de la
medicién. Se emplean los estados medidos y las entra-
das conocidas del sistema y se produce la estimacién de
estado 6ptimo 8%. Por tanto, en la ley de control de la
ecuacién 35-15, 8x se sustituye por 6%. Debido a la
caracterizacion estadistica supuesta del ruido, el pro-
blema LQ se ha convertido ahora en un problema
LQG (gaussiano cuadritico lineal).

Para ilustrar la ventaja del control LQ sobre el con-
trol ordinario en una maniobra transitoria considérese
un incremento brusco del 20% en ¢l mando del acele-
rador, que corresponde a una maniobra de aceleracién
de 48 a 56 km/h. El controlador LQ incrementa SA a la
vez que coordina el mando EGR y la abertura real de
la mariposa del acelerador. Al impedirse una abertura
abrupta del acelerador al mismo tiempo que se incre-
menta en forma pronunciada el consumo inicial de
combustible, se reduce la desviacién en A/F en los ci-
lindros.

En la figura 35-16 se comparan la respuesta del mo-
mento de torsién y la velocidad con el control ordina-
rio. Para éste, la apertura répida del acelerador hace
que el flujo de aire cambie rdpidamente. Debide a que
el flujo de combustible cambia mas lentamente, existe
un “empobrecimiento” de la mezcla de aire y combus-

tible en los cilindros. Esto produce una ligera pérdida
de potencia, que el conductor puede encontrar inacep-
table.
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35.2 SISTEMAS DE CONTROL
DE PROCESOS INDUSTRIALES

Thomas E. Marlin

35.2.1 Importancia del control de procesos

En esta seccién se presentan los conceptos bésicos y un
ejemplo de implementacién del control automaético se-
gln se aplica en las industrias de procesos. Las indus-
trias de procesos se caracterizan por plantas grandes y
complejas que requieren un control automatico (con-
trol de procesos) excelente para lograr una operacién
segura y rentable. En la mayor parte de las plantas se
procesan fluidos, pastas aguadas o sélidos a través de
un conjunto integrado de operaciones unitarias como
hornos, reactores quimicos, unidades de separacion fi-
sica y cambiadores de calor. Se procesan grandes canti-
dades de materias, hasta cientos de toneladas por hora,
a presiones extremas, de mas de 100 bar, y temperatu-
ras que van desde —200 hasta por encima de 1 000 °C.
Ademds de los desafios del control se tienen las estric-
tas especificaciones de productos, que pueden requerir
composiciones con menos de 10 partes por milién de
impurezas. Las 4reas de negocios principales que se
consideran tipicas de las industrias de procesos son:
refinacién de petréleo, plantas quimicas, molinos de
papel, plantas farmacéuticas, procesamiento de
alimentos, acerias y centrales eléctricas.

Un objetivo bdsico comiin a estas industrias consiste
en el logro de indices de produccién de material desea-
dos cumpliendo con las demandas de calidad especi-
ficadas de forma segura y ambientalmente aceptable.
Con fines de control de procesos, esta meta se puede
ampliar para incluir los objetivos de control que se
enuncian en la tabla 35-4. Esta tabla resulta una valiosa
lista para la comprobacién, con lo que se puede consul-
tar cuando se genere el disefio preliminar de un sistema
de control para regular temperaturas, presiones, gas-
tos, etc.

La relacién eutre el objetivo general y el diseiio de
control especifico a menudo no es evidente. Por tanto,
¢l disefiador del control de procesos deberd compren-

Tabla 35-4. Objetivos del control de procesos

® Operar el proceso en forma segura y estable

o Diseiiar sistemas de control que el operador pueda vigilar, comprender y, cuando sea necesario, manipular en

forma selectiva

o Evitar desviaciones importantes respecto a las especificaciones de productos durante las perturbaciones
e Permitir que el operador cambie un valor deseado o punto de colocacién (valor de referencia) sin perturbar

indebidamente otras variables controladas

o Evitar cambios considerables y rdpidos en variables manipuladas que podrian incumplir restricciones de opera-
cién, o perturbar unidades integradas o situadas corriente abajo

® Operar el proceso en forma congruente con los objetivos de calidad del producto, por ejemplo, las desviaciones
en la calidad de un producto podrian ser mucho mds costosas que las de otro producto

o Controlar las cualidades del producto en valores que maximicen la utilidad de la operacion cuando se consideren
indices y valores de productos y el consumo de energia
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Fig. 35-17. Columna de destilacién que separa un insumo en un producto
valioso con méximo contenido de impurezas y un subproducto de
calidad inferior.

der bien las fuerzas econémicas de la planta, la opera-
cién de estado estable y dindmica, y la teoria del con-
trol automaético.

Es obvio que un objetivo importante del control
consiste en incrementar la rentabilidad de la planta,
por ejemplo, incrementando la produccién de bienes
de mis alto valor y reduciendo el consumo de combus-
tible. A menudo es posible incrementar la rentabilidad
a través del control que hace que la operacién de la
planta se aproxime a las condiciones Gptimas. En
la figura 35-17 se ilustra una columna de destilacién
que separa un insumo en un valioso producto con un
limite de maximo nivel de impurezas y un subproducto
con valor inferior. Una mejora en el control a través de
los métodos que se analizan en esta seccién incrementa
el porcentaje del insumo, que se convierte en ¢l pro-
ducto de valor mds alto mediante una méxima limita-
cién de impurezas.

La experiencia ha demostrado que mediante el con-
trol de procesos mejorado pueden lograrse grandes be-
neficios econémicos en una amplia diversidad de plan-
tas, como refinerias!, plantas quimicas®>, plantas eléc-
tricas®, fabricas de papel’® y acerias®.

Para obtener estos beneficios, el control de procesos
se aplica tipicamente a todas las unidades de proceso
de toda una planta. La mayor parte de las variables
medidas se transmiten desde sensores situados por
toda la planta hasta el alojamiento del control centra-

lizado. Las mediciones se visualizan sobre paneles en
una sala de control especialmente disefiada para uno o
mds operadores de planta, que son responsables de su
operacién. Se realizan cilculos analégicos o digitales
hasta para varios cientos de controladores de ciclo ce-
rrado por medio de equipo de computo situado en la
sala de control. Las sefales resultantes se transmiten a
los elementos de control finales, en su mayor parte
valvulas, para efectuar modificaciones en las variables
del proceso. Naturalmente, el operador de planta tiene
la opcidn de intervenir en cualquier sistema de ciclo
cerrado y ajustar directamente la variable manipulada
(en lo que suele denominarse operaciéon manual o de
‘ciclo abierto). También existen sistemas de seguridad y
alarma automadticos que evitan lesiones al personal o
dafios al equipo.

El disefio de un sistema de control para toda la plan-
ta es obviamente una tarea compleja que escapa al
alcance de esta exposicién. Sin embargo, aqui se expli-
can los conceptos bésicos que se requieren para anali-
zar secciones de planta menores y disefiar sistemas de
control; estos conceptos, aunados a una experiencia
considerable, son suficientes para implementar el con-
trol de procesos en forma 6ptima en la mayor parte de
las plantas industriales de procesos.

En la seccién que sigue se presenta la forma de ca-
racterizar la respuesta dindmica tipica (funcién de
transferencia) de un ciclo de control. En las secciones
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posteriores se presenta el uso de esta caracterizacién
en el disefio de sistemas de control de procesos de una
sola variable y de variables miltiples y en la deter-
minacién de pardmetros ajustables (lo que se denomi-
na ajuste). Después se presentan otras extensiones del
tema para mejorar el control regulatorio y de opti-
mizacién. Por dltimo, se resumen y demuestran con
ejemplos algunas consideraciones generales sobre el
disefio del control de procesos.

35.2.2 Dindmica de procesos

Para disefiar el sistema de control de un proceso es
necesario el entendimiento integral de la respuesta di-
namica sin control, que se llama respuesta de ciclo
abierto. En la mayor parte de los procesos industriales,
la respuesta dindmica es el resultado de complejos pro-
cesos fisicoquimicos que requerirfan hasta miles de
ecuaciones diferenciales para ser modelados en deta-
lle”. Por fortuna, el disefiador de control suele estar
interesado en las relaciones que existen entre las varia-
bles manipuladas y las controladas en un intervalo de
operacién limitado, y estas relaciones se pueden carac-
terizar a menudo por ecuaciones lineales con s6lo unos
cuantos coeficientes. Estas ecuaciones se utilizan di-
rectamente en el disefio y ajuste de los sistemas de
control que se describirdn de aqui en adelante.

Autorregulacién

Estabilidad y autorregulacién son factores clave en la
respuesta dindmica de un proceso de ciclo abierto. Casi
todos los procesos industriales son de ciclo abierto
asintGticamente estables (que se definen en el capitulo
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34), salvo los procesos no autorregulatorios que se des-
cribirdn; por tanto, en esta seccién no se considera
ningiin otro proceso inestable de ciclo abierto.

La autorregulacién es una propiedad inherente en la
mayor parte de los procesos, la cual los hace cambiar a
un nuevo estado estable después de que se ha hecho
una modificacién en una variable manipulada. Esta
propiedad se explica mejor recurriendo a los procesos
simples de nivel de la figura 35-18. Para el proceso
autorregulatorio, el nivel se eleva como resultado de
un incremento en el flujo de entrada al tanque. La
carga hidrostdtica incrementada provoca un aumento
en el flujo de salida. Con el tiempo se restablece el
equilibrio entre el flujo de entrada y el de salida, y
el nivel cambia a un nuevo estado estable alterado.
Para el proceso no autorregulatorio, el flujo de entrada
y el de salida no estén acoplados por medio del nivel, y
éste cambia (hasta que desborda el tanque) a velocidad
constante, proporcional a la diferencia entre los flujos
de entrada y salida. Como resultado, los procesos de
nivel se denominan a menudo integradores puros. El
cambio de nivel es el proceso industrial no autorre-
gulatorio mds frecuente, y su control se dirige con un
método de ajuste individual. Por tanto, lo que resta de
esta seccién se concentra en los procesos autorregula-
torios.

Modelos de procesos

El proceso autorregulatorio méis frecuente es el so-
breamortiguamiento (que se define en el capitulo 34);
es decir, la respuesta dindmica es no oscilatoria y
nunca excede su nuevo estado estable cuando respon-
de a un cambio brusco de escalén. Para una regién
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Fig. 35-18. Ejemplos de niveles: @) autorregulatorio y b) no autorregulatorio de un tanque.
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Fig. 35-19. Curva de reaccién de proceso y parametros de tiempo muerto
de primer orden. Tiempo muerto = 8, constante de tiempo = ¢ o bien
Kp/R, ganancia del proceso = A/3.

limitada en torno a una condicién de operacién nor-
mal, este proceso puede representarse por medio de
modelos simples de funciones de transferencia tales co-
mo los siguientes:

Retraso y tiempo muerto de primer orden

C(s) _ Kpe®

M(s) (1 + w)

Retraso y tiempo muerto de segundo orden

C(s) _ Kpe~%
M) (1 + ns)(1 + )

donde C(s) = cambio en la variable controlada
Kp = ganancia del proceso de estado estable
M(s) = cambio en la variable manipulada
0 = tiempo muerto
7,71, = constantes de tiempo
s = variable de Laplace
Tiempo muerto es el que transcurre entre el momen-
to en que se modifica la variable manipulada y aquel en
que la variable controlada comienza a responder. Para
el disefio y ajuste de controladores, un proceso de re-
traso y tiempo muerto de primer orden constituye una
aproximacién adecuada.

(]

1l

Curva de reaccion del proceso

Los pardmetros de un modelo de tiempo muerto de
primer orden (ganancia, constante de tiempo y tiempo
muerto) se pueden determinar a partir de la respuesta
empirica de la variable controlada a un cambio brusco
(en forma de escalén) en la variable manipulada. Esta

respuesta, que se denomina curva de reaccién del pro-
ceso, se ilustra en la figura 35-19 con el método
de célculo de los parametros del modelo®. La curva de
reaccién del proceso puede obtenerse ajustando ma-
nualmente la variable manipulada; se deben obtener
varias curvas de reaccién del proceso con cambios de la
variable manipulada de diferentes tamafios y direccio-
nes para garantizar que los datos sean vélidos y el pro-
ceso sea casi lineal. Es obvio que el cambio en la varia-
ble manipulada debe ser lo suficientemente grande
como para producir un cambio en la variable contro-
lada sustancialmente mayor que el ruido de la seiial,
pero no tan grande que constituya una perturbacién
importante del proceso.

Método de la curva de reaccion del proceso. Es el mds
simple y més aplicado para estimar pardmetros de mo-
delos. Sin embargo, requiere que la perturbacién in-
troducida intencionalmente dure hasta que el proceso
haya cambiado a un nuevo estado estable. En los pocos
casos en los cuales no es aceptable una perturbacién
larga de este tipo, los pardmetros se pueden estimar a
partir de la respuesta del proceso a un pulso modifi-
cado (onda cuadrada); el procedimiento de estimacion
requiere un programa de computadora para evaluar la
transformada integral de Fourier’. También existen
otros métodos'® de procesos oscilatorios y de orden
superior no dirigidos por el método de la figura 35-19.

Meétodos de respuesta brusca (escalén) y de pulso. Re-
quieren que el proceso se opere en ciclo abierto. Se
han propuesto métodos estadisticos que perturban en
forma periddica el sistema de control de ciclo cerrado y
estiman los pardmetros del modelo. Estos métodos no
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se han empleado mucho debido a las perturbaciones
periédicas requeridas del proceso y a la dificultad de
estimar pardmetros con ruido correlacionado en el sis-
tema de ciclo cerrado!!.

Si no se pueden realizar pruebas de planta o si ésta
se encuentra en fase de disefio, no es factible la apli-
cacién de métodos empiricos para determinar coe-
ficientes del modelo. Para algunos procesos, s¢ pueden
obtener sin dificultad estimaciones aproximadas de los
pardmetros. Por ejemplo, una constante de tiempo se
podria relacionar con la retencién en un cuerpo de cal-
dera (volumen/flujo), o bien el tiempo muerto podria
ser el retraso en el transporte por una tuberfa (longi-
tud/velocidad). No obstante, la dindmica de muchos
procesos industriales est4 constituida por los resultados
de interacciones complejas entre reacciones quimicas,
equilibrios de fase y retenciones muiltiples. Por tanto,
para procesos complejos como los de los reactores qui-
micos y columnas de destilacién que requieren anélisis
detallado, el recurso usual consiste en realizar una si-
mulacién detallada de la dindmica del proceso.

Finalmente, no se debe considerar que el hincapié
que aqui se hace en los modelos lineales con coeficien-
tes constantes implica que estos modelos de procesos
sean muy exactos, especialmente sobre una gama am-
plia de condiciones de operacién. M4s bien, el éxito de
estos modelos en el control de procesos consiste en
indicar que los métodos de control que se explican en
las secciones que siguen no son excesivamente sensi-
bles a errores en los modelos. Sin embargo, los errores
grandes debidos a no linealidades del proceso, pertur-
baciones de carga no registradas y ruido en la medicién
pueden degradar en forma importante el rendimiento
del control.

35.2.3 Control por retroalimentacion
de una sola variable

Una planta de procesos tipica tiene varios cientos de
variables controladas, y muchas de ellas se pueden re-
gular por medio de controladores de retroalimentacién
de una sola entrada y una sola salida. Ademas, casi
todos los disefios de control avanzados de las industrias

de procesos (secs. 35.2.5 y 35.2.6) conservan los con-
troladores de una sola variable al nivel mds bajo de una
jerarquia de control. Por fortuna, décadas de ex-
periencia en las plantas han demostrado que se puede
lograr un 6ptimo rendimiento del control por retroa-
limentaci6n lineal, la derivada integral proporcional, o
PID.

El desempeifio de este controlador puede modificar-
se para que se acomode a muchas necesidades de apli-
cacién mediante el ajuste de algunos pardmetros. De-
bido a su gran éxito, el algoritmo que se presenta en
esta seccién es utilizable en casi toda la instrumen-
tacién analdgica y digital y sistemas de control por
computadora comerciales; por tanto, las explicaciones
y guias de ajuste que se presentan son aplicables con
cambios o sin ellos en estos sistemas. En esta seccion se
presentan los conceptos bésicos del controlador PID y
se explican las gufas de ajuste. Después se explican la
modificacién moderada del algoritmo y métodos de
ajuste alternativos que cominmente se aplican en res-
puesta a circunstancias especiales del proceso. Por ul-
timo, se analizan el filtrado y verificacién de validez de
la sefial de entrada medida.

Controlador PID
La relacién del controlador PID con otros componen-
tes del sistema de retroalimentacién se ilustra en la
figura 35-20. El controlador opera en una sefial de
error que es la diferencia entre la variable medida y el
valor deseado o punto de ajuste (referencia). El objeti-
vo general del controlador es mantener el error dentro
de limites razonables y por lo comiin lograr un error
con valor cero. El controlador cumple este objetivo
calculando la variable manipulada; este célculo se en-
tiende mds facilmente como la suma de tres modos. El
primer modo es el control proporcional, que se deter-
mina segtin la ecuacién:

my(t) = Kee(t) + constante (35-18)
donde K. =ganancia proporcional y 100/K, =banda
proporcional. El modo proporcional ofrece una co-
rreccién instantdnea en la variable manipulada para

ue) G,(s)
PERTURBACION u
+
R(s) E{s) OONTROLADOR M(s) prROcEsO | * :: C(s)
VAPOR + Gils) WVARIABLE Gafs) ' VARIABLE
DESEADO e CONTROLADA
B(s) SENSOR
VARIABLE H(s)
MEDIDA

Fig. 35-20. Diagrama de bloques }ig un sistema de control de una sola variable
en que se utiliza un controlador derivado integral proporcional (PID).
N
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una sefial de error. Sin embargo, un controlador pu-
ramente proporcional no puede reducir el error a cero;
este error sostenido se llama desviacién (o derivacién)
proporcional. Si se intenta reducir el error a un valor
pequeiio incrementando la ganancia, se llega a una
inestabilidad de ciclo cerrado en todos los procesos ex-
cepto los simples de primer orden sin tiempo muerto.

La desviacién proporcional puede eliminarse por
medio del modo integral (también llamado de recolo-
cacién) que se calcula conforme a:

myt) = % [ e(t) dt + constante  (35-19)

donde K; =tiempo integral. El modo integral modifica
continuamente la variable manipulada hasta que el
error es cero, pero no responde en forma rédpida a la
primera aparicién de un error distinto de cero. Se
puede lograr una mejora extra con el modo derivado o
de tasa de cambio, que se calcula como sigue:

my(t) = K.Kp % b(t) + constante  (35-20)

donde Kp =tiempo derivado. En el modo derivado se
reconoce la tasa de cambio de la variable medida y
se corrige la variable manipulada en la forma corres-
pondiente.

El controlador PID combina los tres modos en un
algoritmo, que se presenta aqui en las formas continua
y discreta:

db(?)
dt

)+cons.
(35-21)

m(t) = K. (e(t) + 7% [ e()dt + Ko

_ At Ko _ )
m, = K, (e,, + X ; e + Ar (by — bp—1)|+cons.
(35-22)

donde n =niimero de ejecucién y At =periodo de
ejecucion.

Este controlador se emplea mds cominmente como
una PID o como una PI, que requiere que Kp sea igual
a cero. Naturalmente, la retroalimentacién negativa
requiere ganancias proporcionales de signos diferentes
para procesos diversos. El signo suele introducirse en
forma independiente a través de un conmutador que
indica el “sentido” del controlador, y la ganancia de
éste siempre es positiva.

Cuando el controlador se coloca inicialmente en
automético a partir del estado de posicién manual,
debe iniciar el calculo del control de m(¢) al valor ac-
tual de la variable manipulada para evitar un perturba-
ci6én del proceso. Este inicio suele denominarse trans-
ferencia sin perturbaciones. Durante €l es cuando se
evaliia el término “constante”. En algunos sistemas di-
gitales se dispone de otras opciones de inicio, tales co-
mo ajustar el punto de colocacién igual a la variable
medida actual, pero su uso es muy especifico del siste-
ma digital y de la aplicacién.

Ajuste del controlador

La capacidad del controlador para cumplir sus objeti-
vos de control durante el funcionamiento automético
depende altamente de los valores de los pardmetros de
ajuste K, K;, y Kp. En la mayor parte de los procesos
el objetivo consiste en mantener el valor controlado
préximo al valor deseado, o punto de colocacién,
cuando ocurren perturbaciones y cambios de dicho
punto, al mismo tiempo que se limita la variacién de la
variable manipulada. En la figura 35-21 se ilustra una
respuesta de un sistema de una sola variable a un cam-
bio del punto de colocacién. La averiguacién de los
pardmetros de ajuste corrector de cada proceso es un
procedimiento gradual en que interviene:

1. La determinacién de los pardmetros de control
iniciales.

2. Su implementacién y observacién del rendi-
miento del sistema.

3. El ajuste de los pardmeros para obtener el ren-
dimiento deseado.

Por fortuna, el rendimiento del controlador no es
muy sensible al ajuste de éste; por tanto, variaciones
menores en el proceso (p. €., no linealidades) y los
errores de ajuste no degradan el rendimiento en forma
importante.

Los pardmetros iniciales del controlador para pro-
cesos sobreamortiguados se pueden determinar direc-
tamente a partir de la curva de reaccién de procesos de
ciclo abierto que se describe en la figura 35-19. Se
pueden obtener pardmetros iniciales razonables me-
diante el uso de las bien conocidas ecuaciones de Zie-
gler-Nichols que siguen'2,

Proporcional
)
K. = R (35-23)
PI
0.906
K. = R (35-29)
K] = 339
PID
1.206
K. = R (35-25)
K;=12.086
KD = 059

Se debe tener cierto cuidado al utilizar estas ecua-
ciones:

1. La tasa de decaimiento de 4:1 que resulta de
estas constantes es demasiado oscilatoria para
algunas aplicaciones. Para estos procesos serfa
aconsejable incrementar el tiempo integral de la
estimacién inicial alrededor de un 25%.
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———

VARIABLE CONTROLADA

—_—

VARIABLE MANIPULADA

G
—-—~—— VALOR DESEADO

— — — NUEVO VALOR DE
ESTADO ESTABLE

TIEMPO —>

Fig. 35-21. Respuesta de ciclo cerrado a un cambio de valor deseado o punto de colocacién.
C1 = sobrecorreccion de la variable controlada; Ci/C; = relacién de decaimiento;
my = sobrecorreccién de la variable manipulada; p = periodo; 7, = tiempo de ascenso.

2. Eltiempo derivado es mds bien grande, en espe-
cial debido a que la mayor parte de las me-
diciones industriales tienen ruido significativo;
por tanto, el tiempo derivado inicial debe re-
ducirse en un 50%.

3. Las ecuaciones de Zijegler-Nichols producen ga-
nancias muy grandes para procesos con tiempos
muertos pequeiios.

A pesar de que en teorfa los pardmetros de ajuste
resultantes producen una respuesta adecuada de la va-
riable controlada, las variaciones grandes en la varia-
ble manipulada, que tienden al control de todo o nada,
suelen no ser aceptables. Cuando se aplica esta limita-
cién, el producto de la ganancia inicial del controlador
K. y la ganancia del proceso K, no debe ser mayor de
1.2 aproximadamente, y el tiempo integral no debe ser
menor del 75% de la suma del tiempo muerto y el
retraso de primer orden. Se han creado otras reglas de
ajuste inicial, como el error cuadrado integral mi-
nimo!3, pero ninguna considera el cambio de la varia-
ble manipulada y, por tanto; no ofrecen una ventaja
importante sobre las ecuaciones de Ziegler-Nichols.

El algoritmo de control digital tiene un pardmetro
extra en el periodo de ejecucidn. Si el tiempo entre las
ejecuciones es demasiado grande, el rendimiento del
controlador se degrada. Una regla empirica razonable
consiste en mantener el periodo por debajo del 15%
(més o menos) de la suma de la constante de tiempo
més tiempo muerto; se dispone de correlaciones deta-
lladas que muestran la interaccién de las constantes de
ajuste con el periodo de ejecucién!® 14,

El procedimiento de ajuste se completa implemen-
tando los pardmetros iniciales y observando la respues-
ta de ciclo cerrado a un cambio del valor deseado o
punto de colocacién. En base a la respuesta, los pa-
rémetros se pueden someter a ajuste fino. Una ganan-
cia demasiado alta provoca una sobrecorreccién muy
grande; un tiempo integral demasiado pequefio pro-
duce oscilaciones. Este procedimiento de ajuste fino se
basa en variaciones del punto de colocacién, y muchos
estudios han demostrado que los pardmetros 6ptimos
del controlador son diferentes en el caso de perturba-
ciones y en el de variaciones de los puntos de coloca-
ciénl%15, Bésicamente, la ganancia del controlador se
debe incrementar en un 10 0 20% si la respuesta a las
perturbaciones es lo més importante!4 y el valor desea-
do o punto de colocacién rara vez cambia.

En algunas aplicaciones se necesita mantener la va-
riable controlada dentro de limites especificos a la vez
que se minimiza el cambio en la variable manipulada.
El ejemplo més importante de este objetivo es el
control “de promediaci6n” de nivel que atenda las
variaciones del gasto a las unidades corriente abajo
mediante el uso de la capacidad de contencién del re-
cipiente. Un controlador PI lineal puede aplicarse a
este proceso, pero se debe ajustar a un control propor-
cional casi puro para evitar oscilaciones de ciclo cerra-
do. Se puede lograr un mejor control de promediacién
de nivel a partir de un controlador PI con ganancia no
lineal, de manera que la ganancia aumente con la mag-
nitud del error'S. Este controlador no lineal ofrece un
minimo ajuste en la variable manipulada hasta que el
error aumenta a un valor grande.
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Conclusion de la recolocacion. Todos los controlado-
res con el modo integral pueden sufrir una grave de-
gradaci6n del rendimiento cuando la variable manipu-
lada se restringe. Algunas restricciones tipicas son las
vélvulas que se abren o cierran por completo y la li-
mitacién de la velocidad en la vélvula u otro elemento
de control final. Cuando la variable manipulada est4
en un limite superior o inferior, la sefial de error sigue
siendo distinta de cero en un periodo extendido, y la
integral del error se vuelve muy grande. Este valor in-
tegral grande hace que la variable manipulada perma-
nezca en su restriccién hasta que el término de control
integral haya sido reducido por una sobrecorreccién
grande en la variable controlada. Este problema se de-
nomina conclusién de la recolocacion y se dispone de
diversos métodos para reducir su efecto en los sistemas
digitales y anal6gicos. Bésicamente, estos métodos
aseguran que la salida calculada del controlador y el
valor manipulado real no se desvien en forma consi-
derable de cierta cantidad!”-18.

Ajuste autoadaptative. En todo lo antes expuesto se
supuso un proceso lineal; es decir, que los pardmetros
de la curva de reaccién del proceso son constantes.
Naturalmente, todos los procesos fisicos son no linea-
les, y algunos procesos industriales importantes son no
lineales a tal grado que las constantes de ajuste del
controlador se deben ajustar frecuentemente para
compensar variaciones en las condiciones de opera-
cién. Cuando este ajuste se realiza en forma automati-
ca en el sistema de ciclo cerrado, se denomina ajuste
autoadaptativo. (El control autoadaptativo se analiza
més a fondo en los capitulos 33 y 34.)

Un método de ajuste autoadaptativo implica la elec-
cién de un elemento de control final no lineal, usual-
mente una vélvula, para compensar una no linealidad
predecible del proceso. Un ejemplo comiin es el uso de
una vélvula equiporcentual en un ciclo de control del
flujo para compensar el cambio de la caida piezométri-
ca de la bomba con el flujo'®. Un método de ajuste
autoadaptativo similar es la modificaciéon de los pa-
rdmetros del controlador seglin reglas deterministas
cuando cambian las condiciones del proceso. Este mé-
todo, que se conoce como programacién de la ganan-
cia, se puede aplicar cuando la ganancia del proceso
cambia con el rendimiento del proceso o la pureza del
producto®. El método mds complejo y potencialmente
més poderoso para el ajuste adaptativo implica la esti-
macién en linea de los pardmetros del modelo del pro-
ceso y el recdlculo de los pardmetros de ajuste. Este
método no se ha aplicado ampliamente debido a la
necesidad de forzar (perturbar) frecuentemente ¢l pro-
ceso y debido a las dificultades de estimar estadisti-
camente pardmetros en un sistema de ciclo cerrado,
aunque se han informado aplicaciones industriales
exitosas, como el control de temperatura de un horno
de procesos?!.

Procesamiento de la entrada. La sefial medida que se
envia al controlador es degradada por ruido de la me-
dicién y la transmisién y por cambios de alta frecuencia
del proceso. Si es demasiado intenso, este ruido pro-

duce una variacién indeseable en la variable manipu-
lada, en especial cuando la ganancia del controlador o
el tiempo derivado es grande. Por tanto, es comin fil-
trar la sefial de entrada para atenuar el ruido. El filtro
més simple y m4s ampliamente usado es el exponen-
cial, que es simplemente un retraso de primer orden:

ey = D)
bs) = 1+ gs

(35-26)
donde 7 =constante de tiempo del filtro. Esta cons-
tante se ajusta para reducir el ruido. Un valor de-
masiado grande introduce un retraso significativo en el
sistema de control por retroalimentacién. El ajuste
més simple y el mejor rechazo del ruido se han atribui-
do a la adicién de una ganancia no lineal ya sea al
filtro? o bien al controlador’4. La caracteristica no li-
neal hace posible un mayor amortiguamiento del ruido
de pequefia amplitud y una respuesta répida a variacio-
nes grandes de la sefial de entrada.

Otro método importante de acondicionamiento de la
sefial de entrada es la verificacién de la validez. Un
objetivo comin de esta verificacién consiste en garan-
tizar que el sensor esté enviando una sefial mediante la
comparacién de la medicién con su intervalo esperado,
que tiene un cero activo (normalmente de 4 a 20 mA).
Otras verificaciones implican la identificacién de me-
diciones cuestionables que, por ejemplo, no cambian o
bien lo hacen con demasiada velocidad. Es claro que el
ingeniero de control debe comprender bien la dindmi-
ca y las caracteristicas de ruido del proceso a fin de
disefiar y ajustar estas verificaciones para las cuales
atn existen algoritmos estdndar.

35.2.4 Control por retroalimentacién de variables
miltiples

Cada operacién unitaria de un proceso, como la de un
horno, columna de destilacién o reactor quimico, tiene
varias variables manipuladas y controladas. En el sen-
tido mds general, el sistema de control regula todas las
variables controladas ajustando todas las variables ma-
nipuladas. Dado que un cambio en una variable mani-
pulada puede influir (como a menudo lo hace) en mds
de una variable controlada, el disefio de esquemas de
control por retroalimentacién de variables muiltiples
es considerablemente més complejo que el del control
de una sola variable. El disefio de retroalimentacién de
variables miltiples mds simple, una combinacién
de controladores de una sola variable, funciona bien en
muchos procesos si las variables controladas y manipu-
ladas se parean correctamente. En algunos casos las
interacciones de los procesos son tan fuertes que se
debe incluir una compensacién en el sistema de con-
trol.

Anilisis de la interaccion

Cuando no se dispone de la suficiente experiencia em-
pirica con procesos similares, se necesita un método de
andlisis de las interacciones de los procesos para el di-
sefio de un sistema de control de variables miiltiples.
El método debe indicar cdmo se parean las variables
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Fig. 35-22. Ganancia relativa del proceso de mezcla.
Fy = flujo de la corriente H; Cy; = propiedad de la corriente
H; F; = flujo de la corriente L; Ci = propiedad de la
corriente L; F, = flujo de la corriente mezclada; C;, =
propiedad de la corriente mezclada.

Modelo
Fy= Fy+ Fp
Ci=Cu-CL
- fuCa N -
” Fy + Fp

Ganancia relativa

Fu Fr
Fn CulCh 1= Cn/Cu
Cn 1= Cn/Cq  Cn/Ch

Valores de muestra
Cy=1000 Fy=100

Cn=100 Fy=1000
Fy FL
F 0.10 0.90
Cn 0.90 0.10

controladas y las manipuladas y si se espera que el
rendimiento de control de un solo ciclo sufra fuertes
interacciones entre los procesos. Un método llamado
andlisis de ganancia relativa®>%5 es el que se aplica mds
comunmente en las industrias de procesos para el con-
trol de variables miiltiples. El andlisis de ganancia re-
lativa de estado estable se explica haciendo referencia
al proceso de mezcla simple de la figura 35-22.

El proceso mezcla dos corrientes de diferentes com-
posiciones para obtener una corriente combinada con
la composicién y el gasto deseados. La ganancia relati-
va que relaciona la variable manipulada j y la variable
controlada i se define como:

(5n)
O | mx+j

(5]
om; ki

Los valores de ganancia relativa se pueden deter-
minar a partir de modelos, como se hace en la figura
35-22, o cambiando las entradas, una cada vez, de la
planta o un simulador complejo. Se forma una matriz

)'ij = (35-27)

M a partir de las relaciones resultantes, que son Ac/
Am;, donde todos los otros términos mg son constan-
tes. Entonces se calcula la transpuesta de la inversa de
M y se denomina C. La ganacia relativa es el producto
de cada elemento de M con su elemento correspon-
diente (mismo renglén y columna) de C 2.

Un valor de ganancia relativa de cero indica que la
variable manipulada no influye en la variable contro-
lada; un valor de uno indica que la variable manipu-
lada influye en la variable controlada y en ninguna
otra. Para facilitar el andlisis, los valores de ganancia
relativa suelen presentarse en un arreglo, como se ilus-
tra en la figura 35-22. El ejemplo indica que ocurrird
una interaccion relativamente débil y deber4 obtenerse
un control adecuado si dos controladores de un solo
ciclo se parean de la manera siguiente: C,,a Fyy F, a
F;. El otro posible pareamiento indica una muy fuerte
interaccién y bajo rendimiento. En general, las ganan-
cias relativas por debajo de 0.70 o arriba de 1.5 indican
rendimiento de un solo ciclo cuestionable, que quizd
hace necesario el desacoplamiento (que se analiza en
esta seccién).

Obsérvese que en la ganancia relativa no se toma en
cuenta la respuesta de diversos pareamientos a pertur-
baciones, y este factor importante 2podria ser dominan-
te en la seleccién del pareamiento?. En la bibliografia
se pueden encontrar otros detalles acerca de este mé-
todo y su aplicacién a diversos procesos, como la desti-
lacién?’, ademds de ampliaciones para considerar la
dindmica lineal®.

Una variable de alta prioridad. En muchos casos, los
objetivos de control indican que una de las variables
controladas interactuantes es mucho mds importante
que las demés. En estos casos es adecuado el control
de una sola variable incluso si el arreglo de ganancia
relativa indica una fuerte interaccién. Se debe elegir el
pareamiento de manera que proporcione alta ganancia
relativa y respuesta rdpida para la variable controlada
principal, y su controlador se debe ajustar estrecha-
mente segiin se describe en la seccién 35.2.3. Las in-
teracciones de procesos se atentian mediante el ajuste
laxo de los controladores menos importantes, con ba-
jas ganancias de los controladores y tiempos integrales -
grandes.

Desacoplamiento

El método de emplear varios controladores de una sola
variable no es adecuado para procesos con fuerte in-
teraccién que requieren un buen control de varias va-
riables. El método estdndar para el disefio de un siste-
ma de control de procesos consiste en retener el al-
goritmo PID bdsico pero modificando las salidas de los
algoritmos de manera que se compensen las interac-
ciones del proceso. El método se explica para un sis-
tema de dos variables; las extensiones a sistemas de
orden superior se deducen sin dificultad®. Como se
ilustra en la figura 35-23, el célculo del error de cada
controlador es el mismo que en el caso del control de
una sola variable. Las salidas de los controladores
(mj), pese a ello, no se implementan como las variables
manipuladas del proceso. Son entradas para los célcu-
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Fig. 35-23. Diagrama de bloques del sistema de control de variables miltiples con desacoplador.
PID = algoritmo derivado integral proporcional.

los de desacoplamiento que compensan los términos de
interaccién del proceso Giz(s) y G2i(s). Los términos
de desacoplamiento que se dan en la ecuacién 35-28
hacen posible que la salida de cada controlador influya

solamente en una variable controlada®:
Glz(S)
D =
12(5) Gaa(s)
(35-28)
Gn(s)
D =
21(5) G11(S)

Todas las funciones de transferencia pueden deter-
minarse en forma empirica a partir de curvas de reac-
cién de procesos. Estudios realizados han demostrado
que si el numerador y el denominador de los términos
de desacoplamiento tienen una dindmica semejante,
suele obtenerse un desacoplamiento adecuado me-
diante el uso de la razén de ganancia del proceso. Los
controladores pueden ajustarse por los procedimientos
que se estudiaron en la seccién 35.2.3. Sin embargo, se
deben obtener las curvas de reaccién del proceso (me-
diante el uso de m]) y se debe realizar el ajuste fino
para un ciclo con el desacoplamiento en operacién, ya
que éste figura en la funcién de transferencia de ciclo
cerrado.

Un problema potencial con-el desacoplamiento sur-
ge cuando una de las variables manipuladas llega a una

restriccién (p.€j., la valvula totalmente abierta) o bien
no se puede manipular (p. ¢j., cuando la vélvula estd
siendo reparada). Naturalmente, no se puede contro-
lar una variable. Lo que es mds grave, la funcién de
transferencia de ciclo cerrado cambia, lo cual afecta el
rendimiento del control y, algunas veces, la estabilidad
del sistema. A menudo es necesario volver a ajustar los
otros controladores cuando una variable manipulada
llega a una restriccion.

El desacoplamiento puede mejorar en forma espec-
tacular el rendimiento de un sistema de control de va-
riables miltiples. En la figura 35-24 se ilustra una com-
paracién del control con y sin desacoplamiento para el
caso de una columna de destilacién simulada®.

Métodos de control modernos

Se estan desarrollando nuevos métodos de disefio de
controladores de variables miltiples que no conservan
los controladores PID. Algunos estdn basados en los
de respuesta de frecuencia, como el arreglo de Nyquist
invertido®. Estos atin no han tenido un desempeiio
consistentemente mejor que los desacopladores estin-
dares, quizd porque los métodos de disefio de contro-
ladores no son completos®!. Los métodos basados en
modelos mds promisorios son similares a las técnicas
de control 6ptimo en que determinan las variables ma-
nipuladas para lograr una trayectoria de control desea-
da®2. Se han informado aplicaciones industriales exito-
sas en desintegradores cataliticos® y calderas,
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Fig. 35-24. Respuesta del control de destilacién con y sin desacoplamiento

para un cambio del valor deseado o punto de colocacién en Xp. PID =

algoritmo derivado integral proporcional. Tomado de W. Luyber, AICRE
Journal 16:198-203.

Variables de control calculadas

Un método mds de control de procesos interactivos de
variables miiltiples conserva los controladores PID
de una sola variable sin desacoplamiento. Sin embar-
g0, las sefiales de retroalimentacién se calculan a partir
de muchas variables medidas, para reducir las interac-
ciones. Como no se dispone de ningiin método de di-
seiio general, el disefiador debe entender las fuentes de
interaccién de los procesos y el acoplamiento correcto
entre controladores de variables calculadas y variables
manipuladas. Hay informes de la aplicacién con éxito
de este método en control de destilacién®>-3,

35.2.5 Mejoras a los métodos de control
por retroalimentacion

Los métodos de control de una sola variable y de varia-
bles miltiples que se presentaron en las secciones an-
teriores ofrecen un control éptimo de muchos pro-
cesos, pero en casos encontrados frecuentemente su
desempefio se puede mejorar en forma significativa
por medio de las mejoras directas que se describen en
esta seccion. Las tres primeras mejoras, constituidas
por los controles en cascada, por correccién anticipan-
te y de relaciones, mejoran la respuesta de sistemas de
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control a perturbaciones midiendo o infiriendo éstas y
compensando la variable manipulada. Naturalmente,
estas mejoras se deben emplear cuando se espere que
las perturbaciones degraden seriamente el rendimiento
del sistema de control. La tltima mejora hace més
eficiente el control de procesos con tiempos muertos
considerables. Todas estas mejoras conservan el al-
goritmo de control PID bésico, y se explicardn en re-
lacion con sistemas de una sola variable, aunque se
pueden aplicar a sistemas de variables muiltiplss.

Control en cascada

Los sistemas de control en cascada tienen el potencial
para identificar y corregir perturbaciones en la variable
manipulada antes de que afecten en forma significativa
la variable por controlar. En la figura 35-25a se ilustra
un sistema estdndar de una sola variable, con el pro-
ceso fisico dividido en dos componentes. Las perturba-
ciones que ocurren en el proceso G5(s) o en el Ga(s) no
son captadas ni se corrigen hasta que afectan la varia-
ble controlada. El sistema de control en cascada de la
figura 35-25b detecta que la perturbacién U’(s) ha ocu-
rrido midiendo la salida del proceso secundario, G5(s).

El controlador puede emprender una accién répi-
damente para corregir la perturbacién. La variable
controlada principal, llamada variable primaria, es re-
gulada por el controlador primario, que ajusta el valor
deseado o punto de colocacién del controlador secun-
dario. Es claro que el proceso debe tener una variable
secundaria medible que responda al ajuste de.la varia-
ble manipulada para que el control de cascada sea fac-
tible. La ventaja del sistema en cascada sélo se aprecia
cuando el proceso secundario responde con mayor ra-
pidez que el primario. Una regla empirica general es
que el proceso secundario debe tener una respuesta
dindmica (tiempo muerto mds constante de tiempo) no
mayor que un tercio de la del proceso primario®.
Los dos controladores en cascada utilizan los algo-
ritmos de control que se describieron en la seccién
35.2.3. Naturalmente, el controlador secundario debe
ser capaz de recibir un valor deseado o un punto de
colocacién del operador o en forma remota del contro-
lador primario; por lo general se proporciona un inte-
rruptor en cascada para la fuente del punto de coloca-
cién. En un sistema de control en cascada, primero se
debe ajustar el controlador secundario, con su punto

U'(s) Urs)
Gis) G,s)
+ 1 + A+ Cyrs)
Gé(s) Y Gz(s) ->\_
(7]
My(s) E(s) _
PIDy
+
Ry(s)
(a)
U'ts) Uts)
G,(s) G(s)
+ A Cy(s)
Gifs) () Gyls)
My(s) Eg( s) El (s)
Ez(s) /{ Rz(s) = PID E](S)/\
PID, AN/ M(5) 1 4T—
R(s)
(b)

Fig. 35-25. Comparaci6n de sistemas de control: @) de una sola variable y b) en cascada.
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+ C(s)
Gz(s) /-\
+
G,f(s)
H/s) His)
Gy (s) B(s)
Mis) /L M'(s) Ers) )\—

Fig. 35-26. Control por correccién anticipante y por retroalimentacién.

Gus) _ Ku(l + ts)

e+ - 8

Gys) =

de colocacién ajustado por el operador (cascada abier-
ta). Una vez que se ha ajustado satisfactoriamente el
secundario, el sistema en cascada se puede colocar en
operacién y ajustarse el ciclo primario. Como el modo
integral del controlador primario reducird su sefial de
error a cero, el control secundario sélo necesita control
proporcional; no obstante, éste suele tener un modo
integral, y se ajusta en forma ordinaria para su opera-
cién cuando se abre la cascada. Un sistema en cascada
tiene més salidas del controlador, y por consiguiente es
muy susceptible a la conclusién de la recolocacion.

Control por correccién anticipante

Se pueden aplicar métodos de correccién anticipante
para compensar los efectos de perturbaciones medidas
que no pueden ser corregidos por una cascada répida
de ciclo interno. Algunas perturbaciones comunes se
refieren a gasto de alimentacién, composicién, tempe-
raturas de insumos y presiones, que son entradas al
proceso y no pueden ser influidas por las variables ma-
nipuladas del proceso. Un sistema de control por co-
rreccién anticipada, como el que se ilustra en la figura
35-26, tiene el objetivo de ajustar la variable manipu-
lada de tal manera que la variable controlada no sea
influida por la perturbacién. Las sefiales de correccién
anticipada y de retroalimentacién pueden sumarse de
manera que ambas puedan ajustar la variable manipu-
lada. El disefio del controlador de correccién antici-
pada se da en la figura 35-26; puede determinarse a
partir de algoritmos de ganancia y adelanto/retraso en
sistemas de control analégicos y digitales, requirién-
dose sistemas digitales para realizar los célculos de
tiempos muertos. La funcién de transferencia/correc-
ci6én anticipada Gg(s) podria tener un tiempo muerto
negativo no materializable; en ese caso es posible in-

Gz(s) B Kz(l + tus)

crementar un poco la constante de tiempo de adelanto.
Cuando el numerador y el denominador de Ggs)
tienen aproximadamente los mismos tiempos muertos
y constantes de tiempo, suele obtenerse una compen-
sacion adecuada por medio de la compensacién de co-
rreccién anticipada de estado estable que se calcula
exclusivamente a partir de las ganancias del proceso.

Control de relaciones

Se emplea una estrategia simple similar al control
por correccién anticipada cuando los objetivos de
control requieren que dos variables se mantengan
en una relacién deseada. Un algoritmo de control
de relaciones mide las dos variables y controla su
relacién ajustando una variable manipulada que in-
fluye solamente en la variable dependiente. Como
se muestra en la figura 35-27, la variable dependien-
te se mantiene en la relacién deseada con la variable
independiente o “libre”. Se dispone de algoritmos
de control de relaciones en sistemas de control co-
merciales tanto analégicos como digitales. La re-
lacién suele calcularse a partir de la variable in-
dependiente. Por tanto, quizé sea necesario filtrar
la variable independiente de manera que el ruido de
medicién no se propague a la entrada del contro-
lador. El control de relaciones se emplea a menudo
en control de calidad de procesos de mezclado y en
conservacién de los flujos de productos e insumos
(p- €j., vapor) proporcionales al gasto de alimenta-
cién de muchos procesos.

Compensacién del tiempo muerto

Las mejoras anteriores se refirieron a la respuesta a
perturbaciones medidas; el rendimiento del control
también puede degradarse por ciertas caracteristi-
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FLUJO

INDEPENDIENTE |

y
HI(S)
I R(s)
]
i
FLUJO
DEPENDIENTE

Fig. 35-27. Proceso de mezcla con controlador de relaciones (en el rectdngulo).

cas dindmicas del proceso en particular. De especial
importancia es la existencia frecuentemente encon-
trada de largos tiempos muertos de procesos, pro-
vocados por demoras de transporte o una combi-
nacién de muchos procesos de primer orden. Cuan-
do existe un tiempo muerto largo en un sistema de
ciclo cerrado, el controlador se debe ajustar con
una ganancia pequefia y un tiempo integral largo

para asegurar la estabilidad; este ajuste produce
una respuesta lenta a 1perturbaciones y cambios del
punto de colocacién® 1%, Un disefio de retroalimen-
tacién conocido como compensacién de tiempo
muerto puede dar mayor velocidad a la respuesta de
sistemas de ciclo cerrado®®. En este esquema inter-
viene un célculo (basado en un modelo) de la seiial
de entrada del controlador y una seifial de retroa-

Re(s} E(s) Mts) Cls)
+/-\ Pi Gz(S)
K,
1+ 7Ts
(a)
R(s) +N\ E(s) M(s) Cls)
’-\/ PI GZ(S) l
H(s)
é\"’ Kp Kpe® J
/+ 1+ 7Ts 1+ Ts -
(ERROR DEL MODELO)

(b)

Fig. 35-28, Conipensacién de tiempo muerto: a) parte basada en el modelo; b) completa.
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limentacién para corregir el modelo. Como se ilus-
tra en la figura 35-284, en el compensador de tiem-
po muerto tipico se utiliza un modelo de primer
orden del proceso, y el modelo se controla con un
algoritmo PI estdndar. La respuesta de este sistema
es rdpida, debido a que no contiene tiempo muerto.
Como el modelo no es perfecto, se debe corregir
basdndose en la respuesta de planta. El error del
modelo se calcula como la diferencia entre el mo-
delo dindmico (el modelo de primer orden anterior
con un tiempo muerto incluido) y la salida de plan-
ta. La correccién se suma al cdlculo del modelo,
segin se muestra en la figura 35-28b. Los pardme-
tros del modelo se pueden determinar a partir de
una curva de reaccién del proceso de ciclo abierto
que debe incluir la dindmica de la planta, G, y del
sensor, H. Como el controlador requiere un célculo
exacto de tiempo muerto, siempre se implementa a
través de operaciones digitales.

Un compensador de tiempo muerto se justifica
cuando el tiempo muerto del proceso es largo. Falta
consenso acerca de la duracién del tiempo muerto que
se requiere para justificar el uso de tal dispositivo, pero
la relacién del tiempo muerto entre la constante de
tiempo debe ser cercana a 1 o mayor para que se justi-
fique el empleo de este algoritmo avanzado. También
es de gran importancia la mayor sensibilidad del com-
pensador de tiempo muerto a la inexactitud del mo-
delo. Mediante estudios de simulacién se ha deter-
minado que un compensador de tiempo muerto fun-
ciona tan bien o mejor que el control PI cuando el
error en los pardmetros del modelo no excede del
25% ,3 9para una incertidumbre mayor, se recomienda
el PI°.

35.2.6 Optimizacion del control

Los métodos de control que se describieron en las sec-
ciones anteriores mejoran la operacién de la planta
manteniendo las variables cerca de sus valores desea-
dos o puntos de colocacién. Estos puntos se deter-

R(s)

minan por medio de anélisis econémicos periédicos
fuera de linea en los que intervienen estudios de casos
de simulacién o métodos de optimizacién basados en
modelos, como la programacién lineal. Cominmente,
estos andlisis se efectiian con poca frecuencia, a inter-
valos de varios dias o semanas, debido a que consumen
mucho tiempo. Cuando factores importantes de renta-
bilidad de la planta, tales como la calidad de los in-
sumos, restricciones del equipo o eficiencia en el uso
de la energia, cambian en forma frecuente, muchos
puntos de colocacién pueden estar alejados de sus va-
lores éptimos reales. Por tanto, existe la oportunidad
de capitalizar la flexibilidad del proceso existente reop-
timizando con frecuencia variables seleccionadas en li-
nea. En esta seccién se describen dos de los métodos
més simples y mds utilizados para la optimizacién en
linea. Métodos més complejos (y de uso menos fre-
cuente), en los que se aplican técnicas matemadticas
muy avanzadas, escapan al objetivo de esta seccién®.

Control de restricciones

Con frecuencia se logra el méximo provecho en una
amplia variedad de condiciones econémicas y de planta
al operar en una restriccion especifica o cerca de ella.
Un controlador de restricciones mantiene una variable
de planta cerca de su valor de restriccién ajustando una
variable manipulada. Las restricciones representan li-
mitaciones del equipo, como el 4rea del cambiador de
calor, capacidad hidraulica del equipo y capacidad
de bombas o compresores. Se miden o infieren por
medio de variables, como posiciones de vélvulas, gas-
tos y cafdas de presién. Las variables controladas (res-
tricciones) y manipuladas se deben relacionar en forma
aproximadamente lineal para garantizar un control 6p-
timo de restricciones.

En la figura 35-29 se ilustra un ejemplo de control de
restricciones que maximiza el gasto de alimentacién
de un proceso. La restriccién se mide en el proceso y se
retroalimenta al controlador, que ajusta el gasto a su
valor deseado. Otras aplicaciones comunes del control
de restricciones minimizan la presién (y reducen el

CONTROL

H'(s)

C'ts)

Cls)

Gi(s)

Gofs)

Fig. 35.29. Control de restricciones por maximizacién de la alimentaci6n.
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consumo de energia) en la destilacién #1~*3, maximizan
la recuperacién de productos valiosos, y recuperan ca-
lor de corrientes de procesos a la més alta temperatura
posible. El algoritmo de control de restricciones a me-
nudo ajusta su variable manipulada a una tasa constan-
te, donde la direccién es determinada por el signo de la
sefial de error.

Optimizacion por bisqueda directa

En contraste con lo que ocurre en el caso de apli-
caciones de restricciones, en algunos procesos el ma-
ximo beneficio no se obtiene cuando las variables del
proceso se encuentran en sus restricciones. Si la opera-
cién de la planta en la cual se da el méximo beneficio
cambia en forma importante a medida que varian fac-
tores incontrolables, existe la oportunidad de optimi-
zar el control. El objetivo consiste en maximizar el
beneficio de la operacién ajustando una o mds varia-
bles. El beneficio de la operacién se determina como
sigue:

Beneficio = valores de productos —
— (costos de insumos + costos de energia) (35-29)

En estas aplicaciones, los algoritmos mdas am-
pliamente utilizados incluyen uno de varios algoritmos
de buisqueda directa que utilizan datos de la planta sin
un modelo para mejorar el beneficio de la operacién.
El método de bisqueda directa a menudo se conoce
como operacién evolutiva o EVOP.

En la figura 35-30 se ilustra un ejemplo de optimi-
zacién por bisqueda directa que se aplica a la asig-
nacién de carga a una caldera. La eficiencia de una
caldera varfa con su tasa de produccion de vapor, y las
relaciones de eficiencia pueden ser diferentes para dos
calderas*. Por tanto, la correcta asignacién de la de-
manda total de vapor entre las dos calderas puede dar
como resultado un menor consumo de combustible. El
optimizador de bisqueda directa minimizarfa el costo
unitario del vapor ajustando el porcentaje de vapor
generado por la caldera 1. El algoritmo tipico de biis-
queda directa cambia la asignacién en un porcentaje
minimo y vuelve a calcular el costo del vapor en dé-
lares por tonelada. Si el costo disminuye respecto al
valor antes del cambio, la direccién del cambio se con-
sidera correcta y el siguiente cambio en la asignacion se
efectiia en la misma direccién. Si aumenta el costo, se
invierte la direccién. La técnica prosigue la bisqueda,
encuentra lo que busca y después se mantiene oscilan-
do en torno al nivel 6ptimo, de manera que pueda
seguirlo cuando cambia. Naturalmente, debe existir la
demora suficiente entre el ajuste de la variable ma-
nipulada y la medicién de la operacién de la planta
para garantizar que la respuesta transitoria se haya
aproximado al nuevo valor de estado estable; se re-
comienda una demora de un tiempo muerto y tres
constantes de tiempo. Asimismo, como las mediciones
del proceso son degradadas por ruido, los algoritmos
de biisqueda directa tienen algin método de filtrado
para incluir los resultados de los dltimos puntos busca-
dos y también del punto actual. Suele incluirse una
memoria ajustando una curva a través de varios pun-
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Fig, 35-30. Optimizacién por bisqueda directa aplicada a la
asignacién de cargas a calderas.

tos; este procedimiento se puede implementar en al-
goritmos de lote* o recursivos*. Otro método de in-
clusién de la memoria consiste en utilizar el bien co-
nocido optimizador COMPLEX?’, La optimizacién de
bisqueda directa se ha estudiado en muchos procesos
como la destilacién®” y los reactores quimicos?.

35.2.7 Aplicaciones del control de procesos

En las secciones anteriores se han presentado concep-
tos y métodos bésicos de dindmica y control de pro-
cesos. En esta seccién se analizan las aplicaciones de
estos conceptos a los disefios de sistemas de control.
Primero, se ofrece una guia general sobre la manera de
analizar un disefio de proceso a fin de determinar el
sistema de control apropiado. Después se demuestran
unos cuantos disefios de control de uso comiin median-
te su aplicacién en operaciones unitarias de procesos
importantes. Todos los controladores de retroalimen-
tacién que se ilustran en esta seccién se valen del al-
goritmo PI estdndar.

Consideraciones en el disefio del control de procesos
Como se ha mencionado en varias ocasiones en este
capitulo, la tarea mds importante en el disefio del con-
trol de procesos es el establecimiento de objetivos de
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control. El conjunto general de objetivos que se enun-
cia en la tabla 35-4 puede emplearse como lista de ve-
rificacién para establecer necesidades del proceso.
Para determinar si los objetivos de control son posibles
en el estado estable, se debe realizar un andlisis de los
grados de libertad. Este andlisis revela el mimero de
variables que se pueden determinar independien-
temente restando el nimero de relaciones fisicas res-
trictivas (balances de materias, balances de energia,
equilibrios de fases, etc.) al niimero total de variables
del sistema“®. Aun cuando existan los grados de liber-
tad teéricos, quiz4 se necesiten simulaciones de estado
estable para asegurar que el proceso es capaz de lograr
todos los objetivos de control; esto es, que las variables
manipuladas se puedan ajustar en un intervalo lo su-
ficientemente amplio para que sea posible realizar to-
das las operaciones de proceso deseadas. Si una varia-
ble llega a encontrarse con una restriccién, como es el
caso de un flujo que alcanza su valor maximo, el siste-
ma pierde un grado de libertad adicional. Naturalmen-
te, si el proceso carece de grados de libertad o capaci-
dad debe modificarse el disefio del proceso o suprimir-
se uno o més objetivos de control.

Cada objetivo de control se debe relacionar con va-
riables del proceso. Si no es posible medir una variable
importante, a menudo se puede formular una varia-
ble inferencial que se calcula a partir de variables me-
dibles. La variable inferencial debe guardar una buena
correlacién con la variable importante no medida del
proceso, y no debe ser demasiado sensible a perturba-
ciones comunes del proceso. Suele ser posible deter-
minar la correlacién por medio de unos cuantos casos
de simulacién de estado estable, como sucede con el
control de la temperatura de los platos en el control
inferencial de calidad de los productos de destilacién®.
Las variables medidas e inferenciales son las entradas
de los controladores de retroalimentacién, y las sefiales
que se envian a los elementos de control finales, en
mayor parte vélvulas, son las salidas.

Aplicando el principio de parsimonia (sobriedad) en
el desarrollo de un sistema de control simple, com-
prensible y-con buen rendimiento, el disefiador debe
esforzarse por parear las variables a través de un siste-
ma de controladores de una sola variable. Sélo cuando
las interacciones son lo suficientemente serias para de-
gradar el rendimiento del control se debe emplear el
desacoplamiento.

Es necesario aplicar conceptos avanzados, como el
control por correccién anticipada, para reducir la in-
fluencia de perturbaciones, y se puede aplicar el con-
trol de relaciones para comodidad del operador de la
planta. ’

Por iltimo, en plantas integradas con muchos pro-
cesos los ciclos de flujo, nivel y presién suelen dispo-
nerse en forma tal que el rendimiento de la planta’se
pueda controlar por medio de un controlador de flujo.
En ocasiones no se sigue esta regla cuando un proceso
intermedio es altamente sensible a variaciones en el
gasto. En estos casos se instala un tanque antes del
proceso sensible, y el flujo de alimentacién se ajusta
con poca frecuencia y a baja velocidad para regular el
aforo del tanque.

Cambiador de calor con derivacion

En la figura 35-31 se ilustra un cambiador de calor
simple con derivacién. Salvo por las minimas pérdidas
hacia los alrededores, toda la pérdida de calor de la
corriente caliente se transfiere a la corriente fria; por
tanto, s6lo existe un grado de libertad para el control
de temperatura. En el ejemplo, la temperatura de sa-
lida de la corriente caliente se controla ajustando la
derivacién de la corriente caliente en torno al cam-
biador. El controlador envia la misma sefial a ambas
vélvulas, y una de ellas se abre con una seiial creciente
mientras la otra se cierra con una sefial también cre-
ciente. Por tanto, la derivacién se puede ajustar de
cero al gasto total de la corriente caliente. Esta dltima
se deriva de modo que el sistema de control de tempe-
ratura pueda reaccionar con rapidez a perturbaciones.
Si la derivacién se realizara en la corriente fria, la res-
puesta de la temperatura de salida caliente serfa més
lenta debido a que la respuesta dindmica del cam-
biador de calor se incluirfa en el sistema de ciclo ce-
rrado.

Horno con cascada alimentada por combustible

En la figura 35-32 se ilustra un disefio de control que
logra una buena regulacién de la temperatura de salida
de la corriente del horno cuando cambia la compo-
sicién del gas combustible. Una variacién en la com-
posicién del gas combustible se refleja en la energia
que se libera en la combustién y, por consiguiente, en
la temperatura controlada. Un analizador “calorimé-
trico” puede determinar la potencia del combustible
por unidad de flujo. Por tanto, el control del producto
del calor liberado por unidad de gasto y el gasto total
proporciona una répida correccion de perturbaciones
en la composicién del gas combustible. El controlador
de la temperatura ajusta el punto de colocacién del
controlador secundario para regular la temperatura de
la toma de salida.

FLUIDO
CALIENTE

FLUIDO
FRIO

CONTROL DE |
TEMPERATURA

Fig. 35-31. Cambiador de calor con derivacién.
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Fig. 35-32. Horno con control de calentamiento total en cascada.

Control de presion con escala divida

Los sistemas de vapor se utilizan en todas las industrias
de procesos para accionar grandes méquinas {(en su
mayor parte compresores y bombas) y para permitir la
transferencia de calor. El vapor se genera en calderas y
se distribuye en varios niveles de presién. Los contro-
ladores de cada nivel de presién (llamados cabezales)
captan la presién y manipulan las circulaciones de en-
trada y salida de ese nivel.

Los sistemas de vapor acostumbran a ser muy com-
plejos; la seccién simplificada de un sistema de vapor
de la figura 35-33 muestra el control con escala dividida
de dos variables manipuladas. En este caso, los objeti-
vos de control son regular la presion en los cabezales y
minimizar el flujo en descenso a través de la valvula
V2, con lo cual se maximizan el flujo por la turbina y la
entrega de energia al proceso. Con la salida del contro-
lador expresada como 0 a 100%, la vélvula V1 se abre
en proporcién a la sefial de salida desde 0 al 50% y se
mantiene totalmente abierta del 50 al 100%. La vélvu-
la V2 permanece cerrada desde 0 al 50% y se abre en
proporci6n a la salida del 50 al 100%; al 100%, V2 estéd
abierta por completo. El control resultante logra los
objetivos propuestos. Por ejemplo, si la presién en un
cabezal estd por encima de su punto de colocacién,
disminuye la sefial del controlador, lo que provoca
que:

1. V2 se cierre ligeramente si la salida est4 en el
intervalo del 50 al 100% (V1 estd totalmente
abierta).

2. VI se cierra ligeramente si la salida estd en el
intervalo de 0 a 50% (V2 estd completamente
cerrada).

Obsérvese que las dos vélvulas deben tener més o
menos los mismos gastos méximos, de manera que las
ganancias del proceso de ambos sistemas de ciclo ce-
rrado sean casi iguales y el ajuste constante del contro-
lador sea satisfactorio. Los objetivos del control con
escala dividida podrian lograrse por medio de dos con-
troladores de retroalimentacién con diferentes puntos
de colocacién, pero este método es mds costoso e im-
plica el riesgo de interaccién de controladores.

Control de nivel con selector de sefiales

El sistema de control de nivel de la figura 35-34 mues-
tra el método de seleccién de sefiales de uso frecuente
para un sistema de control simple con una variable
manipulada. Los objetivos de control consisten en:

—

. Controlar el nivel ajustando el flujo de salida
(con F1 cero, si es posible).

. Nunca reducir el flujo por debajo del valor mi-
nimo de salida (a otro proceso sensible).

~N
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FUENTE DE VAPOR A ALTA PRESION

CONTROL
DE PRESION

] MAQUINA

TURBINA
I

l D
DEMANDA
DE VAPOR

Fig. 35-33. Control de presién de vapor del cabezal con salida de
escala dividida.

FLUJO DE ENTRADA

'

VALOR DESEADO — o
DE NIVEL MINIMO '}

|
Y

DEL
ALMACENAMIENTO CONTROL
\ = — =] DENvEL —t

VALOR DESEADO

VALOR DESEADO
DE FLUJO MINIMO

DE NIVEL NORMAL
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DE SENALES
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e =i DE NIVEL CoNTROL
1

DE FLUJO
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o g
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Y

Fig. 35-34. Proceso de control de nivel con control de flujo por selector de sefiales.

3. Nunca permitir que el nivel caiga debajo de su
valor minimo.

El controlador de nivel 1 y el controlador de flujo
envian sefiales a un selector de sefial alta, y s6lo llega a
la vélvula la mds alta de las dos salidas de los contro-
ladores. (Naturalmente, los selectores de sefial baja se
utilizan asimismo en otras aplicaciones.) Si el flujo de

'entrada disminuye, el controlador de flujo evita que el
controlador de nivel reduzca el flujo por debajo de su
valor minimo. El nivel decrece hasta que el contro-
lador de nivel 2 comienza a manipular F1 a fin de evitar
que ¢l nivel caiga por debajo de su valor minimo. Co-
mo uno de los dos controladores que envian su salida al

selector de sefiales siempre estd impedido para ajustar
la variable manipulada, los sistemas de control con se-
lectores de sefiales son propensos a sufrir cancelacion,
y el sistema se debe diseiiar con un dispositivo que
evite la conclusién de la recolocacion.
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